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über die Entwicklung binärer Formen mit mehreren 

Variabein. 

Von \V. GoDT in Lübeck. 

1. Ist f eine Form, die mehrere Paare binärer Yariabeln linear 
«nthält, so ist symbolisch 

f ^ a h c d • • • 

Werden alle Vanabelnpaare in f durch ersetzt, so entsteht die 
Porni n^b^c^d^' - von der w""" Ordnung in In diese führen wir durch 
Polarenbiidung die Yariabeln y, ein und erhalten die Polar- 

foim II, wobei also 

wenn unter x'y' e'u'-" eine Permutation TOn xyzu--- verstanden und 
die Summe über samtliche Permutationen erstreckt wird. 
Demnach ist 

n\if— 11)^ ^ iaj)^c,d^ . • . — 6,« c,' • • ■). 

8. Betrachten wir einen Term der Summe und nehmen z. B. an, 
er laute im besonderen FaU 

Ein Yariabelnpaar, s. B. jr, findet sicli im ersten Oliede beim Symlx)! 
Im sweitMi dagegen bei e. Wir bilden nun eine Form dadurch, daß 
wir im ersten Gliede die Yariabeln bei c und e vertauschen, also die 
Form ajb^c^d^e^f und Torwandeln den Term in 

Wir haben dadurch den Term in zwei Teile zerlegt, von denen der 
eine den Klammerfaktor (sv) besitzt, während der andere ein Term von 
gleicher Art wie der ursprüngliche ist, bei dem aber die beiden Glieder 
nun in einem symbolischen Faktor mehr übereinstanunen als vorher. 

▲rohiv dar MAthomatU oad VbjtXk. Ul. Baib«. XUI. 1 
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Behandeln wir diesen in gleicher Weise und fahren so fort, so wird 
di r ursprüngliche Terni in ein Aggregat von Gliedern aui'gelüät, die 
sämtlicli einen Klunimerfiikt<»r haben. 

3. Wir kf'innen also die Form f derart entwickeln, daß sie in ein 
Aggregat übergeht, dessen erstes Glied Polare einer einfach binären 
Form ist und dessen übrige Glieder sämtlich je einen Klanini^rfaktor 
besitzen. Die Formen, mit denen diese Klammerlaktoren multipliziert 
sind, können wir dann wieder derHelben Umgestaltung unterziehen und 
diesen Prozeß bis zum Ende durchführen. 

Sind die Variabein jl ijz • • • teilweise oder alle ciniiudcr j^leich. so 
ändert sich nichts weiter, als liaß wir Glieder der Entwicklung mehr- 
fach zusammenziehen können. 

So erhalten wir den Satz: Jede binäre Form mit mehreren Reiben 
Verimderlioher Xj y, Zf u - - • kann in eine Snmme Ton Polaren ent- 
wiekelt werden, mnHäplnaert mit Produkten Ton (:rj^), {tz\ (yg)-"^) 

4. Wir wollen nun diese Kntwicklung genauer betrachten. Wir 
ordnen die Glieder nach der Anzahl der Klammerfaktoren und fassen 
diejenigen, bei denen diese Anzahl gleich ist, z. B. 2 beträgt, zu 
einer Schicht, der zweiten, zusammen. Wir legen den Variabein eine 
beliebig, aber ftst gewählte Rangordnung bei, etwa ar, ir, « • • • und 
nennen jedea Paar höher als alle Tonungehenden. 

Wir eetsen in jedem Klammeiftktor das niedere Vaiiabelnpaar 
yonsi, benntien also z. B. nicht (uy) sondern (yu). Wir legen den 
Elammerfaktoren eine Bangordnung bei und nennen den hdber, bei 
dem das zweite Yanabelnpaar höher ist, oder, wenn dies gleich wSre^ 
den, bei dem das erste Paar höher ist. Die Rangordnung der Klammer- 
ftktoron ist demnach: (xy\ (xm), (|r#), (xu\ (jfu\ 

Wir ordnen in jedem Schiobtglied die lOammerfiJctoren nach der 
Höhe. 

Wir ordnen die SehichtgUeder znnSehst nach der Höhe dee ersten 
Klammerfaktorif weiter nach der des zweiten imd so fori Denn ist 
die Schicht in völlig bestimmter Weise geordnet Glieder mit gleichem 
Ebunmerprodnkt ziehen wir endlieh, wie dies wegen der Natnr der 
Polaren gestattet ist, je in eins zusammen. 

6. Wir reduzieren nun die Schichten. Kommt bei einem Sehicht- 
^ed in der Polare ein Variabeinpaar Tor, das niedriger ist, als das 
▼ordere Paar eines Klammerfoktotg^ so ersetzen wir es durch die DiffSe- 
renz zweier Schichtglieder, die in der Bangordnung vonmgehen. Ea 

1) Vgl. Gordan, Vorlenun^un über InvariaDtentheorie, herausgegeben TOU. 
Kertehensteiuer, Leipzig 1»»7, Bd. ü, pag. 24—82. 
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komme a. B. neben einem Klammerfaktor (y«) tot der i^mboliBche 
Faktor so benntien wir die Identität 

(y«)a. - {xu)a^ - («yK- 

Kommt bei einem Scliichtglied ein Klammertaktor vor, dessen vor- 
deres Paar niedriger ist als bei einem ihm vorangehenden Faktor, so 
ersetzen wir dies durch zwei Schichtglieder, die in der Bangordnung 
t7o;a>' gehen. 

Eb komme z. B. neben (yz) vor {xu), so benutzen wir die Identität 

Beide ümfiofnningen wmdeo wir an, so oft ee mSg^ch ist, und 
reduzieren dadurch eine Schicht anf Glieder, die Hanptglieder genannt 
werden mögen. 

6. Ein Hauptglied besitat also folgende beiden Eigenschaften; 

a) das niedrigste Variabehipaar, das in dar Polare vurkomm^ 
ist ebenso hoch oder' höher als das höchste TOideie Paar 
irgend eines Klammer&ktors, 

b) das Toidere Pasr jedes Klammerfaktors ist ebenso hoch oder 
^ höher als die Torderen Paare der Torangehenden Faktoren. 

Sind daher die hinteren Paare der Faktoren einea Elammerprodoktes 
bekannt^ so kann man die Torderen Fkare hinsoschreibein, indem man 
die noch ireTfBgbaren Ptere der Rangordnung nach rerwendet. 

7. Ein Beispiel wird die Nru. 5 und 6 noch besser verduutlitlien. 
Es sei zu entwickeln die Form ulhyC-.dl' Wir stellen die Tolle Reihe 
der möglichen Glieder der dritten Schicht anf und geben zugleich die 
Reduktion auf HauptgUeder an. Dabei dÖrfSm wir die Polaren, deren 
Form ja aus dem Klanunerprodnkt folgt, unterdrücken und lassen der 
Ein&chheit wegen auch die Klammem fort 



1) xyxyyz 




Ä 




2) xy xy y u 




B 




8) xffXjfjsu 


2-1 


B- 


A 


4) xy X» yß 




C 




5) xyxjgyu 




D 




6) xyxtMU 


6-4 


D- 


C 


7) xyyzye 


4-1 


C- 


Ä 


8) xy yz xu 


o 

O ~ .) 


D- 


n-\- A 


9) xyyzyu 


5-2 


D- 


B 


10) xyyeeu 


6-3 


D- 
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11) xyxuyu 






E 


12) XffXUMU 


11- 


-8 




13) xff ffu ffu 


11 - 


2 


E^B 


14) Xff ffU 0H 


18- 


9 


E^D 


15) xyzugu 


12- 


6 


ir-2Z)+ C+B-il 


lö) xzxetfu 






F 


17) y-? XU 


16 ^ 


ü 


F-D + C 


18) xzyeyu 


lö- 


5 


F-D 


19) xjrd;«ytt 






G 


20) XßXUMU 


19- 


17 




21) xgyuyu 


19- 


5 


G'-D 


22) fl;jvyii#u 


20- 


5 


G-F 


23) ygyexu 


17- 


8 




24) yzyzyu 


18 - 


9 


F~2D^Ii 


25) t/r ./« ./v^ 


1! » 


1-i 


G - E-\-D~ B -^A 


26) £tt yu 


19 ~ 


11 


G-F 


27) yMXUßu 


20- 


12 


G~F~ K^ ^D-C-B-^-A 


28) y#yHy« 


21- 


13 


G-E-D+B 


29) y# |f» 


22- 


14 


G — F-E-^D 



8. Wir Sachen die Anzahl der Hauptglieder auf bequeme Weise 

zu ermitteln. 

Ist die Anzahl der Variri»ehipaare x, y, • • • gleich v, die Ordnung, 

in der sie Torkommen, bez. n^, Wj, n, • • • n^, so wollen wir die Angalil 
der Hauptglieder in der /r''"'' Schicht bezeichnen mit Jy(ni, »>s •*•»»,; Ä). 

Wir sondern die Gesamtheit der Hauptglieder einer Entwicklung 
in zwei Teile, P und (^. Zu F rechnen wir alle Hauptglieder, die 
den Klammerfaktnr {xij) haben; zu Q alle übrigen. Nehmen wir von 
allen Hauptgliedern in P den ersten Klammerfaktor (xy) fort, so 
bleiben vollständig und geordnet die Hauptglicder der Entwicklung «'iiier 
Form, die die beiden niedrigsten Variabeinpaare j und // nur noch 
zu den Ordnungen », — 1 und — 1 enthält. Es ist also die 
Anzahl der llauptglieder A'*"' Schicht, die sich in P vorfinden, gleich 
^(n, — 1, Wj — 1, «s ■ ■ •? ~ Setzen wir bei allen llauptgliedcm, 
die wir in Q aufgenommen haben, y statt x ein, so erhalten wir voll- 
ständjg und geordnet die Hauptglieder der Entwicklung einer Form, die 
war die V — 1 Variabeinpaare y, M - " enthUlt, daron nun aber die 
niedzigite zn einer höheren, n&mlicb zur i^H^ + n,)**" Ordnung. Es ist 
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also die Anzalü der Hauptglieder l^^ Schicht in Q ^ N (f^ Wj, 
ffg"* k). Dfther haben wir die Üekursionsformei: 

N(i^, (11,-1, 11^-1, II,. .»,; Ä-i) 

+ N (ni + «j, »»3 • • • n/j k). 
Ffir dae Beispiel in Nr. 7 erhalten wir: 

K(2, 3, 2, 2; 3) .V (1, 2, 2, 2; 2) + iV (5, 2, 2; 3). 

9. Den Hauptgliedern haftet eine Willkür an, insofern sie von der 
nach Nr. 4 willkürlich gewählten Rangordnung der Variabein abhängen. 
Wird eine andere Rangordnung zi^prande gelegt, so erhalten wir andere 
Haupti!:lie(ler, Nach Nr. 6 können wir dann aber nicht nur diese neuen 
fiauptglieder durch die alten, sondern auch die alten durch die neuen 
eindeutig und linear mit ganzzahligen Koeffizienten ausdrücken, dem- 
nach ist die Anzahl beide Male dieselbe: die Anzahl der Hauptglieder 
ist von der gewühlten Hausordnung unabhängig, sie ist eine symme- 
trische Funktion der Ordnungen der Variabein. 

10. Demnach können wir den Inhalt von Nr. 8 auch so formulieren. 
Um die Anzahl und Schiehtverteilnng der Huuptglieder einer Ent- 
widdung zu erhalten, können wir erstens diejenige aufsuchen für eine 
Fonn, in der zwei yerschiedene Variabtln durch eine ersetzt sind, 
sweitens diejenige für eine Form, in der die beiden Variabein noch 
verschieden, aber je um eine Ordnung erniedrigt sind, und dann zu der 
ersten Verteilung die aweite, nachdem sie um eine Schicht voi^rückt 
ist) addieren. 

Beispiel. Gesucht die Verteilung für die Form Ov^^«/«. Die Ver- 
teilungen für bi(idt, und a^bicidu 

sind: 1, 2, 2, 1, 0, 0 

und 1, 3, 5, 5, 2, 

die gesuchte ist: 1, 3, 5, 6, ö, 2. 

Anders angeordnet: die Verteilungen f&r ojeSd^ und aiblc^d^ 
sind: 1, 2, 2, 2, 2, 1 

und 1, 3, 4» 3, 1, 

die gesnehte ist: 1, 3, 5, 6, 5, 2. 

Eine vollständige Tafel der Verteilungen für alh' i'uniien ist liier- 
nach leicht aufzustellen; verdrießlich ist es aber, diese Alethode auf 
eine einzelne Form anzuwenden. 
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11. Bezeichnen wir mit C(n^, • • • w,) die Gesamtau/.uijl aller 
Koeffizienten, die vermöge der Polarenfaktoreu in allen Gliedern einer 
Entwickelung nach Hauptgliedem zusammen enthalten sind, so gilt 
nach Nr. 8 die Relation; 

C(»i, • • • »r) - -H »4» »i • • • »J + 1, II, - 1, II, - »J. 

Angenommen nun, wir erhielten die rechtaatehenden C naeh der 
Regel, daß aie gleich dem Produkte aller tun 1 Termehrten Ordnonga- 
laUen w&ren, so hätten wir 

C(m^, »»,,«, •••• - K + w, + 1) {n, + 1) . . . ^«^ 1 j 

- (», + 1) (fH + 1) («. + 1) • • • (», + 1), 

also gehorchte C'(ni,n, • • • n,) der gleichen Hegel. 

Nun können wir aber durch wiederholte Anwendung der Ilelation 
absteigen bis zu Symbolen Citi\ die nur ein Argument enthalten. Für 
C(n) gilt aber die iiegel aU C\n) — n -f 1 evident, also ist sie allgemein- 
gültig. 

"Wußten wir also bisher, daß wir eine Poiareueiitwicklung auf nicht 
mehr als die Huuj)tglieder reduzieren können, so sehen wir nun, daß 
die Reduktion damit auch abgeschlossen ist, und dali die noch in den 
Polarfaktoren enthaltenen Koeffizienten der Anzahl nach mit der An- 
zahl der Koeffizienten der ursprüu^lu iien Form übereinstimmen, d. h. 
daß sie völlig uiiabhiuigig voneinander sind. 

12. Wir wollen annehmen, es seien auf ir;4('ndwilcheui Wege für 
dieselbe Form zwei Entwicklungen nach Ilauptglicderii gefunden, und 
es sei beide Male dieselbe Ifangordnung der Variabein zugrunde gelegt. 
Wir wollen prüfen, wieweit sie voneinander verschieden sein können. 

Wir zerlegen beide Entwicklungen nach 8 in zwei Teile. W^ir 
setzen nun x = y. Dann verschwinden die ersten Teil»', also müssen die 
zweiten Teile in ihrer jetzigen Form insgesamt identisch ^eiii. Nehmen 
wir an, es sei bewiesen, daß dies nur stattfinden könne, wenn sie Glied 
für Glied völlig übereinstimmen, so folgt ans der Natur der PolareD, 
daß sie auch aehon identiadi waren, ehe x^y geaelrt wurde. Es 
mfiaaen alao auch die ersten Teile im gansen genommen ttbereinstimmeu. 
Wir trennen hier bm beiden den gemeinsamen Faktor {xy) ab und 
n^m^ an, f&r die flbrig bleibenden Bniwicklungen sei auch nach- 
gewiesen, daß sie in^fesamt nicht flbereinstimmen können, ohne Glied 
ffir Glied identisch su sein. Wir sehen also, daß die beiden ange- 
nommenen Entwicklangen identisch sein mflssen, wenn dasselbe Ton 



Digitized by Google 



Cber die Kntwickiuxtg binärer Formen mit mehreren Variabelu. 7 

den dufteheren, auf die wir bei der Zerlegung kamen, gilt. Nun können 
wir »ber dnreli wiederholte Zerlegang abiteigen bis su Foimen mit 
nur einem Ftere Ton Variabehi; ftlr diese gilt der Satz aber erident 
und ist mithin allgemeingflltig. Wir haben also die wichtige E^mit- 
nis gewonnen: die Entwicklung einer Form nach Hanpt^iedeni iat, 
wenn die Bangordnung der Variabehi einmal festgesetzt ist, eindeutig 
in dem Sinne, daß zwei Entwicklungen, die dieselbe Form darstellen, 
Glied für Glied identisch sind, <>df>r: ist eine Form identisch null, so 
siud in ihrer Entwicklung nach Uaupigliedem die sämtLiehen Polar« 
üaktoren jeder einzehi identisch nuU. 

18. Es sei eine Form mit den Yariabehi dc^ # nach Haapt^iedem 
entwickelt Die Koeffizienten seien nun Formen mit f«, wir wollen 
daranf Bflcksicht nehmen und die Entwicklung auch auf die Variabehi 
u anadehnen. Ein einzelnes Glied der schon geleisteten Entwicklung 
hat neben den EUunmerlaktoren eine Form, die rQcksichtlich m 
Polare isl^ aber nidit rflckiiehtUch «. Setzen wir in demselben statt 

s, ff und M die Variabehi l ein, so erhalten wir die Form <^ hl . Ent- 
wickeln wir diese nach | und u und f&hren nachtrSglich durch Polaren- 
bildung die Variabein x, y, z wieder ein, so haben wir die Polaienent- 
wicUung des fraglichen Faktors nach und u. Die Glieder der 

Entwicklung nach | und « haben die Form (Im)" rp* c'"*. Fflhren 

wir hier durch die Pülareubildung nach | die Variabein x, y und e 
wieder eii), so entsteht ein Aggregat von Gliedern, deren jedes ein Pro- 
dukt ist aus w Klammerfaktoren und einer reineu Pohire in u, y, z und u. 
Multiplizieren wir diese mit dem Klamm er produkt, das in der anfäng- 
lichen Entwicklung davor stand, so haben wir alle Glieder, die das 
Glied der schon geleisteten Entwicklung nach a;, y und jr an der Polarm- 
entwicklung, die auch ti mit einbezieht, beittigt, aber diese sind im 
allgemeinen keine Hauptglieder. Ist nun ein solches Glied wirklich kein 
Hauptglied, so kann dies nur daran liegen, daß in einem oder mdireren 
Elammer&ktoren Tor « eine hdhere Variable steht als bei einem sym- 
bolischen Faktor, also daß z. B. {eu) Torkommt neben a,. In einem 
solchen Fall formen wir nm nach 

und setzen dies fort, bis nur Hanptglieder flbrig bleiben. Ebenso Ter» 
fbhrsn wir mit allen anderen Gliedern, die in der Entwiddnng nach 
x,fß,M Torhanden sind, und erhalten dadurch die Entwicklung nach 
Hanptj^edem für x,iffM und «, da ja zwei yerschiedene Hauptglieder 
der niederen, Entwiddnng nach jp, y, m sicherlich Terschiedene Haupt« 
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W. Godt: 



Nieder m der EntwieUmig iiaeh p, m und ti liefisRi mfliMn wegnt 
dar Yenehiedeiihdt d«r Ehnminprodakle, die dort ich<m TorhmdeB 

14. Hiemaeh gestaltet licli die ToUeliadige BflduDg der fftr di» 
Hauptj^lieder aiaBgebenden Klaounerprodakto fQr das Beiapiel iA Nr. 10^ 
wie folgt: 

EntwieUnng nach x und y 

1 xy xyxy xyxyxy-y 

fttr die EntwieUnng aneh nach m kommen hinzn 

xz xyxz xyxyxz xyxyxyxz 
XBxg xyxMX» xyxyxMXM, 

für die Eutwickluiig auch uach u kommen hinzu • 

xs xyxu xyxffxu xyxyxyxu xyxyxyxMMu 
XMXU xyxz XU xyxffXMxu xyxyxMxzyu 
XMXZxu xyxzxzxu. 

Ffigen wir nodi an jedem Khunmeiprodnkt den betreffianden Polaren- 
ftkfcor hinan, ao haben wir die ToUitSndige Entwicklung nach Hanpt- 
gUedeniL 

Wie wir Anzahl nnd Verteilung der Hanptglieder raaeh finden^ 
zeige daa leicht Terstandliche Schema flU* aS 6$ ^ 



1 


1 
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1 
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1 
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2 
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4 
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3 
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5 


5 


4 3 


6 


10 


14 


17 


18 


17 


14 


9 3 



In der IVit bestitigt eine Stichprobe, daß die Anzahl der Eoeffi- 
zienten in der angedeuteten Entwicklung 1080 betiigt, wie et auch 
sein muß. 
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Für die Rangordnung u e y x wtllde das Schema folgen: 
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3 












1 


2 


3 


4 


4 
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10 


14 


17 
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14 


9 



Wir wolleti «ne Form f mit mehrenn VariabelnpBaraxi be- 
tratditeo, die die Eigeiisdiaft benti^ img^e&idert m bleiben, wenn auf 
die Teriftbeln die Subrtitiitionen einer Chrappe G snsgetlbt werden. Wir 
entwiekdn die Form nadi Hanpt^edem und erkalten 

Wir üben auf sämtliche Glieder die Substitutionen von G aus, 
ihre Anzahl sei n, und ho/eichuen die Summe der aus entspringen- 
den Glieder mit ^gM^ dann wird 

Die Summen rechts bestehen nun nicht mehr aus Hauptgliedern; 
wir reduzieren aber jede einzelne fQr sich auf Hauptglieder und er- 
halten sie so ausgedrückt durch Aggregate Ton Hauptgliedem mit 
gamiahli^pen Koeffisienteni wobei die Polazfidctoran in jeder Summe 
Polaren derselben Urform lind. 

Naeh Kr. 19 kOnnen wir nun an dieser Form der Summe mit 
Leichtigkeit entscheiden, ob in derselben Sdiicht swischMi ihnen Identi« 
täten bestehen, nnd eine kleinste Zahl auswählen, durch die sich alle 
übrigen linear mit rationalen KoelBxienten ausdrflcken lassen. 

16. Beispiel Die Form sei f'^aihlct und besitze die Eigen- 
schaft^ bei sjklischer Vertansehung der Yariabeln ungeändert zu bleiben. 
Die Gruppe O enfhSlt also drei Substitutionen (die identische natoriich 
mitgMihH). In der Oten Schicht erhalten wir nur eine Summe, die 
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10 W. üodt: 

Polare von 9>i, — 6j cj. In der Iten Sehieht erhalten wir nur eine 
Somme, die identieoh Tereehwindet In der 2ien Schiebt erhalten wir 
zwei Summen, die xedniierbar aind auf eine, deren führendea Hanpi* 
glied daa £]«mmeiprodukt (xy)* hat In der Sten Sehioht erhalten 
wir Tier Summen, die auf swei redusierbar aind. Wir kßnnen dasu 
z. R wShlen die Summen mit den f&hrenden Hanptgliedem, deren 
Klammerprodukte aind («y)'(«v) und In der 4ten Schiebt 

erhalten wir f&nf Summen, davon aind vier reduzierbar auf die, deren 
führende« Hauptglied (xy^ iat; die 5te iat identiadi Null. In der 5ten 
und 6ten Schiebt ist je nur eine Summe nötig reap. mhanden. Wir 
finden demnach: 

Iat eine binSre Form a^bidl ao beschalfen, daB aie bei zjUiaeher 
Yertauechung der Vaiiabeln ungeindert bleibt, so laßt aie aich ein- 
deuUg entwickeln in der Form: 

Hierin bedeuten tp^^y <p^, (p^, (f\, <f^y tp^ binfire Formen von den 
Ordnungeu 12, 8, G, . . daa Zeichen II bedeutet, dafi in diese 
Formen die Variabeln x, a durch Polarenbildnng zu geeigneten Ord- 
nungen einzufahren sind. Die Summen sind zu erstrecken fiber alle 
Glieder, die durch zyklische Yertanschung der Yariabehi entstehen, sind 
also hier drei|^edrig. 

Umgekehrt: Verstehen wir unter g^j^, • • • • usw. Midnge Formen 
Ton der 12ten, Sten usw. Ordnung, so stellt obiger Ausdruck jedesmal 
eine Form mit obiger Eigenaehaft dar. Dies Letzte ist ja evident. 

17. Besonders wichtig ist der Fall, wo die in Nr. 15 mit G be- 
zeichnete Gruppe alle Substitutionen der Yariabeln umfaßt, oder wo 
die zu entwickelnde Form in den Yariabeln symmetrisch ist Wir 
finden dann, daß jede symmetrische Form mehrerer Yariabelnpaare aich 
eindeutig entwickln Iftfit in ein Aggregat der gedachten Art hei dem 
die Urformen der Polaren YöUig unabhängig Ton einander aind. 

18. BeiapieL Ist die Form ai5$^ symmetrisch in x, y und t, 
so laßt sie sich eindeutig entwickeln in der Gestalt: 

Hierin bedeuten 7,,, 9»,, 9«, 94, 90 hinSre Formen von den Ordnungen 
12, 8, 6, 4, 0; das Zeichen II bedeutet, daß in diese Formen durch 
Polarenbildnng die Variabein x, y und z zu geeigneten Ordnungen ein- 
zufahren sind; die Summen sind zu antrecken über sämtliche Glieder, 
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die durch Permutatiou der Variabein entstehen, sind also hier sechs- 
gliedrig. 

In der dritten Schicht hütteu wir statt 2^{xyf Il<p^ auch wühlen 
können I^{xy)^ ixs) llrlff, ■ 

19. Ein wichtiger Unterfall von Nr. 17 ist der, daß die x,y,z... 
Wurzeln einer binären Form sind und die zu entwickelnde Funktion 
eine Kovariante dieser Grundform darstellt. Dann lehrt uns Nr. 15 
direkt auf einem bestimmten endlichem VV^ege für jede (Jradordnuiig 
♦ ine a/,ygetische Gruppe von Formen auszusondern. Wollen wir end- 
lieh wissen, ob diese Formen selber durch niedere Formen nach dem 
(irade in den Koeffizienten der Grandform ansdrflckbar sind, so brauchen 
wir nur alle möglichen Produkte ana nkdaren Formen m bilden, um 
Bach dar angegebenen Methode die Entscheidung herbeizuftlliren. 

20. Beispiel. Wir untersuchen die Kovarianteu 6ten Grades und 
<5ter Ordnung einer kubischen Grundform. Sie enthalten natürlich nur 
Glieder 6ter Schicht. Hier gibt es 7 Hauptglieder. Die maßgebenden 
Klammerprodukte sind: 

(xtfY, {xyfixa), ixy)\xty, ixy)\xß)\ {xyYixäy, (xy)ixef, {xg)\ 

Sind diese nocli mit geeigneten Polaren mnltiplisiert, die liier 
P^dukte sind, so mögen die Hanptglieder Ä,B,..0 entstehen; es 
ist also z. B. 

wenn die Variabeln der Kovariante mit ^, beseichnet werden. 

Wir erhalten dann znnichst 7 Summen nach Nr. 15. Beduziersn 
wir diese auf Hauptglieder, so erhalten wir die Koeffizienten der folgen- 
den kleinen TsIbI: 





a 


F E 


D 


C 


B 


Ä 


1) 


2 


-6 +15 


-20 


+ 15 


-6 


+ 2 




2 


- 6 +15 


-20 


+ 15 


- 6 


+ 2 


3) 


2 


-r, +9 


- 8 


+ 9 


-6 


+ 2 


4) 




- 3 


-f '» 


- 3 






5) 


1 


-3+3 


- 1 


-r 3 


-3 


+ 1 


6) 




- 3 


+ 6 


- 3 






7) 




+ 1 


— 2 


+ 1 







Denmaeh sind -nnr zwei azygetische Formen Torhanden, als die wir 
5) ond 7) wihlen können, d.li. jede Kovariante 6ten Grades nnd 6ter Ord- 
nung einer knbisdien Grundform ist eine lineare Verbindung ans: 

{xyy (xzf {yzy iixy {lyy iizy, d, 1 7) 
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und: 

{xy f(xzY{iyyiUf, d. i. 5). 

Ersichtlich ist dio erst^re Form in der üblichen Bezeichnung von 
Clebsch und üordan lif'^, die andere (abgesehen von Zahlenkoeffi- 
zienten). Da auch ^ vom 6ten Grad und Oter Ordnung ist, so nuiß 
zwischen Rf'*y z/^ und eine Sjzygie bestehen, wie dies denn ja be- 
kanntlich auch der Fall ist. 

21. Im Vorstehenden ist in möglicher Kürze ein Verfahren ent- 
wickelty dessen Anwendbarkeit sich ziemlich weit erstreckt. Man wird 
geneigt sein, demselben außerordentliche Weitläufigkeit bei der An- 
wendung vorzuwerfen. Einerseits ist es damit indessen nicht so schlimm, 
wie es zunächst aussieht; andrerseits liefert das Verfahren für seine 
immerhin nicht wet^zuleugnende \N eitläufigkeit tiefere Einsichten in die 
Theorie der Kovariimten, in die Theorie der symmetrischen Funktionen 
überhaupt, in die algebraische Auflösung der (Gleichungen und in das 
Wesen des (iordan sehen Faltungspro/.esses; denn jedes Erzeugnis der 
Faltung stellt irgend eine Stufe in der Entwicklung einer Funktion 
nach Polaren dar, und endlich ist ein wesentlicher Teil unserer l'ber- 
legungen ohne weiteres auch auf die gewöhnliche symbolische Dar- 
stellung der Kovarianten nach Gordan anwendbar. 

Lübeck, im November 1904. 



Der BrocardBche Kreis des harmonisclieii Vierecks als 
Grenzfall von sechs Siebenpimktkreisen. 

Von Ernst Eckbakdi in Homburg v. d. Höhe. 

1. JfishiiscIu'S. — Im .luhre überreichte Tucker der mathe- 

matischen Gesellschaft in London eine Abhandlung'), in der er auf 
einige wichtige Eigenschaften der Kreisvierecke hinwies, bei denen die 
Rechtecke aus den gegenflberliegendeu Seiten gleich sind. 

Die Herren Mac Cay, J. Neuberg und A. Gob fügten eine Heihe 
neuer Eigenschaften und Sfttse hinzu. Als Hauptresultat wurde ge- 

1) Tucker: Some Propsiüei of a Qnadrilateral in a Circle, the Raetanglea 

under whoBC Opposito Sides are equal. Erschien 1880 IJcprint« from the Kducational 
Times 44, 126—185). — J. Neuberg: Sur le quadrilatere hannoniquc. Mathesis. 
1885. — A. Qob: Cerclea remaniuables dans le quadrangle liarmooiqae. Congre» 
de Uanolle. 18<J1. 
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fanden, daß in dieson sogenannten harnionischen Vierecken stets zwei 
Punkte Oj und 0^ existieren, die in ähnlicher Weise wie die Brocard- 
Bchen Punkte des Dreiecks erhalten werden, wenn man über den Seiten 
a, h, c, d ähnliche gleichscheaklige Dreiecke koustraiert, deren Basis« 
Winkel der Bedingung 

ctg*o — 1 4- ctg*« + ctg*/J 

geoQgfc, wo « und ß die Winkel A und B des KieisTieredcs sind. 
Beieichoei num die Spifami der gleiehtchenUigen Dreiecke mit 
Ci, D|, den Minimumpunkt des Tierecks mit 6r, den Mittelpunkt 

mit M, so wurde femer ermittelty daß die Punkte 

Ol, 0„ Cr, 3f, .4., J5,, C„ 1\ 

nebst den Mittelpunkten der Diagonalen auf einem Kreise liegen, der 

Brocardscher Kreis genannt wird. 

liiesc b(l(l' )i Hrstdffifr sind unu htsotulrrr Fülle einer Anttralje ü})er 
das hrliehifft' Kreisviereck. Für das erste Resultat ist der Beweis schon 
in der unten angefiilirten Arbeit*) erbracht. 

Aus derselben Abhandlung Hießt auch der Beweis für das zweite 
ürgebnis. 

2. Zuo)dniin(f eines raares ühnUdicr Krc-isricnckr dem (/e(/rbni''ii 
Kreist' iereck. — In der zuletzt genannten Arbeit wurde für ein beliebiges 
Kreisviereck zunächst folgende Eigenschaft festgestellt: 

^Wcnii man in den F]cken eines Kreisvierecks an den Seiten den- 
selben Winkel £ in glciciiem Sinne nach innen abträgt, so entstehen 
zwei dem ursprünglichen Viereck ähnliche Vierecke, sofern « der Be- 

dingung a« + ft. + c' + d« 

ctg« ■r__-r^X_ 

genügt." Hierin sind a, h, c, d die Seiten CD, DA, AB, BC und JF 
der Flächeninhalt des Vierecks. 

Die zwei ähnlichen Kreisvierecke haben die aus der Figur zu er- 
sehende Lage PQBS und F^^Q^i^Sy Ihre Bezeichnung ist in bezug 
auf das Viereck ABCD so «folgt, daß homologe Ecken an gleicher 
Stelle stehen. 

Für die Seiten des Vierecks F<^IiS wurde gefunden, je nachdem 
ae ^ bd: 

— a. — — ^^Ä— -öf 



1 E Eckharilt: l'or <'rolle-Brocardsche Winkel aln hosontlerer Fall einer 
Aul'gabe über das iüreisviureck. Zeitschrift für math. u. uat. Unterricht, S6, 1906. 
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sodaß ES = X, • a, SP - • ?>, PQ ^l. r., QR=^ k^- d Dal Ähn- 
lichkütsverhiltniB der Vierecke FQMä und ÄBCD ist aIbo 

, , ac—bd 

^ - ± » F " ' ^• 

Durch ümklappen des Vierecks ÄBCD um die Diagonale ÄC 
tritt Pi^i-SiSj an die Stelle von PQRS, a an die Stdle von <^ ( an 




die von c, und es gilt das obere oder untere Zeichen der Wurzel, je 
nachdem hd ^ ac. Hieraus entnitnint man, daß die Seiten you 
PQBS und P^Q^I{^S^ einander gleich und also die letztgenannten 
Vierecke kongruent sind. 

3. Zuordmouf einrs dritten ähnliclim Knisrlrrcrls z>tni if/ifchenen 
Kreisviereck. — Durch das Abtragen der acht VViukel f entstellen vier 
gleichschenklige Dreiecke A^CD, B^DA^ C^AB^ B^BC. Zieht man 
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nun durch die Spitzen ylj, Bi, C\, Di dieser Dreiecke Parallelen zu 
den zugehörigen Seiten a, h, c, d, so erhält man ein neues Kreisviereck, 
das dem ursprünglichen ähnlich ist. Schneiden sich nämlich die Paral- 
lelen durch /)j und A^, .1, und 7^,, und (\, (\ und 7>, in K^, K^, 
K^, K^, so stimmt K^K^K^K^ mit AIH'I) zunächst in den Winkeln 
üherein. Ferner ergibt sich, wenn man K^^K^ bis za den Seiten BC und 
DA verlängert, 

" * i ' d^f « ctg» 2* etgtnn^ t * 'ctiftaliia 

+ 4F IF- J 

und hieratu mit Bfleknoht auf dg« - ^l±^^^±£L±i! 

IT ir ac — bd S(ae — 6d) 

Daraus schließt man, daß 

KiK^^l^e, K^K^-^Xtd, K^K^^X^a, K^K^^l^h, 

wo il, — 2^j.4gf • dieser Ableitung ist vorausgesetzt, daß aC^hd. 

Ist ac < hd, so tritt hd — ac an die Stelle von ac — hd. 

Die Vierecke K^K.^K^K^ und ABCD stimmen mithin in den 
Winkeln und dem Verhältnis homologer Seiten flberein. K^K^K^K^ 
ist also sowohl dem Viereck AliCJ) als auch den Vierecken PQIIS 
und f\QiBiSi ähnlich. Das ÄhnlichkeitsTerhältuis von F(^Iiii und 
iCjA'jA'gÄ'j ist cos«. 

Wird ac^hd, so werden die Seiten von KiK.^K^K^ gleich Null, 
die Parallelen zu den entsprechenden Seiten gehen also durch einen 
Punkt, und dies ist der Minimumpunki des entspreciicnden Vierecks.^) 

Bildet man 

JT V g (o* 4- ' + c* 4- — 2 c (ae — M) 

und ebenso die aualogen Ausdrücke b -f -KjA',, c — K^K^, d -j- K^K^^ 
so erkennt man, daß für die Seitenabstände p ^, , des Minimum- 

punktes des beliebigen Kreisvierecks die Proportion besteht: 

4. Die sedu SiAmipmkäarage. — Beseiohnet man die Sehnittpimlcte 
der gegenOWliegenden Seiten PQ^ SR] P^Q^, S^B^] K^K^, K^K^ mit 

1) F. Eckhardt: Der Ganfi^Lemoiaeiche Punkt im Kreifviereck. Azehiv 
der Math. a. Phyi. (8) 332. 
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EmtT EontAwr: 



T, Tj, JTj und di»^ der anderen Gegenseiten mit T\, ÄTg, so hat man 
sechs Gruppen von je drt;! homologen Ecken: P, Pj, Q, usw. 

Diese sechs Gruppen liegen mit dem Mitt<*ipunkte 3/ des Um- 
kreises von ABCD und je zweien der Punkte A^, li^, C\, auf je 
einem Kreise. Diese sechs Kreise gehen der Reihe nach zunächst durch 
folgende sechs Punkte: 

P, P„ M, A\ 
q, Ä,, Jf, ^, J3,; 

^> J^, ^s-i 

s, s„ K,, M, c\, A; 

J, r„ Jf„ Jlf, ^, C7i; 
^ ^> -ST,, Jf, D|. 

Es genügt, d< n Beweis für die erste Grup})e zu führen. 

Infolge der Konstruktion der drei ähnlichen Kreisviereoke ist zu- 
nächst <^ PJ, Pj = 2£ als Außenwinkel des Dreiecks Ä^Cl) und 
P/>,P, == 180°-2f als Scheitelwinkel von h.BD,C. PA,PJ\ 
ist also ein Kreisviereck. Da nun MA^ und MD^ Lote auf a und d 
sind, so ist A^MD^ ^ a, und du auch Q^PS^ nach Konstruktion 
gleich a ist, so hat m;m r A^^M I)^ = A^PD^. M liegt also gleich- 
falls auf dem Kreise um P A^P^D^. Dasselbe gilt von A'„ da nach 
Konstruktion r A^K^D^ = rf. 

7>/f' Durchmesser dieser seiJis Kreise sind MK^f ^-^tf ^^st 
MK,, MK,. 

Für den ersten Kreis ergibt sich dies aus der Bemerkung, daß 
MA^ I A^K^. Analüg für die anderen Kreise. 

Aus PA^K^ = K^A^Pi = f folgt weiter PP^ i MK^ und ebenso 
QQ^ IMK^, BR^j_MK\, SS, \ MA\, TT,]_MK.„ TP, I 

Da sich die sechs Kreise in 30 reellen Punkten schneiden und 

Ton dieaen ~ 15 nach M und je — 3 nach Äi, JS^, C^, Di fallen^ 

80 bleiben noch drei Punkte znr Unteraachui^ fibrig. Diese drei Pookto 
sind die EitueMniUe der sechs Kreise. Beeeiehnet man den Schnitt der 

Kreise 1 und 3 mit X, 
n 2 „ 4 „ F, 
» 5 „ 6 „ Z, 

so sind X, Z die StAnitte der homologen Diagonalen: 

PE,P,Ii,R\K\; QS,Q,S„K,K,', TT' T,Ti, h\K^. 
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Der Beweis soll für die zweite Gruppe erbracht werden : Da 
^MYQ = MA,Q = 90 0 - t] und < MYS =1X0« SB^M-^ ISO«» 

- (1»0«> - = 90" { f , so liej<eii r'/, F, auf einer Geraden. 

Ebenso folgt iius < M = 90° - e - M und <: M YS^ 
MCyS^ = 90" — daß Y auf der Verliinjjerung von Q^Si liegt. 
Wegen J/ 1 = il/ l'A'^ 90 muß endlich auch ÄjÄ'^ durch 
y geheiL 

Auf jedem der sedts Kreise liegen also jetzt sieben ausgczcichiete 
Pimkkf und swar tritt in den bereits angeführten sechs Punkten des 
enten und dritten KreiaeB der Ponkt X, des zweiten nnd vierten Kreises 
der Punkt des f&nflen und sechsten Kreises der Ponkt Z. 

5. Die Durchmessir drr sechs Sichenpunldkn isv. — Be/,eichnet muu 
die Durchmesser der sechs Kreise der Reihe nach mit '2r.,2i\, ■■ 2r., 
nnd greift man zur Berechnung der Durchmesser 2r = MK^ des Kreises 
dureli BfRi, M, K^,D^, C^, X liemns, so hat man wegen <^ h^l{^t\ 

— B^MC^ — a zunächst i^j = 2r^ sin«. Da nun im A AB^ ( \ die 
Seiten AB^^hi2wnt, djil«tf:2co8c und C^AB^ 2 s — 
so gilt: 

(2r,sin«)* — + c» - %he cos (2^ - «)] : 4oos««, 

und wenn man h- -\- durch die Diagonale BD — e ausdrückt in der 
Form e^ + 26ccosa: 

(2rg sin«)* — - 4&c8in«sin(« — e)J : 4co8'e. 

Diridiert maa beide Seiten durch sin'« und ersetst e* : 48ia'a durch 
das Quadrat des Umkreisradius r Ton ABOB und 1 : coa'c durch 
1 + tg*«, so eriiält man 

(2r,)« » [r» - 6c . (etgf - ctga)] : cos«« 

-H(i-t«««)-tg«.[^;^-24 

Ist nun AC^f, so hat man r « f und auch r » T . , also 

2r* = c • /": ^sinasiud und mithin wegen |^ (a6 + cd) sind: 

Demnach wird 

(2r,)' - HCl - tg»*) - Jf,;;^ («ft - «rf)(oe - 

woraus schließlich 

(2rJ>-r"(l-l«'«) 

Asvhtr te MafhMMÜk oaA nmk. HL 
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folgt. HierauB entnimmt mau leicht die Wert<» für die Durchmesser 
2ri, 2r^f 2r^ und gelangt so zu. der folgenden 6ruppe: 

FOr - MK^ güt: 
Nun iit, wie weiter unten geiEeigt wird, wenn die Mitte von o, 

i js:,i^ - ^i^i - iif.A . (ctg« + ctgd) - M,Ä, . , 

80 daß 

Difiekt num nun £^JC» und f'if'f durch K^Kg und JT^J^ und dia 
Winkel o und d aus, ao erhilt man mit Bfiekrieht auf die Werte ron 

/'9*■^t K- KU + — d« 

'^t'^t* ^k'^M riiiiÄi* «F~' 

C^»-«) - r (1 - I« + ^, ^iji -^^f^ ^ - , 

und also durch Vertauschung yojx b und d mit c und a: 

6. Übergang mm harmomsdten Kreiamendt. — Da in einon har^ 
moniachen Viereck ae -« &<l ia^ ao reduxieren sich die Vierecke PQB8, 
PtQtJ^S^f KiK^K^K^vaf ^«^naikie P,Pi,K^. P und aind dann 
nach Tucker die Brocardschen Punkte» fi^ihrend nach der an- 
gegebenen Arbeit im Archiv der Gauß LomoincBche Minimumpunkt 
ist. Die sechs Kreise gehen in einen einsigen Kreis über, den sogenannten 
Brocardschen Kreis, dessen Durchmesser 

(2r,)»-r«(l-tg>*) 

oder auch 

Auf diesem Kreise liegen zuniehst die Punkte 

^, ^'i, A, 1'. AV 
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Da nun in einem harmonisclien Kroisvineck Jf, mit cit ni Sohnitt der 
Diagonalen e und /" zusuuinuMitullt, uiul MK^ der Durchmesser des 
Brocard sehen Kreises ist, so tret^^-u zu den obigen sieht Punkten die 
Mitten und von e wad f hinzu. 

Infolge der allgemeinen Hetriu htungen ist l'Pi _L MK^. Für die 
Entfernung der Punkte V, L\ ergibt sieh leicht 

Ist Q der Badius'dM Inkroues Ton Ml\K^Pj so findet man 
" iii^;^^« ***** ~ + *^*)- 

7. Ubcrfianff zHtn Dn iick. — Läßt man den Punkt ( ' sieh dem 
Punkte B unl)egrenzt naheru. so kommen aucli die Punkte Ii, li^, 
den Ptmkten Q, K., unendlich nahe. />C', QU, QiHx, Ä'jA'j, werden 
also Tangenten an die Umknisi- der Dreiecke AHD, PQi\, I\QjS^, 
K^K^K^. Die drei Punktgruj>pen II, T\ Q^, 11^, 7',; A',, A',, A'., fallen 
in je einen Punkt Q,Q^,K^ zusammen, von denen die Brocurd- 

schen Punkti- und A'^ der (j re be - Lern o i n esche Mininiuiiipiiukt iles 
Dreiecks sind. T', T'i, Kf^ sind die Schnittpunkte der homologen Seiten 
7^.S', Pj^», , K^ K^ mit den Tangenten in ^, , A,,. X, ) ,Z siiul iie 
Schnittpunkte der homologen Seiten PQ, i^iVi» ^^i^^' ^tfi>^i} ^^^i 
und der Tangenten in Q^, A\. 7>j füllt nach Ii und also K^K^ in 
die Tangente in B an den Umkreis von ABD. 

Von den sechs Kreisen werden der zweite, dritte und fünfte iden- 
tisch mit dem Brocardschen Kreise des Dreiecks; denn auf ihm liegen 
die Punkte Q^, M, A^, B^, und es ist 

(2r0' - (2r,)« - (2r.)»- r« (1 - tg«,) - l"'^'^,,,. - r«(l - Stg».). 

Der erste Kreis geht durch B, B, K^, P,, M, A^, X Sein Kadiua 
wird r. •= — = .> I , «dao so groß wie der Radius des gweUen 

» 2C08t 2COSOl' ® 

Lemoinesdien Kreises. Sein Durchmesser ist MKi. 

Der Radius des viert«*n Kreises hat dieselbe (iröße. Dieser Kreis 
ist symmetrisch zu dem erstm "m bezug auf MB und enthalt die 
Punkte B, S, t>^, K^, M, C\, Z Sein Durchmesfler ist MK^, wo 
auf der Tangente in £ an den Umkreis von ABD liegt. 

Der sechste Kreis ist der Träger der Punkte B^, M,B, T, 'Juh\,Z. 
Sein Durchmesser MK^, wo wieder auf der Tangente in B liegt» ist 

(2r.)« = f*(l - tgt*) + 2r» . tg«s . • 
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8. Dif Gauß-Lenioinesr/ic;/ Minnnntui>utikt> G und G, d^'r Virr- 
eckr ABCD und K^K^K^K^ sind identisdi. — Zum Beweise bestimme 
maii zunächst 

A,K, - f + ^if. • ctg«- , A^-i-AM.-dei-^- 

Sind nun 3fj^ , M^^ ^, 3/^.^ ^, M^^ ^ die Mitten der Seiten K^K%t 

KfKf, K^K^t •^4-^> '^•^i^k^^^a'^ 

= ^a:^: ^ - i («»8« + + A (i - .if i) 

- \ (ctg« -h ctg*) + - etg« + etgd; 

Da nun nach der schon erwähnten Arbeit des Verfassen im Archiv 

CtgffJf.C - CtgffjÄ: - ctg« + Gtgd 

ist, 80 müssen G und G^ auf der Verbindungsgeraden M _^ Mf.^ ^ lit j^en. 
Genau ebenso läßt sich zeigen, daß G und (^^ auf ^I^Mf. liegen. 

3, 4 

Demnach muß G ^ G^ sein, und die vier Geraden M^M^ , M^M^ , 
M^Mt , M^Mt schneiden sich, also in einem Punkte. 

' 'S, 4' • *4, 1 

Hieraus ergibt sich eine neue elegante Konslriddion drs Lemoine- 
schen Punktes G mü Hilfe des Ähn^dtlxiiswmkds s und des Vierecks 
Jlj ä', iCj K^, 

Nock eine andere Folgenmg laßt sich ans dem Vorhexgehendea 
liehen: 

Konstruiert man über den Seiten von K^K^K^K^ als Basen noch 
einmal gleichschenklipo Dreiecke nach itmen mit doni Basiswinkel f 
und zieht durch die Spitzen l'arallelen zu den zugehörigen Basen, so 
erhält man wieder ein dem ursprünglichen Viereck ähnliches Viereck 
K^K!,K!^K\, welches aber jetzt <lies«Un' La<^e hat wie A B(^D, und dessen 
Minimuni juinkt wieder mit G oder ^V, zusammenfällt. J)ie Vabindutigs- 
geraden JAj, BK„, ^ ^:$» -'^^Vj Schmiden sith (dso in G. 

0. Die Lemoineschen Pimlir G, (i\ d" der Viiieihr K K^K.K^, 
VQliS, PjQ^Jt^S^ liri/vn mit drni l^mkrrisniiflrljtHHkt M auf rinim 
Kreise, dcssni Durch mcsstr MG isl. Der Beweis soll ganz allgemein 
für je drei hoiiiolnire Punkte der genannten drei Vierecke und den 
Punkt M erbracht werden: Fällt man von Af auf PQ und Pj C>i die 
Lote MÄ', MA", so kiimi zunächst gezeigt werden, daü A^. A\ A" 
homologe Punkte der drei Vierecke sind. Da nämlich A^K\M(^^ ein 
Kreisviereck, so ist A"Q^M — A^K^ J/, also A A"Q^3I A^K^M 

und folgUch j^-g jyrn 
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dft <^ iTgJlf^} » A'^.i^ =- c. Nun ist aber cob £ das Ähnlichkeits- 
Terliiltiiia der Vierecke FiQiMiS^ und K^K^KgK^] mithin sind und 
A** homoluge Pmikto und ebeiiao und A'. Bft nun A^, Ä, A" auf 
einem Kreise mit dem Durchmeeser Ai M liegen, so gilt dies auch von 
drei beliebigen homol<^en Punkten E^, K, JE^\ Der zugehörige Kreis 
hat den Durchmesser MEi, wenn dem Vieieck K^K^K^K^^ entspricht 
Außerdem ist stete ^i:'\_ME^y also auch G'Gr*±MG, 

10. Die drei Lemoineschen Geraden der Vieredce K^K^K^K^, 
PQRS, PtQiIiyS^, d.h. die Polaren <far Lemoineschen Pititkte G, 
G', G" m hetttg auf dk ümkreiae der genmmtm Vieredce, sekmiden ekh 
in einem Punkte. — Auch hier llßt sich der Beweis für drei beliebige 
liomologe Oeraden der genannten Vierecke f&hren. Sohneiden sieh zwei 
homologe Qeraden von PQBS und PiQ^RiS^ in 27„ und sind P\ P* 
ihre Schnittpunkte mit PQ, Pi<J^, so ist VxP^^^ ~ und 
die pfeidbm Lote MIT, MIT' auf P'Ux, P^^^ BcUieBen mithin den- 

selben Winkel 2f ein, wie MA* und MA!*. Demnach ist = cos £, 

also gleich dem Ähnlichkeitsverhältnis der Vierecke l\(^^Tl^S^ und 
K^K^K^K^. Die Senkrechte in L\ auf ]\[L\ muß also honiolof/t- (Je- 
rade tür Jas Viereck K^K^K^K^ sein und ist demnach Taugente an 
den Kreis um Ml"J\lT. 

11. Eutfenmnri (hs Letnoiae!?«;heii I'nuhfts (i vi»n rmkretsmitteJ- 
punht M. — Zum Schluß soll noch der Durchmesser des durch 3/, G, Cr", 
G" gehenden Kreises, also die Entj'cnmtuj 0 M berechnet werden. 

Beachtet man, daß •;: G M^C (tM B ^ u,, -i: GMJ) = GM^C 
— r, und ctg m, = ctg « -j- ctg d, ctg r, == ctg « — ctg Ö, so erhält man 
aus den Dreiecken GM^M, GM^^M, GM^M, GM,M 

Jf« - flj + 1^ (1 4- ctg» - 2i».g. - flj + iij (1 + c%« vx) - 2p,q, 

- 9? + Pf a + - - flj + p;(l + ci«*»,) - 

wo die Größen />, und 7, die Lote von G und M auf die Seiten a. 
Cf d des Vierecks Ali CD bedeuten. Aus dem letzten System von 
Gleichungen folgt: 

AGM* - (1 4- ctg»« + c<g«d) ^1»; + 2t - 
+ 2ctg« ctg ö (>J - pl + p\ - p'j. 

Nun ist mit Kücksicht auf die Werte Ton ctg« und ctgd: 

1 + ctg»c + ctg*d - jg^,,(16 1^+ 2a* + 26*+2c*+2rf* - 4a»c»-46»<f«) 
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wo a*+6« + c« + <i«-«*, oc-6d-<». Da ^tl'^ pziTi*"^* ^ 
eriiSlt man die elegante Beoiehnng 

(1 + etg«« + ctgM) . ypl = 

Bildet man noch aus den Werten auf S. 331 des neunten Bandes 
dieses Archivs ^p,^,, bo wird 

Der Faktor von hd ist aber Null, denn sind die über a, 6, 

c, <2 stehenden Peripheriewinkel x, u, v, so ist 

aq^—bq^ + — ^ ^* (sin ^ cos i — sin m cos y -f sin v cos x — sin y cos u) 
— 2r* (sin (a? -|- «) — sin (» + y)) — 2r* (sin ^ — sin 9) — 0, 

wo (p der gegenüberliegende Schnittwinkel der Diagonalen AC und 
BD ist. DemfiBcli iat naeh S. 3S2 a. a. 0. 

woiana die nicht minder interessante BeKiehnug 

folgt Dnrch die gefundenen Beanltate verein&eht eich jetxt 4 GJIf* zn 

4 Ölr> = f«?» 4- vg; _ 2 ^i^^^ -h 2 ctg« ctg d 0^ - pl + i)J - i>l), 

oder, da \a* 4- — r* new^ 

46ril£» - 4r» - 2 V;>; + 2c^r« ctgd (p» -pj + - pp. 

Bedenkt man, daß '2r sin t«: — 7?/) = e und 2r sin d — — ^C, so 
läßt sich die letzte (iieichung auch schreiben: 

Aus fler Darstellung von durch ergibt sich auch für den 

Ahnlichkeitswinkel t eine neue Form 

(1 + ctg» « + ctg«*) 2:11« 

> 

die fOr das AarmoiMBeAe EreisTieieck wegen 

1 + ctg*« + ctg*d «- ctg*c 
die Oestalt p 

annimmt. 

Homburg d. Höhe, den 20. Dezember 1905. 
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Über zweifache Flächenpankte. 

Von Otto Bikbmank in Brünn. 

Im folgendes eoUeii analytische Eemiseicheii der TenoluedeBeii zwet- 
ftcheii nngnlixen Punkte Ton FlSohen nnteneliiedeii werden, wenn die 
Fliehen ParametndftrBMlungen erfahren haben, wobei allerdings die 
biplanaren imd gewisse isolierte Pnnkto nieht ab singolSre Punkte in 
Srseheinang treten werden, sowie bei ebenen Eurren, denn zwei Pnnkt- 
koordinatcn mit Hilfe eines Parameters dargestellt sind, der gewöhn- 
Uehe Doppdpnnkt und der isoUerto Punkt nicht als singnlftre Kurven- 
punkte auftreten.*) 

Hat eine in gewöhnlichen rechtwinkligen Punktkoordinaten x, y, g 
ilurch eine Gleichung f (x, #) *- 0 dargestellte Flache in dem (reellen) 
Punkte {XffffB) eine bestimmte Tangentenebene mit der Gleichung 

/;(i-^)+/;('3-y)+r,(e~*)-o, 

wo f,,fy,t, tiiti partiellen Ableitungen von /' nach Xjy,z bedeuten, die 
bestehen sollen, so heißt er ein rexfulärfr Pimlct; doch wenn an der 
St<'lle (.r,y,z) die partiellen Ahlfituiiixon verschwitulon, also alle Koeffi- 
zienten in der rileieliuntj der Tangeutenebene null sind, und wenn die 
Stellung der Tangentenebene, die man <iaun, wenn z als die abhängige 
Variable eingeführt wird, bekanntlich mit Hille der Gleichungen 

ermittdi^ dort unbestimmt ist^ so heißt der Punkt ein gingtUarer Punld^ 
und ein gweifßdier akiguUkrer Punkt beißt er dann, wenn wohl die 
drei ersten, aber nieht aUe zweiten Ableitungen von f in ihm rer- 

schwinden. 

Wenn man die Fläche mit Hilfe zweier Parameter in der Form 
darstellt: 

wo etwa 9> und % ^ willkürlich gewählte (reelle) Funktionen, aber t 
als die durch die Gleichung /* 0 als bestimmt zu denkende Funktion 
fBr M betrachtet werde, so kann Terschiedenen Wertepaaren für die 



1) Sehsffert, ,^wenduDg der Daffsmitial- und integtalxeohniiiig auf Geo- 
mtM*. Bd. I, p. 79. 
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Parameter, i. B. den nm Wertepaaren {u^, v^) und (u,, t-^) derselbe 
Flächenpunkt {x^, y^, e^) zugehören, das beißt 

9K>«'i)-9>(«t>^t) = ^*'> 
Z(«<i>«'i)-X(«i,fi) -y* 

sein. Bann gehen durch denselben Flächenpunkt (x^, y^, ifi) mehrere, in 
nnserem Falle zwei Zweige hindurch, die aus den den Umgehangen 
Yon bezw, (mj, Vg) zugehörigen Fläeheupunkten (x, ff, z) be- 

stehen, und jedem Zweige kommt in (pfifft, i^) eine besondere Tangenten- 
ebene sq: 

Diesem Vorkommnis entsprieht der sogenannte lipkmare od«r aber 
ein isaUerter Punkt, je nacbdem die den genannten Umgebungen Ton 
(«1, P}) und V() zukommenden Stellen reell oder komplex sind. 

Die Gleichung der Tangentenebene in dem dem Wertepaare tc, 9 
sugehdrenden regulären Punkte (x, y, #) lantet bei Gebraneh der Psr»- 
meterdantellnng 

I-« t-' 

9u Xu -0, 

wo die Elemente der sweiteu und dritten Zeile dieser Determinante die 
Ableitui^fln Ton % tß if nach «, bezw. f bezeichnen. 

Diese Gleichung der Tangentenebene wird nur dann unbestimmt^ 
wenn gleichzeitig die Unterdeterminanten der Elemente der ersten Zeile 
verschwinden, warn also 

, Vn %u 

isi Doeh wenn umgekehrt diese Gleichungen bestehen, so muß die 
Tangentenebene durdians noch nicht unbestimmt sein. 

So hat man es z. B. in den Polen der durch folgende Glddiungen 

X a cos u aiuv, y ^ a sin u sin js^ a cos t; 

dargestellten Kugelflache mit zwei „uneigentUchen" singulSren Punkten 
zu tun, wo bestimmte Tangentenebenen existieren. 

Der zweiftdie sing^ulare Flächenpunkt ist somit durch daa Bestehen 
zweier der Gleichungen {a) und durch die Unbestimmtheit der Tangenten- 
ebene charakterisiert Dodi wenn zweien Wertepaaren («•i.D, die 
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den Gleichungen l a) genügen, derselbe Punkt (x^y'^jZ^) entspricht^ so 
jft «r «n derartiger singularer Ponk^ in dem die an ihn herantratm- 
den oder dofeli ihn hindurchgehenden FlSchenzweige eine gemeinsame 
Tangentenebene besitsen, denn es ist nicht nnr 

sondern, wegen der Werte für diese Koeffizienten, sogar 

^ — 0, B, — 0, C, = 0, «oiA. 

Die Fläche erfährt darnach in z^j eine Mückkehr oder eine 

üelbsthfrühru tu/. 

Beachtet man iiuii, daß durch die Darstellungen von x, y, z als 
Funktionen von n und r die Funktion /' als eine auf der Fläche 
identisch verschwindende Funktion anzusehen ist und daher das totale 
Differential df ^ f.du -\- f,di,, 

wie anoh die Ableitongen nnd daedbet ▼erechwinden, so ergibt 
sidi darom, weil 

dx cx '* V« 

dy dy lu 

ist nnd die Funktionen nebst /*, nur in den singulären FlSdben- 
punkten null sind, daß in diesen auch 9. und 9, sowie %^ und %^ (^eich- 
zeitig Terschwinden müssen; jedoch von ^„ und kann man nicht 
mehr aussagen, als daß das Verhältnis dieser Größen an einer singu- 
laren Stelle dieselben Werte annehmen mOsse, wie das Verhältnis der 
dort verschwindenden Funktionen g)„ und (p^ oder Xr' 

Dieselbe Eigenschaft ist offenbar auch von den Ableitungen irgend 
zweier der drei Funktionen 9, % und ^ auszusprechen, d. h. es sind 
m einem singulärm Punkte gewiß »ufd der drei Crrößenpaare (9.» 
(Xm> Xr) "nd (ilf^y t^) nall. 

Will man die früheren Aussagen über die Unbestimmtheit von 

üi den singuliren Punkten auf Gleichungen in 11 und v Ober- 
tragen, so hat man zu beachten, daß 

I dx dy 1 
isl^ nnd daß daher statt der Gleichungen 
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jetrt die folgende zu behandeln sind: 

r dt 



Ty 

dt 




1 



wobei aber die Ableitungen von # nach x und y zu e^nn sind: • 



Man nimmt nun wahr, daß das VerhSltnia dieser Ableitungea in 
einem singnlSren Punkte, sowie sneh das reziproke Yerhiltnis in der 
Form f erscheint, so daft die Zihler und zufolge deren Beschaffenheit 
auch der gemeinsune Nenner Terschwinden mflssen. 

Wir gelangod also neuerdings zu den froheren Kennzeichen der 
singulben Punkte; es müssen daseSbst die drei Besidimi^ gdten: 

von denen jede eine Folge der beiden anderen ist. 

Die zweifachen sint^ulären Punkte sind außer «len bisherigen noch- 
mals der isoliert f Punkt, der hntisrhc Knotenpunkt f das Dornende und 
das tjemeinsame Ende de.s Doppcldornes} ) 

Auf die letzten drei Gattungen zweifacher singulUrer Punkte gehen 
wir nun ein. 

Zweifache Knotenpunkie sind dadurch dumMkterisiert, daß in ihnen 
die ersten Ahleihmgen der drei FunkHanen 9, x xmd p nadi u tmd v 
gleiekteUiy versehwindm. 

In der Tat, wenn in einem zweifachen singulären Punkte 00^ Tan- 
genten an die Fliehe zu legen sind, und diese, wie es jetzt sein mufi, 
einen Tangentialkegel zweiter Ordnung konstituieren, dessen Spitze in 
den singulSzen Punkt filli^ und dessen Erzeugende die Flächentangenten 
bilden, so heifit die Gleichung des Tangentislkegels folgendermafien*): 
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in der naturgemiB « und v rertauscht werden können. 

1) Biermauu, „über die zweifachen Flächenpunkie", Archiv fOr lf»th., 
dritte Reihe Y, p. »S. 

t) Sebef fers , L 0. Bd. II, p. SS. 
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Wenn aber umgekehrt ein solcher Tangentialkegel Torliegt, so 
mufi die eiu^eine Tangente durch die üleichuugou definiert sein: 

oder durch 

wo der Parameter r mit t durch die Relation zusammenh&ugt t {^^^''^ * 
und wo » » ~ isi 

du 

Das aber ist l)ei den Zuwächsen du, dr von gleicher Ordnung 
und bei Vernachlässigung von Gliedern von höherer als der zweiten 
Dimension nur mit deu \ eränd^rungeu vereinbar: 

Hiennit ist enichÜieh, daß in einem zweifachen konischen Knoten- 
punkte, wo 88 einen TaDgentialk^;el zweiter Ordnung gibt, die ersten 
Ableitungen der Funktionen <p, Xy t nach u und v wirklich verschwinden. 

Nun aollen auch das Dornende und das gemeinsame Ende eines 
Doppeldomes, d. h. diejenigen Fläohenpnnkte analytisch gekennzeichnet 
werden, durch die erstens 00^ Ebenen so zu legen sind, daß die Schnitt- 
korren mit der gegebenen Flache in ihm einen isolierten Punkt be- 
sitzen, und zweitens auch oo^ Ebenen, deren Schnittkurven in dem 
singulären Flächenpunkte einen Rackkehr-, bezw. dnen S^bstberühronga- 
pankt haben. 

Wir beachten, dafl also in diesen Punkten eine einzig^ durch den 
Wert Ton ^ oder * bestimmte Fortsehreitongsriehtong existiert Die 
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Tangfüte und ihre Projektionen werden somit Ton -^^ oder von x un- 
abhängig sein. Die Gleichungen der Tangente in dem Domende oder 
in dem gemeiiimmen Ende des Doppeldoznes werden alm folgender» 
maflen lauten: 

oder 

Das Dornende und das gemeinsame Ende des Doppeldornes ist 
somit neben den Bedingungen 

durch die folgenden ausgezeiclinet: 

9m.-V«-0 oder 9,,-y^,-0, 

In jedem anderen Falle einea awei&ehen nngolSren Punktee, ab 
den bisher behandelten, ist der Punkt ein isolierter, der aber nidi<^ wie 
frflber, der Beachtong sich entsieben kann, ^as nach Früherem ver- 
stindlich ist 

Zur Charakterisierung des swei£Mshen singnlaxen Punktes sei noch 
bemerkt, daß zufolge der Darstellungen der drei zweiten Ableitungen 
von z naeh x und y durch die von fp, % und ^ nach « und v der drei- 
fache singulare Punkt gewiß durch drei Relationen zwischen Ableitungen 

zweiter Ordnung zu charakterisieren ist, und endlich sei auch hervor- 
gehohen, daß die getroffene Einteilung der zweifachen singulären Punkte 
aufhören kann, sachgemiß zu sdn, wenn die Glieder höherer als der 
zweiten Dimension gegenüber diei^en in der Umgehung der singulären 
Stelle von hervorragendem Werte sind, was bei besonderer Lage der 
Flache gegenüber den Koordinateneben«! der Fall sein kann. 

Brünn, September 1906. 



Digitized by Google 



E. Pkni: Em SkU Aber Tieleek«. 



89 



£m Satz über Vielecke/) 

Von IL Pbtb in Prag. 

Es seien A^, A^^ . . , n Punkte einer Ebene (m> 1). Verbindet 
man geradlinig Ay^ mit Ä^^ A^ mit A^, • • • mit A^^ so entsteht eine 
gebrochene geschlossene Linie ^ welche wir ein Vieleck nennen wollen. 
Dabei können jeue n Punkte ganz bdiebig gevrittdt werden, nvr sollen 
alle II Punkte nicht in einen sosammenüdlen. 

Es seimi femer a^, a,, . . . a^_| Terschiedene Winkel, welche ohne 
BOckiicht anf die Reihenfolge den Winkeln 

\-tn 2 '8« (n— l)*23r 

— j — . f • • ' 

« A n 

gleich sind. Man konstruiere auf den Seiten eines Vieleckes AyA^...A^ 
als Ghundliniok gleichschenklige Dreiecke AiA\A^t A^A\A^t . . . A^AiA^ , 
so daß _ _ 

(1) A^AJ^ " I " A^A^f . , . A lt A m " AXA^^ 

und daß anBerdem 

(2) <^ A,A\A.^ = A,.^A, ^ r AUU, = a,.») 

Dann bestimmen die Punkte A\, AI, . . . Äi ein neues Vieleck 
A[ A\ . . . Ä\. Auf den Seiten dieses Vieleckes konstruiere man genau 
so wie vorher wieder gleichscheukelige Dreiecke, indem man nur statt 
des Winkels n^ den Winkel benutzt und die Hezeichnung entsprechend 
wählt; dann erhält man ein drittes Vieleck . 1; . i^, . . . .If. Indem man 
80 fortfährt und zu Konstruktionen alle Wmkt'l a^y ■ w^ch- 

einander benutzt, entstehen im ganzen m — 1 neue Vielecke. 

£s gilt dann folfrender Satz: A/.v letzte von iUk^i-» Vifleckm 
. . . reduziert sich auf einen Punlf, <l(is vurlctzte 

A\~* Al~^ . . . A^~^ ist ein reguläres Vieleck oder {im speziellen Falle) 
CMdl ein Funk f. 

Dabei ist es nutwendig, den Begriff eines regulären Vielecks ein 
wenig za erweitem. Unter einem regulären Sechsecke z. B. wollen wir 
nicht nur ein gewöhnliches reguläres Sechseck (oder erentnell ein 
reguläres Stempolygon) rerstehen, sondern anch die geschlossenen ge- 
brochenen Linien A^ A^ A^A^ yl^ , L\ B^ B^B^j wo ^ , A^ , A^ 
die Endpunkte eines regulären Dreiecks und B^, 7i, zwei beliebige 
Punkte (Eckpunkte eines r^püaren Zweiecks) sind. 

1) ÄU8 Tasopis 34. 106—172, 1905 mitgeteilt. 

2) Die Winkel AiÄ{Äf etc. immer in positiver Richtung gemeraen. 
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so i'«Tu: 

Der angeführte S»ts Mi noh einfiMsh auf Grund der geometrisehen 
DanteUnngen komplexer Zahlen beweiaen. Ich benfitae dabei die be- 
kannte Beaeichnung: 

^ÄA'] = (x' + i\v ') — (x + iy) = a (cos ^ + i sin ^ j , 

wo die Zahlen x' -f <//', x + iy den Punkten A', A entspreoht n und 
wo a die Länge der geraden Verbindungslinie dieser Punkte bezeichnet 
und (p den Winkel, welchen AÄ' mit der ^X-Achse einschließt Es ist 
identisch 

(3) {AB\ - [^CJ + [CB\, \AB\ + [BC\ + \CD\ -f • • • + {LA\ « 0. 

Die oben erwähnten Dreiecke A\J^A^, AgA\Agy . . . aind Ihnlichy 
and es gOt den Gleichungen (1), (2) infolge znerat 

und 

1-1. ^1 l-u--i,J * 

Darana eigibi sich durch Addition, leap. Division für die Zahlen 
* + l = 

Aua (ß)f (ö) und (ö') achließt man weiter: 

[A\A\] = [A\A,] 4- \A,A\-] - f*[^, J,] -f - 

und ebenso [^{-4^ - ^^^^JP^^'^'^*^, uaw. 

Genau ao gewinnt man die Auadrflcke ftlr [^{^], [Jl|^^J, . . . 
Fflr [A\Al\ erhalt man a. B. 

- ''1^' ^^-7^-14);:; [j'i^ W^-^.l , - cos + I sin a, . 
Durch vollständige Induktion folgt eiidlieli: 

l-x'i\- (*i-l)(«,-l)---(t*~l) ' 

WO die Zahlen p^^, p^^, . . . durch folgende fftr jedea x geltende Be> 
aiehungen bestimmt aind: 

i f, — x)(«j — ar) . . . (fjt — a;) j^^^ + /^^^x p^^x^ -\ 

Setzt man k = n — 1, so ist 
(«j - x)(tt -X)'" (e,„, - - (- 1)"-^! + + »• + ••• + ir—»]; 
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denn <|, <«.t Bind alle Wunelu der Gleichung 

«—1 • III 

£b ist also Pi,.i— — • • • — — (— 1)""* «nd 

Dadnrcli ist bewiesen, daß alle n Punkte Ai'\ Ay '^, ... A'y^ in 
einen zusammenfallen. Daß das vorletzte Vieleck - - 

ein r^piläres ist, wird sogleich klar, wenn man bedenkt, auf welche 
Weise jedes folgende Vieleck aus dem TOrhergebeuden entstanden ist. 
Der betrefiende analytische Ausdruck 

n . c^r*^-*] — [A^J - *i-t[^AJ 

fthrt sof^eieh m demselben Schlüsse. 

Der bewiesene Sata erlaubt uns die Tielecke in besug auf ihre 
gewissen spesieUen Eigenschaften in Klassen eiosuteilen. Beaeichnen 
wir SU diesem Zwecke die konskruktiTe Opeimtion, durch welche man 
Tom Yidecke A^A^ • • • -^n dem Vielecke A\Al . . . ^ gelangt, mit 

und die folgenden analogen Operationen der Reihe nach mit 
i2|,...52,_^ . Dann ist sofort klar, daß die Operationen 
Tertauscbbar sind, daß also — St^Sl^ . Man findet dann leicht 
folgende Klassen der n-Ecke: 

a) n — 1 Klassen der n-Ecke, welche dadurch charakterisiert sind 
daß nur eine bestimmte Operation Sl notwendig is^ um zu einem Paukt 
SU gelangen. (Alle diese n-Ecke sind rcc^nilär). 

h) ^n(n — 1) Klassen der n-Ecke, bei denen zwei verschiedene Ope- 
rationen Sl nacheinander notwendig sind, um zu einem Punkte zu gelangen. 

Die letzte Klasse umfaßt dann alle r/-Ecke, bei welchen man 
aUe n — 1 Operationen in beliebiger üeihenfolge durchführen muß, um 
zu einem Punkte /.u gelangen. 

Im ganzen gibt es also 2"~' — 1 verschiedene Klassen vmi ??-Kcken. 

Der Punkt, von weichem im \ orhergehenden die Rede ist, ist der 
Schwerpunkt der Eckpunkte (Ics betreffenden //-Eckes. 

Dieser Punkt »S' besitzt außerdem noch folgende interessante Eigen- 
schaft. Fügt man die Vektoren SA^, SA^, • • ■ ^A^^ der Reihe nach 
aneinander, so erhält man ein neues Vieleck T{^B.,B^ . . li^y welches 
mit dem Vieleck A^A^...A„ zu derselben Klasse gehört. 

Die Beweise dieser Sätze mit Hilfe der oben benutzten Methode 
sind leicht. 

Prag, 10. Oktober lyoö. 
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EnwT Fucub: 



Über den Hadamardschen DetermiaanteiiBAtz. 

Von £bn8t Fischer in Brünn. 

Behaft BeBtimmuiig des Maximalwertes, welchen der absolute Be- 
trag einer Determüiuite wten Grades erreichen kann, wenn ihre n* Mb- 
me&te so Tariieren, daß ihre absoluteii Betröge nie die Einheit 
flbersteigen, hat Hadamard') einoi DeterminantensstK aufgestdlt^ der 
so ausgesprochen werden kann: 

I. Wenn eine quadratische Matrix (a^^) sich dnrch zeilenweise 
Komposition einer quadratischen oder rechteckigen Matrix (uj) mit 
der konjugiert komplexen (üj erzeugen läßt^ d. h. wenn 

(i, /. = 1, 2, . . . ist und m^, die zu u^^ konju<j^iert komplexe Größe 
bedeutet, dann besteht die Determinautenungleichung: 

und zwar gilt das Zeichen nur dann, wenn entweder alle für 
i^ k versoihwinden oder eines der a^f Tersehwindet (d. h. »,1 
f#,jr-0). 

Um diesen Satz zu beweisen, entwickelt Hadaniard den folgenden 
sohärferen Satz, aus welchem der erste sofort folgt: 

IL Unter derselben Voraussetzung besteht die Ungleichung: 

«11 «M ^ (-^ «11 • • • ; 

und zwar ^ilt das Zeichen = nur, wenn entweder öj,, = «j^, = 

«„_,„ 0 oder wenn eine der Größen ^± ''u %i " ' ' '**-iii-i 

verschwindet. 

Wirtinger-) hat .den Hudamard sehen Satz kürzlich mit DiÜe- 
rentialrechnung bewiesen. Ich möchte nun zunächst zeigen, daß auch 
der ;ilgf'l)raische Beweis au Durchsichtigkeit nichts zu Avünschen ilbrig 
läßt, sobald man nur erst gewahr wird, daß der entscheidende Be- 



1} Hadamard, Boll. sc. math. 1893 (wiedergegeben iu FaBcala Determi- 
Bsnlinbnoh § 6S). 

t) Wirtin ger, Mooatsh. f. Math. u. Phya. 1907. 
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weisgrund unmittelbar der elementaren Theorie der positiv definiten 
Herrn ite sehen Formen entnommen werden kann. Sodann möchte ich 
«ine Verallgemeinerung des Satzes mitteilen (Satz III) und achliefilich 
ein Beispiel aus der Integralrechnvnig anführen. 

!• Sind komplexe Konstanten, x^ komplexe Variable und £f 

m 

der konjugiert komplexe Wert sa Xf, so will ieb ^ Xf (in An- 

lehnung an Hilbert) eine Hermitesche Form nennen und, da die 
Werte der x- durch die der schon mitbestimmt sind, mit /* (u;^, ••• u j 
-« /■ (x) = f\ (x) bezeichnen. 

Diinut f (x) bei beliebig variierenden Xi, ■ x^ stets reell bleibe, 
ist notwendig und hinreichend, daß allgemein und zu einand»M- 
konjugiert komplex sind, insbesondere die reell. Die Determinante 
^ ± ^11 ^ ' " * solehen „ceeUea Hermite sehen 

Form" ist eteti reell 

Unter diesen Formen heben wir die „niditDegntiTen" kerror, d. t. 
diejenigen, deren Werte bei bdiebig Tariimnden x^,'"X^ tteto ^ 0 
bleiben. Ihre Determinanten A sind ^ 0. Man nnterscheidet sie in 
positiv definite and semidefinite, je nachdem / — 0 nnr ftr o^i i- • - • -> 
— 0 oder auch noch Iftr andere Wertsysteme statthat; im ersten 
Falle ist > 0, im sireiten ^ — 0. Damit eine reelle Hermite sehe 
Form poaitiT definit soi, ist notwendig und hinreiehend, dafi 

A^>0, il,>0,. •4,>0. 

Beeile Hermitesdie Formen mit leeUen Koeffisienten sind dnroh 
^tk^^t charakterisiert; damit sie niehtnegatiT, biw. poeiÜT definit^ 
l»w. nichtnegaÜT semidefinit seien, ist notwendig und hinreichend, daß 

die quadratischen Formen ^ reeller x^f'-'X^ das entsprechende 

i 

Verhalten zeigen. 

Die Fonn 2: -"^^ -^^ = ^- i^) - ^(^) 1»«^* die «u f (x) - 
f{x) a^nngierte Hermitesche Fonn, and man hati 

i^t •••«1. «i 

(2; FW-i-a«)-- ^ ^ 

Vermöge der Trausformütion : 



(3) 



▲rehiT «Im AUihamAtik und Vtj*ik Ul. b«IUe. XIII. 
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wild: 

Wcmi dabcr ((t) pomtiT ddinit isty «o üt Fix) ebcnfidls ponÜT 
dcfinit 

Der Hsd»mftrd«de 8ats hudelt Ton dogmiigai «ludnÜscheB 
3fairioes (a^X weldie rieh dmch da Annts (1) craengoi Imml Die 
Oemntbeti dieter M^trioes liftk rieh aber ia eiidiieher Wrise chankte- 
Da nSmUeh 



ta iat f ix) ^ ^ a-^ Xf X,^ eine nichln^gatiTe Hermiteeehe Fonn. Um* 

'gekehrt läßt sich jede iii<htnegative Hermitesche Form iii die (t©- 
atalt ( ä i bringen (sogar mit N < n), ihre Matrix (a^ij läßt also die 
Erzeugung 1 1 ) zu. 

Da Überdies der Fall einer semidetiniteu Form sofort zu über- 
sehen ist, sind die Sätze I, II ihrem weeentlichen Inhalte nach iden- 
tisch mit den folgenden: 

Ia. Für jede positiv detinite üermitesche Fonn/\a;)= ^Gau:^^,. 

i 

irii 2±. ^is * " ^ ^1 ^ " * **wmf ^""^ ^ Zeichen — gilt nnr, 
wenn alle flir » + Tcnehwinden. 

IIa. Pfir jede poritir definite Herrn iteadie Form f (o?) — 

x< ist ^± a„a„ • • • a„ ^ CS" i o^a„ • • • a^, ..j) • a^, und 

t 

das Zriehen — gilt nur, wenn <h»^^m^ * " ^ '■b«« • ~ ^* 

8. Erster Beweis ffir IIa. — Es ist m le^en, daB f&r eine 
positiv definite (x) stets Ä^^t ^«n -^ü ^ ^ ^ ™^ ^ Zridien — 
nur Är Oj^ — 1^, — • • • — a,_,, — 0 gilt Da aber nach (2) 

ist, so fragt es sich lediglich, ob F„_^ (x) positiv definit ist. Dies ist 
aber in der Tat der Fall, da f^_i (x) positiv definit ist 

4. Zweiter Beweis far IIa. — Statt nur naehsaweiara, daß 
< a,,, kann man ein übriges ton und -j— sdbst eine Bedeutung 

•( — 1 n — ! 

beilegen. Da nämlich /^.j (x) positiv delinit ist, zeigt die ,,Mittel- 
pcmktstransiormation'' 
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worin aus «,401 + h + «,a ^ = " ') 

zu berechnen sind, daß /„ (^t, ' ' '» ^»-1» 1) ^'^ Minimum erreicht 
für = «1, ■ • • — und nur für dieses Wertsystem, und daß 

iime» Minimiiin /*, («ej, • • • 1) — ist Aug dieser Bedeutung 

A A 
von -r-'- ernellt nun insbesondere, daß ^ (0,0, • • • 0, l)-"a^ 

ohd daSf&r dieOllUigkeitdesQIeidiHeitsittclieiii ct| — fl%<-«<>«a^i— 0 
erfiotderiieh ist; d. h. »b«r a^, — > • . — — 0, wie aus der Beneh- 
trang der « oder direkt aus der IdentttSt (7) eniehtlieh ist 

5« Bemerk nngeiL — a) Wirtinger hat bemerkt, daft Sats I 
ftr redle u^, die geometrisehe Bedentong haf^ dafi im ^-dimenrionalen 
Bamm das Yolnmen VoL (1, 2, • • • ») des Fkrallelotope, welehes n 
Vektoren tij, • • ■ zu Kanten hat, im allgemeinen kleiner ist als das 
Produkt der Eantenlangen, und nur dann diesem gleich, wenn je zwei der 
Kanten anleinander senkrecht stehen, oder aber eine Kante die Länge 0 hat 
In dieser geometrischen Deutung kommt unser sweiter Beweis ftr 11% 

hinaus auf q^^^^^. =~ Höhe < entspr. Kante. 

Denn f'Jx^,...i\ ist dtfs Qua<irat des Abstände« /wischen dem 
Punkte mit den Koordinaten u^, und dem Punkte mit den Koordinaten 
— ^iMi, j:„_i 

h) Unsere beiden l^eweise für IIa liän^eii in der Weise zusammen, 
daß für — • • • =■ x^_^ = 0, a;^ = 1 aus ) wird: 

was Ton (6) nieht Tertchieden ist. Durch die Tranif<nmation (S) wird 

nämlich f^^^ix — ««J — , und ftr — • • • — i ■= 0, a; — 1 

wird t/i - y„ - ^/ , 

(•) Hadauiiirds Beweis für II kommt in der Sprache der Formen- 
theorie auf Folgendes hinaus. Wird J,, von (> verschieden an3;enommeu, 
so zeij^t das Multiplikationstheorem für rechteckit^e Matru es (h, i. («\J 
unmittelbar, daß J, > <». > 0, --!„_,> 0. Aus die8»ni Heiationen 
allein folgt ja aber sciion der positiv detiniti' ("harakter von J'\_^(x). 
Diesen Schluß fühj*t lladamurd aus durch sukzessive Anwendung der 
Kekursionsforniel : 



9* 



A ~ A * Ä yA ^ 
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wo 

«11 ■ ■ ■ <hm-i ifi : 

gesetzt ist und Y„ die zu konjugiert komplexe Größe bezeichnet; 
dieso Formel ist nichts anderes als die durch (3) transformierte „Miitel- 
punktstransfurmation'' (7). Mit anderen Worten, Hadamard bedienfc 
sich der Jaco bischen Transformation: 

-arr - "Ä" + ^ + ■ ■ ■ + .^i^sr:;' 

um den positiv definiten ("hanikter von F,__^tx} darzutun. 
6. Der Satz IIa geetatfcet folgende VeraUgemeiiieniiig: 

III. Für jede posUiv definite Herrn itesdie Form f{x) '^Sa^i^x^x^ gilt: 

1 

(8) ^± a,i . . . a^, ^ {2± a„ ■ ■ ■ a^^ ■ ± a^^^^^, . . . a„) 

^^f^l,^i,..,n — l)f und gwar giU das CHeMieUstMm nm äatm, 
wem aUe a^^ für i' — 1, . . . ^; q + 1,, . .n versehwmdm. 

Beweis, Aus dm ZaUea 1,3,...« Uwten rioli 



1 • 2 . . . f 



C) 



Kombioationen su je p Terschiedenen bilden; dieee v Kombinationen 
mfigen irgendwie numeriert werden, naehdem in jeder die BeiheDjfolge 
der Zahlen irgendwie fixiert ist Wenn aß..,e die *** und afl^...e' 
die i"** Kombination ist^ so werde 



. . . a. 



gesetst, und die zu dieser Determinante p** Ordnung komplementire 
Detsrminaate (n — p)**' Ordnung, d. i. diejenige, welche in der Entwiek- 
long der Determinante Ä (aneh dem Voneiehen naeh) mit Bf^ mnlti- 
pliaert erscheint^ mit Cff beoeiehnei 

leb behaupte nun zun&chst, daß die Herrn ite sehe Form von p 

Variablen G{x) ^^BffXfXf positiv definit ist Da nämlich f(x) aU 

positiv definit vorauagesetxt wird, kann man ihre Matrix (a^J durch 
den Ansatz (1) erzeugen und dabei N-^n nehmen. Setzt msn nun 
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F^^==^ X Uaa-^,ii- • bezeichnet mit V^f. die zu F^^, kouju- 

giert komplexe Größe, so wird 



d. h. die M»tarix (2^,) ÜBt die sn (1) analoge Eneogong tu, und Q(x) 
Ist daher eine niehtnegetiTe Fonn. Und xwar ist sie, worauf ee engen- 
blieklich ebor nicht ankommt, positir definit, weil ihre Determinante 
alt Potenz toa ä nieht Tenehwindet. 

Wendet man nnnmehr auf G(x) den Sats Ua an, ao entsteht: 

^± B,,B„ ...B,,^ (2± B,,B^ . . B,_, B,, 

oder wegm 

da A positiv ist, 

Ä^B,J\^. 

Ist nun die Nomeriening der Kombinationen so gewählt, daß die 
V** lautet 1 2 . . . p, so ist dies die za beweisende Ungleichung tH). 
Die QcUtigkeit des Gleichheitszeichens erfordert nach IIa, daß 
i^i, — . . . jB,_i , — 0, d. i. ^±«.,10^,... ^ Kombi- 
nationen uß . . . f außer der einen 1 2 . . . p. Dann muß aber iden- 
tisch in Xi,Xff...x^ sein 



«II 



Mithin hat man /''^,(«, 



— U für / = p -f 1, p -f 2, . . . n. 



0; al.so a,. 



U. 



a. 



0, wenn 



man von dem Umstainie Gebrauch macht, daß positiv definit. 

Will man dies vermeiden, ho setze mau x\ a 



11» 



X.. = und sub- 



trahiere die letzte Spalte von der ersten: dies gibt rt<i = 0, also aj^ = 0, 
und ähnlich ergibt sich a^^ == 0, . . . a^. = 0. 

T. Die Ungleichung (H) gilt ersichtlich auch für semideiinite 
Formen. In die u^^ zurückübersetzt, lautet sie: 

l(«J(«JI< (S.X«ji-) -Kv)!«,*)' 

mit i— 1,2, ...I»; p — 1,2, ... </ = (»4-l,p + 2,...n; s=l,2,...iV, 
wobei die Matrices leilenweise zu komponieren sind. Die Bedingung 
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EufST FucHU: 



für das mntreten des Qleichheüneiclieiis ist Termdge III laicht aiini< 
geben. Die geametria^ Beämkmg fUr dm FaU rmäer u,, lamid: 



Vol (1, 2, . . . «) <: Vol. (1, 2, . . . ^) • VoL + 1, ^ + 2, . . . n), 



worin das Gleiehheitsseioben nnr dann gilt, wenn jeder der Vektoren 
tti, . . . anf jedem der Vektoren «^^}, senkreeht eteht^ oder 
aber entweder die Ydctoren Ugf...u^ unter rieh oder die Vektoren 
^f+u unter eich linear abhSngig Bind. 

8. Amffmdumg. Sind Ui(s), . . . «,(9) reelle oder koinplexe, im end- 
liehen Interralle a^s^h atetige Funktionen einer atetigen reellen 
Variablen 5, nnd beaeichnet üfy) die koigogiert komplexe GrSBe an 
Uf{8), ao iii, wenn 



geaetst wird, die Hermiteaehe Form fi^)^2^ik^i^* niohtnegatiTy 
weil man hat: 



A») - / («lOai + • • • + ••,(«)arJ(Äif«)^i + • • • + UJß)£^ds. 
Folglich iat nach Sata la 



nnd zwar gilt das Zeichen » nur dann, wenn entweder alle 



für i=^kf oder wenigstens eine der Funktionen ti^s) identiach Ter- 
sdiwindei Und entsprechende aehSifere Un|^chnngsn resultieren aua 
IIa und m. 

Die Analogie mit Sata I habe ich durch die Wahl der Bnehataben 
ersichtlich zu machen geanoht. Man kdnnte aber auch die Fourier- 
sehen Eonstanten der «^(s) einfuhren und rie mit «|« beieichnen; dann 
wfirde man unmittelbar Satz I fllr » oo erhalten; hierin liegt auch 
ein Beweia des gegenwSrtigen Resultats. 




n 




0 
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Statt stetiger Funktionen könnte man allgemeiner solche nehmen, 
deren reelle und imaginäre Teile samt ihren Quadraten im Lebesgue- 
«oben Sinne integrabel sind. Kor Uiniet dian die Bedingung fQr da« 

Oleichheitsniehen ehras anders, da f Uf(8)üf{8)ds^0 jelst nur be- 

deutet, daß u^(s) 0 för alle s mit eventaeller Ausnahme einer Menge 

Yom Lebesgu eschen Inhalt 0. 

9. Attfutfuj. Es sei mir gestattet bei dieser Gelegenheit auch den 
Umstand, daß die Determinante einer nichtnegativen Hermiteschen 
Form ^0 ist , auf die Form f{x) des vorigen Artikels anzuwenden. 
Man hat also stete: 

! 6 6 



(9; r«. 1^0. 



6 



Dies erhellt Übrigens auch aus der Umformung dieser Determinante in 

• • • «i(0 ■ ■ ■ 



r.t n 

♦/ •/ u. 



welche dem Multi])likation8theorem für rcc^iiteckige Matrices aiuilog 
ist. und gibt für n « 2 im Kalle reeller Funktionen die Schwarzsehe 
Ungleichung 

( J u^{s)Ut{s)d6 \ £j (ui(s))«rfs • / (u,w/rfs. 

Femer aber frilt das Gleichheitszeichen in (9) nur dann, wenn 
fix) semidefinit ist, wenn es also Werte XifXjff...x^ gibt^ die nicht sämt- 
lich verschwinden, und für welche 

ft 

J + • • • H- J?,»,{«))(*iÄi(^> H + X,Ü^(8))d8 - 0, 

d. h. 

ist» und zwar im Falle stetiger Funktionen identiseh in in dem 
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and«ren Falle waugstens mit Aninahme eiiiar Warlmeiige ▼om Lebes- 
guesehen Inbalt 0. Inabesoiidere bat maa also den Satz: 

Damit die reellen stetigen FunkHonen Ui{s), Mj(s), • - . im In- 
tervaüe a<8^h linearumabkäi^ig siiidf igt notwendig und hinreidiend, 
daß die Determinante 




u^u^ds, ... / u^u^cls 



am m ' 

• • • I 

' J M.«i<^*, J ^m^äs, ..J ui ds ! 
.« « « 

nicht verseil tri tidef. 

Wir haben hier also ein Kriterium für Linearuuabhün^igkeit sU'tiger 
Funktionen, welches nicht die iüzistenz von Derivierten voraussetzt. 

Brttnn, im Juni 1907. 

lu dem mir erst nachträglich bekannt gewordenen Art 49 Ton 
H. Minkowskis „Geometiia der Zahlen'' (Leipzig 1896) findet maa 
die Ungleichnng 

zwiecben den Koeffizienten einer positiTem qoadzatiadhen Fonn, nnd an 
einer spateren Stelle desselben Artikels die Bemerkung, daB durdi zeilen- 
weise Komposition einer ledlen qnadratisclien Matrix too nichtTer- 
schwindender Determinante mit sicli selbst die Matrix einer positiven 
Form entsteht Damit ist^ wann aaeh der Hadamardsche Satz nicht 
ansdrttcUieh formuliert wird, doch sein wesentlicher Inhalt und aein 
ünpnmg aus der Theorie der positiven F orme n gegeben, wenigstens fllr 
reelle Ghröfien. Die B^rttndnng jener Ungleichung entspricht etwa 
meinem zweiten Beweise, wahrend der einfachere erste Beweis sowie 
der schärfere Sut/ III, soviel ich sehe^, auch fllr reelle GrOßen bisher 
unbemerkt gebliebeu sind. 

Brttnn, im Jänner 1908. 
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Über das Mmimum des Integrals J y* yi + y'* dx. 

Von A. WiMAN in UpsaU. 

1« Das allgemeine Problem, welches wir hier behandeln wollen, 
flnthilt als mtarBoomte imd sehr bekannie Spezialfälle Dir hnr, n^l, 
~ I, I die Probleme der Ueinsten BotetionsflAche^ der Bnehntoehrone 
and dei Prumpe der kleinsten Aktion (vgl. Eni er, Methodns inTeniendi 
Cap. II, Kr. 35). Für dieee FÜle ist die Aufgabe lohon ISngst be- 
handelt worden, und wir (^iiben, daß es nidit ohne Interesse sein 
wird SU eMmm, daB die Saehe sieh im aUgemeinen Falle, je naehdem 
ii<0 bei. >0y gsna analog gestaltet wie in den speiiellen flUlen der 
Braehistoehione and der kleiasten RotatioDsfl&che. 

Es handelt sidi um das Integral 

(1) JrVi+7*äx, 

wo die Endpunkte (a^ y^X tfi) ^ win sollen. Setrt man 

(2) F-rVl+lf', J.-If, F,-l^. 

bo bekommt die Euler-Lagrangeäche DiÜerentiuigieiciiimg die Öestalt 
(8) 

nnd als sogehoiiges erstes Integral erhalten wir 



(4) F-yF^^ 



c. 



Hieraus ergibt sieh ab Oleiohnng der Eztremalen 

Vo 

la einzelnen Fällen läßt sich dsis liitegi'atioiiHresultat in ex}>liziter Form 
herstellen. So bekommt man für «-=^1 bekanntlich eine Kettenlinie, 
für ti = j eine Parabel, för n => — i eine Zykloide und für n = — 1 
einen Kreis mit dem Mittelpunkte auf der X-Achse. 

Wenn wir vom l'alle n = 0 absehen, so ersieht man leicht, 
daß man sich auf Kurveu^üge beschränken kann, f&r welche dorch- 
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weg y^O ist Nehmen wir 6>0, was offenbar immer erlaubt ist, 

80 bekommen wir y> c* f&r «i>0. Man ersieht auch leicht, daB für 
» < 1 die Variable « für die ganze durch (6) definierte Karre endlich 
bleibt. I 

Ist ii<Oy 80 bekommen wir dagegen y<c*. Nvn hat (5) nur 
dann eine Bedeutung fftr y<0, wenn n eine gpuiae Zahl ist In diesem 
Falle bd^onlmt man aber einen unendlichen Wert für das Integral (1), 
fUls man die Z-Achae durchbrechen wiU. Unter Benutsung Ton (6) er- 
hllt man nämlich 

(6) ^'/y^' 

wenn wir die obere Orense ISngs der Extrenuden fortlaufend denken. Ffir 
w — — V fängt dann die Entwicklung in der Kühe ron sf — 0 mit dem 

Gliede — log«/, bez. ^ i f J*' nachdem i/ 1 oder > 1; die 

Wurzel wird dabei mit dem negaiiTen Zeichen genommen, da ja das 

Inte^^ral positiv sein soll 

2. Unter den allgemeinen Eigenschaften der Extremalen sind ins- 
besondere zwei herrorzoheben. 

a) Die zu einem beliebigen Werfe n gehöriyeft ExtremtUen sind 
gleiehfSnmg und glekh gdegen in betug euif die X-Adise. 

Man ersieht dies daraus, dafi durch die Ähnliohkeitstransfonnation 



1 

.1« 



X — c" 4, y ->* c" 17 die Belaüon (ö) in 

übergeführt wird. 

b) Für n>0 sind dir Extrcmalm dwdmeg konvex m hemg auf 
die X'Adm; für n<0 dagegen konkav. 

Man hat ja _ 

m dg y^~-e* 

^- ^ dx e 

und bekommt daraus durch DeriTation 

w 

Da y > 0, ist hiermit der Sata bestitigt 
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3. Betrachten wir jetzt zunächst den Fall <0. Aus (7 t und (S) 
ersieht mau, daß die Extremale aus einem zwischen zwei Punkten 
auf der X-Achie yerlaufenden Zuge besteht, dessen Taugenten stetig 
▼ariieran und in den beiden Endpunkten senkrecht auf die X-Achse 
stoßen. Eben diese Harkmale sind es ja, welche die Gestalt einer 
Zykloide oder eines Halbkreisss ehankterisieren. Auch erkennt man 
leicht, daß mit steigendem — n die Kurre immer steiler in besug anf 
die X-Achse wird. 

Im Falle der Zykloide^ also fllr n — ~ |, Ist es wohlbekannti daß 
man stets eine und nnr eine Zykloide swischen swei gegebenen Punkten 
der oberen Halbebene mit der X-Aohse als BasisUnie legen kann. Da 
das Problem ein sogenanntes regulirss ist, so folgert man daraus un- 
mittelbar, daß diese Zykloide auch wirklich das erheiBohte Minimum 
liefert 

In gang entsprechender Weise verJüiU sich aher di$ 8atks tm 
meisten Falle. In der Tai güt die fragliche Tatsache für jedes Systmi 

von e^chfärmigen Kunm^ wdihs durtkaus honhaio in hezug auf die 
X-Achse sind, und in hezug auf Lage und Tangenten die im Anfang 
eHeser Nummer hervorgehot^enen Eigenschaften ItesUzen. 

Seien nämlich ü eine beliebige solche Kur?^ P« und die Punkte 
(^0» Höh (^1? .Vi) ^ Fußpunkt der von snai die X-Achse ge- 
lallten Normale. Es handelt sich dann zunächst darum, zwei Punkte Pp, 
P'i auf r und einen Punkt N' auf der A -Achse zu bestimmen, so 
daß PqN' senkrecht auf der letzteren Linie wird, und die Dreiecke 
PqNI*i und T\^yj^\ ähnlich werden. Ist dios gelungen, so findet man 
die gesuchte Kurve, indem man über Pq-^i ^ine Kurve konstruiert, 
welche in bezug auf PqPi die ähnliche Luge besitzt wie (■ in bezug 
auf PJ(P). Daß nun das Punktpaar (P'o, Z^i) sieh in einer und nur 
einer Weise liestimnien läßt, erschließt man folgendermaßen. Wir be- 
trachten das System von Geraden, welche mit P^Pj parallel sind und 
mit r zwei Sehnittpunkte geraein haben. Bezeichnen wir diese Punkte 
mit und (^^, und /.war mögen die Bezeichnungen in .solcher Weise 
getrott'en sein, daß sowohl }li\.'^lh\ auch .'/q Vo)i (^q fällen 

wir die Senkrechte auf die X-Ach.se, welche dieselbe im Punkte 3/ 
schneiden möge. Für die Gerade QqQi gibt es dann zwei extreme 
Lagen: in einer fällt mit M, in der anderen mit zusammen; 
im enternd Falle ist ein Endpunkt der Kurve im letzteren Falle 
wird diese Kurve von der Geraden ^p^^ berOhrt Nun folgt offenbar 
unser Satz direkt daraus, daß beim Übergange von der Anfimgslage 
SU der Endlage das VerUUtnis swischen den Strecken Q^Q^ und Q^M 
stetig abnimmt ron -|-oo su 0. Also wird es einmal und nur einmal 
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eintrelfen, daß dieses YerhSltnia mit demjenigen von PqA -^o-^ 
susammenftUt Es sind die mgehörigen Punkte und Q^, welehe 
mit 1% and F{ zn identifizieren sind.') 

4. Nehmen wir jetzt n>0, so werden wir die bekannten inter- 
essanten V^erhältnisse bei dem Probleme der kleinsten Rotationsfläche 
wiederfinden. Zunächst handelt es sieh um die Anzahl der dnreh 
zwei Ponkte Po und hindnrchgehmidea Extremalen. Sei anoh jetzt 
0 eine beliebige Extremale. BetnMshten wir den InhegrifF der mit der 
Oeraden PoP^ parallelen Sekanten der Eure C. Es gibt dann immer 
eine nnd nnr eine solche Sekante, so daß die Tangenten in den zu- 
gehSrigen beide^ Schnit^>nnkten anf der Achse sosammenstofien. Mit 
nnd bezeichnen wir die in Bede stehenden Punkte der Kurre C 
nnd mit M den Schnittpunkt der Tangenten. Die Richtigkeit der frag- 
lichen Behanptnng laßt sich in der folgenden Weise darlegen. Be- 
traditen wir den Inbegriff der Geraden, welche die BerShmngspunkte 
je zweier anf der Achse sich schneidenden Tangenten verbinden, so ist 
klar, daß jede Riditung einmal und nur einmal auftritt Die Kurve O 
besteht ja aus zwei Ztlgen, welehe von dem Punkte mit dem niedrigsten 
y-Werte ins Unendliche streben. Bei den beiden Grenzlagen ist für 
einen Berflhrungspunkt y">oo, also der Rirhtungskoeffizient -i — oo 
bzw. + <30. Geht man nun von der ersten Grenzla^e /.vir letzteren Ober, 
so werden die Richtungen stetig verändert^ indem der Berührungspunkt 
auf dem ersteren Zuge nach unten, deijenige auf dem letzteren Zuge 
nach oben rückt. 

Vom Punkte Pq ziehen wir jetzt eine mit Q,^^f parallele Gerade, 
welche die Achse im Punkte M schneiden möge. Jetzt sind drei J^^lle 
möglich: 

a) 7,s-/ d<r Winlel Po^'I\ firößer ah der Whikd (^MQ^ so läßt 
sich kei$»e £xtremak dumk die Fwtkte P, mim^ P^ leffm. 

h) SM diese Wüiikd von ^ither Oroße^ so hdummi man eine 
Extremale durdt P« und P|. 

c) Ist Utstens der WitM Q^^Qi der grofiere, so ha$m man wwei 
verschiedene ExiremaXen dnreh die Punkte P, und P^ hindurdulegen. 

Die gesuchte Anzahl der Extremalen ist offanbar gleich der An- 
zahl der mit Q^Q^ parallelen Sekanten B^Ri von solcher Art, daß, 
falls B^L parallel mit P^lf bis zum Schnittpunkte mit der Achse ge- 
zogen wird, die Winkel B^LB^ und Pq^Pi von gleicher Größe sind. 



1) Die Anwendung dieier Beweiamethode bei dem •pesieUen Palte der Bra. 
duttodironanfgabe ist wohl a1« aUgemeiB bekMiot ansasehen. 
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Nun ersieht man äußerst leicht, daß der Winkel I^QLI{^ immer kiemer 
wird, je mehr die Gcrjide /i^o^A ^'^^ ^'^^ ^t^oVi nach oben- oder nach 
untenhin entfernt. Im ersteren Falle erschließt mau ja dies unmittelbar 
daraus, daß, wie aus der Gestalt der Kurve r ersichtlich ist, falls ./t/ 
und z/? die bezüglichen Zunahmen der Ordinate des Punktes und 
der Sekante HqRi von der Länge l bezeichneu, man otienbar stets 

■J> i erhilt In gleicher Weise liat man, wenn man sich nach 

untenhm bewegt. ^^<^', wo hier z/y und Jl die entsprechenden 

Abnahmen bedeuten. Nähert man sich nun den Grenzlatjen der Se- 
kante HqHi, für welche sie entweder unendlich entfernt wird oder die 
Kurve (' berührt, so nähert sich ofienbar die GrJiße des Winkels Ix^^LH^ 
dem Werte Null. Also wird es inj Falle c) einmal nach oben und 
einmal nach unten eintreten, daß der Winkel I{^^LI^^ die gleiche lirilße 
wie der Winkel PqX 1\ erhält. Die zugehörii;en Sekanten bo/i'ichnen 
wir mit li^ Iii', bezw. li^Ii'x- Aus di n ln i</ni (hoch 1\ khiI P, liindnrdi- 
tfthnuhti Kxtrtnialeti ircnirn dann dun Ii dir Srloif StiirLr aiis- 

(/tschnütfn, wcldie Jhziv. mit dm Bögen Ji^' Jii', RqUI (/leirhförmiff situf. 
Nur der letztere Fall lirjerf ein Minimnui. Im ersteren Falle enthält 
nämlich das ExtreiualenstUck den zu konjugierten Punkt, im letzteren 
aber nicht Dies ist eine unmittelbare Folgerung daraus, daß, wie wir 
jetzt nachweisen wollen, düe gu einem Paare konjugierter Punkte ju- 
gehi/rigm Tanifenien auf der Aehee eusmnmmetnßen mffsem. 

5. Sei (X. l'l der Schnittpunkt der in den Punkten y^), \.r^, //j) 
berührenden Taugenten. Der Punkt f.'o^.'/o' möge auf der linken Hälfte 
der Extrem alen und (x^^ y,) auf der rechten Hälfte bellen sein. Wir 
bekommen dann: 

(9) r-Ä— |/|"~l(i-ai). 

(10) \f,-l(^X-x,), 



WO dem Wurzelzeichen der positive Wert beigelegt werden öoil. ist 
ntm Y 0; so ergibt sich durch Elimination 

als Bedingung für das Zusamniridreffm der Tangeiden auf der Achse. 
Suchen wir jetzt den in bezug auf {Xq, y^) konjugierten Punkt {x^j y^). 
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A. Whuh : 



Wir setzen c = w". Für 1/ •= ^ sei x — ß. Nehmen wir die Wurzel 
mit dem potitiTan Zeieheo, w bakommen wir alidaim rat (6): 



(12) 



Die bekannte Jaco bische Bedingong fttr konjugierte Punkte gibt jetzt 
oder 

(1*) 

£s iüt aber 



(15) 



Ebenso findet man 



(16) 



Ans (14), (15) nud (16) ergibt sieli dann 



«-*(a?,-/J) 



(17) 



x^-x. 



+ 



Veigleicht man mit (11), 80 erhellt, daß du- Bedingung für zwei 
lonjiigierte Punkte mü derjemgm für jneei sieh ttuf der Achae achnetdende 
Tango/Um identiatA ist.^) 

1) Für haben »lie Extremalen geradlinige Asynijitoten, welche der 

T-Aehae parallel sind. Es gibt also dann auf den Extremalen Funkte, welche 
l^eine koiOnginrten Pnnkte bedtwn. 



Digitized by Google 



über dM Miiiiimim eiMt hitegnüg. 



47 



G. Ist nan ein Integral J im Falle b), wo (x^, y^), zu 
einander konjugiert sind, ein Minimum? Nach den in aeuerer Zeit 
von Herrn Kneser aufgeschlossenen Eigenschaften der Extremalen- 
enveloppen kann dies nicht der Fall sein, da in der Tat die von den 
fraglichen Punkten ausgehenden Tangenten von einer und derselben 
Extremalenschur eingehüllt werden. Dementsprechend werden wir im 
allgemeinen Falle einen sehr interessanten Satz bestätigt finden, auf 
welchen für das spezielle Problem der kleinsten Kotationsfläche zuerst 
Herr L. Lindelof aufmerksam machte: der vim dm beiden konjur/iertm 
Punkten hegrenäte ExtremoMbagen erteüt nändich dem Intefft ale denselben 
Wert wie dk «qn dieBm ^mklm ausgdumden auf der Ächsesidt sdmeidenden 
Tunyrntm, 

Fttr das Aber die Tangenten genimunene Integral bekommen wir 
naeh einer leiehten Umformong: 



lL^dy+ lL=di/ - -4-1 ^ --^ + 1- 

V yj" - y } yi"-c* ^ " + 1 Lv J/J- - c« ^ Yvl" - c»J 

Als Integral fiber den Exfaremalenhogen erhalten wir nach (6) bei 
Berfickaiohtigung dei YoneiehenSy mit weldiem die Wnnel genommen 
werden soll: 



(19) 



yy*''-c'^J yy'" -c* 



Nun finden wir durch partielle Integration 



(20) 



In gleicher Weise eigibt sich 



I 
n 



1 
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Durch Benutzung der Relationen (20), (21) und (5) läßt sich (19) in 
die Gestalt 



nnifoniiaii. Dm let^ Glied Tenehwindet aber nieh (11), fidls (a^ 
{xif ffi) koiQiigieite Punkte eindy und die AnedrOcke (18) und (19) 
werden mifhin idoitisch. 

Upsala, im Juni 1906. 



The tangent planes wldeh ean be drawn to an algebraic 

Borface from a multiple line. 

By H. Batekan, Cambridge. 

If tangents are drawn to an algebraic curve from an arbitraiy 
point 0, the fact that tbeir points of contact lie on the first polar of 
0 will in general give us a relation between the points. Thos in the 
oaae of a cnbic it teils us that the aix points of contact He on a conie. 

If, however^ the point 0 is a multiple point on the cmre, the 
number of points of contact will be much less and the above theorem 
will not in general give us any Information about them. Some relations 
however do exist and have been indieated by Bertini') and Caporali.') 

I »hall now give a method by which the resiilts of Bertini ean 
be obtained, and shall use it afterwards to obtain the oorrespouding 
theorems for surfaces. 

1. Bertini's theorems are as follows: 

(1) If a cnrTe of order 2m have a (2m — 2)fold point at 0 the 
2 (2 m — 1) points of contact of the tangents from this point to the 
curve lie on a curve of order m haying a (w — 2) fold point at 0, 
and the '2 (m — 1) points of contact of the tangents from 0 to thia 
curve lie on the original one. 

1) Berti ni, Acc. R. dei Lincei (3) 1 9S— 97, 1877. 

2) Caporali, Bend. dsU' Aoead. di Napoli SO, 148—147 (1881). 





«sfo . cyi, 1 
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Thus the nix points of cuutact of the taugeuts to a quartic from 
double point lie on a eonic. 

(2'» If a curve of degree 2m + 1 have a {'J w — l)fold poiut at 
0, then the 4 m points of contact of the tangeuts from 0 lie on a 
pencil of curves of degree (m + 1) having (m — l)fold points at 0, 
and the points of contact of the tangents from 0 to these curves lie 
on the original one. 

Thns if a qnintie eure hm a tnple point at 0, thra Ühe eight 
pointi of contact and ihe point 0 are the nine haae points of a penetl 
of eabics and the carve may be obtained as the locus of the points 
of the tangents from 0 to tiie membera of this pendl. 

Take the point 0 as one comer of the trian^e of reference^ then 
the eqnation of a cture of degree n having a (» — 2) fold point at 0 
may be written 

where ü„ donotes a homogeneous polynoniial of degree n in x or y. 
We sbail trj to determine a second curve V of degree r: 

(2) **F,., + 2i(F,., + F,-0 

so that we have identieally 

(8) iT.-t y, - 2 U.., K,.. + U. K,., ^ 0. 

This relation signifies that any zadins Tector throng^ the point 0 
is divided hannonically by the two curves. Now if tiie two points in 
which the radios cats one eam eoineide^ it follows from the hannonic 
property that one of the points on the other curve will coincide with 
them also. The two curves therefore are such that each one passes 
through the points of contact of the tangents from 0 to ihe other. 

The left band side of (3) is a homogeneous fonction of degree 
r + n — 2 in xoiy, acoordingly when we equate to zero the various 
powers of Xj we obtain r + n — 1 linear relations by nipans of which 
the unknown coefficients in ^r-i ^ r-% determined. 
Since the eqnation (2) contains 3r — 1 constants we must have 

« + r-1^8r»— 1, i.e. n^2r. 

Lot '2r ^ n -\- ci, then we caii ohtain an oo" linear «ystt m of curves 
whicli will satisfy the given condition. liy giving a the values 0, 1 
respectively, we obtain tlu' theorerns already enuiu iated. (iiviiig « the 
value 2 wo see that uiiy eurve of degree '2r - '2 may be gen»>rated by 
dzawing tangents from 0 to n linear systera of r-ics which have a 
(r — 2) fold point at 0 and which pass through 2(2r — 3) given 

AvehiT d«r MMlniiulik und PhyUk. DJ. Balbe. Xm. 4 
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points lying on a curve of degree r — 1 having a (r — 3)foI<l point 
at 0, tlu se points being the points of contact of the tangeuts from O 
to the given curve. 

Caporali's more general result is as follows: 

Giyea a corye F of order n with a (n — r) fold point at 0 
n<r8 + {(r - l)(r — 



there exists a |« — r.v — \ r — 1) (r — 2)] fold linear systeni of curves 
0 of ordor n — s which ])ass n — s — -\- 2 times through 0 and 
contain the points of contact of the tangents from Ö to jP. 

2. By adopting a mekhod analogoos to the one already lued we 
may obtain oomflpondmg tlieorems for surfaces. 

The eqnation of a surface of the n^^ degree haying the line 
x^^^O ae a (n — 2) fold line may be whtten 

fif— aj* + 2hMw + hw* + 2gM + 2fw + « — 0 

where «, h and A are bomogeneous l'uuctions of x or y of degree n — 3, 
g and f of degree n — 1 and r of degree n. 

Any plane through the liue .i ^ y = 0 cuts the surface again in 
a conic; if the plane is a tangent plane this conic will break up into 
two straight lines. The directions of the tangent planes will therefore 
be giyeD by 

'•a h g\ 

h h f 



0. 



This eqnation is of degree — 4 in « or y and so tlMie are 3» — 4 
tangent planes. 

We now constract another snx^iGe iSw having X'= y =^0 a 
(m- 2) fold Une 

S' - az' + 2h' zw + b'w* + 2g' z + 2fw + c' - 0 
and aneh that the qnaatiiy 

© s a' (6c - /*) + 6' (ca - </■ ) + c' («& ~ ä«) + 2/* (i/Ä - af) 
'Ig ihf-bg) -f 2k' {fg - cÄ) = 0. 

This expression is of degree m — 2 + 2(fi — l)ind? and y; therefore in 
Order to make it an identity we mnst satisfy m + 2n — 3 linear oon- 
ditions. The nnmher of constants in is 

8 (m - Ij + 2in + {m + 1) ~ 1 - 3 (2m - 1), 
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therefore, if 5m> 2H there is a (ow — "Jnjfold lintjar systeiii of sur- 
faces 5' which satisfy the eontlition. We must now find what the 
geometrical meaning of the equation 0 = 0 is. If we give the ratio 
a: y any definite value, the equations <S = 0 and S' = 0 will be those 
of the two eonics in which the surfaces are cut by the corresponding 
plane, and the condition 0 = 0 signifies that it is possible to inscribe 
trianglea in S' which are selfcoujugate with regurd to S and at the 
sume time to cireuniscribe triangles to S which are selfconjugate 
with regard to *S". If however the given plane is a tangent j)lane to 
S the conic <S' will break up into two Btraight lines, and 6> 0 is the 
condition that their point of intersection sboold lie on S'^). 

The snrface S' therefore passes through the points of contact of 
the tangent planes to S, bnt fhe sax&oe 8 d<m not pass throogh the 
poinia of eontaot of Uie tangent planes to iS'; for if ST — 0 repzesenfts 
two straight lines the equation 0 — 0 only signifies that Chey aie con- 
jugate with regard to 8, 

If we take n — 4 or 5 we ohtain the löllowing theorems: 

L If a qnaztic snifiMse has a doable lins, the eight points of eoB- 
taet of fhe tangenl planes fhrongh this line are snefa tiiat sTeiy qnadric 
tiiroogh seven of them passes throogh the eighth. 

(The 8 points of contaet do not in genersl lie on a twisted onbic 
for in the partacolar case of PlUcker's eomplex snrÜMse the 8 donbla 
points, whieh take the plaoe of the points of eontaot, form two tetv»- 
hedra*) which are mutoally inscrihed or circumseribed to cme another, 
and it is dearlj impossible to draw a twistsd enbic throngh 8 sneh 
points.) 

IL If a qointic sorface has a triple line, the eleven points of 
oontact of tangsnt planes to the sur&ce thron^ this line lie on a 
quadric; 

Cambridge, Norember 1905. 



1) See Salmon's Conic Sections, Cbapter on Invariaiita. 
S) Hudson, Kummer'« Surfsce p. 72. 
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Kiätner^ Oesohiohte der Physik. (Sammlung Göschen Bd. 293 u. 294.) 
2 Bde. 117 u. 130 S. Leipzig 1906, (1. J. GQschon. Preia je Jü —,80. 

Wer es nntemimmt, in dem eng bemesaenea Baume tweier Gflecben- 
Bändchen eine Geschichte der Pliytik ni sohreibeo, wird entweder sieh mit 

Bezug auf den Stoff große Beschrilnkang aufzuerlegen haben und nur die 
wichtigsten großen Entdeckungen nach ihrer Bedeutunsr schildern können, 
oder er wird unter Voraussetzung eingeheuder physikalischer Kenntnisse 
bei seinen Lesern alle Tatsachen — wichtige und unwichtige — historiseb 
aofitSblen können. Der Yerfaner bat das letztere ▼orgezogen, nnd es sogar 
fertig gebracht, eine Reihe von Tat-iacheD, die nicht eigentlich zur Physik, 
sondern ins rjelnet iler Technik >,feh<»iMn , mit aufzunehmen. Freilich ist 
das Wk: Ii tigere durch gröliercn Druck hervorgehoben. Aber es war wirk- 
lich z. B. kaum nötig, die Geschichte der für die Elektrisiermaschine ver- 
wendeten Amalgame mit allen Jabreszahlen zu bringen, oder die Bedenken 
an/ufübren, die sich der Einführung der Dampfwagen entgegenstellten. Bei 
der Fülle des verarbeiteten StofTes vermißt man kaum aueh nur eine un- 
wichiiiTf^re Tatsache, iind die I);irst»lhuig ist so korrekt, daß das Buch 7,um 
isach.sch lagen ausgezeichnete Dienste leisten wird. Dabei wird ein aus- 
fObrlicbes Register sieb ntttslicb erweisen. Der erste Band, der nur Ins zu 
Newton reicht, konnte in der Darstellung eingehender sein, denn die 
Summe der bis zu Newtons Zeit bekannten Enscbeinungen nnd Gesetze 
macht ja nur einen geringen Bruchteil des gesamten zu verarbeitenden 
Materiales aus. Der Verfasser zeigt eine große Beleseuheit in den tSchiiften, 
welche jene zum Teil in mythisches Dunkel gebflUten ilteren Entdeckungen 
bebandeln, und bedient sieb der zur Auncbaltung unbistorisober Daten 
nötigen Kritik. 

Cbarlottenbnrg. H. Samtbb. 

A. Uüclilieim, Aufgaben aus der analytisclxen Geometrie der Ebene. 
Heft 2. Die Kegelschnitte, Abt 1. 3. Auflage von 0. Jabn nnd F. Hoob- 
beim. A. Aufgaben. [IV und 90 S.] Leipzig 1906, B. G. Teubner. 

Jt 1,80, 

In der neuen Anflai^'c ist die Fassung der Aufgaben, soweit es not- 
wendig erschien, verbesst-rt wonh ii Neii hinzugekommen sind 82 Aufgaben; 
diese „sind in verschiedenen Gebieton eingeschoben, besonders sind neue 
Aufgaben Aber goometriscbe Orter nnd EuTeloppim hinzugefügt, such sind 
Angaben über koigugierte Pole und Polaren und die Beziehungen der 
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Brennpunkte zu denselben neu hinzugetreten. Die Auswahl der Aufgaben 
erfolgte auch bei dieser Auflage nach dffn Prinzip, daß dieselbeii im all- 
gemeinen nicht über den Standpunkt der Prima einer Oborrealsohiile Inman»- 
gehen". Daß die neu hinzugekommenen Aufgaben sorf^Hlltig aus<:pwahlt 
sind, zeigt sich darin, daß sie wirkliche Lücken <ler frülipren Auflagen aus- 
füllen. Kecht ertreulich ist, daß auch die Konstruktiousaufgaben bei der 
Tenneiiniiig bedaeht worden nnd; allerdings wSre die getrennte Anfttellnng 
von Aufgaben, welche nahezu miteinander identiBob sind, wohl besser Tsr* 
mieden worden, so z. B. bei den Aufgaben 414, 41'), 623, 624 (Tangenten 
von gegebener Kichtung zu ziehen). Daß bei der Parabol die hierzu ana- 
loge Aufgabe fehlt, beruht wohl nur auf einem Versehen. — Alles in 
altem genommen, mtlssen die getroffenen Änderungen als redit ^fleUieh 
beieiehnet werden, so da0 die bei der Beqnredmng des ersten Heftes 
(Archiv (3) X, 186, 1906) ausgeqiroehenen Wttnsolie auch diesem zweiten 
Hefte mitgegeben werden können. 

Westend. P. Zühlxb. 

J. W. Mellor, Höhere Mathematik für Studierende der Chemie 
und Physik und verwandter Wissensgebiete. In freier Bearbeitung 
der «weiten ei^lischen Au.sgabe herausgegeben von A. Wogrini und 
A. SsarvassL 411 8. Berlin 1906, J. Springer. M 8,—. 

„Das Torliegende Buch soll angehenden Phynkochemikem ond Studie- 
renden anderer naturwissenschaftlicher Gebiete die zunächst notwendigen 

Kenntnisse in der Mathematik vermitteln. Es ist eine fi-eio Bearbeitung 
von J. W. Mellors „Higher mathematics for students of chemistry and 
physies**, in dem Sinne, daß die leitenden Gedanken und der Aufbau des 
englischen Werkes festhalten wurdra, wihrend insbesondere bei der Aus- 
wahl der Bei^iele die Bearbeiter ihrem Ermessen gefolgt sind: so z. B. 
babpn sie manche Kapital Mellors, in denen lediglich physiko- chemische 
Theorien erläutert wt^rden, stark gekürzt." 

Der inhaltliche Umfang des Buches scheint mii* über das Maü dessen 
hinanssogehen, was man einem dentsehen Dorebsehiuttsstiideiiten der Chemie, 
wenn nicht auch der Physik, an mathematischen Kenntnissen somuten 
darf. Wieweit die englischen Ansprüche auf diesem Gebiete den dentsehen 
überlegen sind, entzieht sich meiner Beurteilung. Vielleicht kann man 
sagen, daß das Buch die Summe und das äußerste Maß dessen bietet, 
was ein Stodent dw Chemie sn Kenntnissen aus den Higher mathematics 
hentcatage anzuwenden in die Lage kommen dflrfte. So werden die 
Eigenschaften der Ganmiafunktion entwickelt, einige Worte über ellip- 
tische Integrale und niehrfacbe Integrationen gesagt, ein besonderer Ab- 
schnitt den hypi rl)ulis( hell Funktionen gewidmet , recht ausführlich die 
Differentialgleichungen abgebandelt: es kommen die gewöhnlichen linearen 
Biffsientialgleidinngai, simultane Differentialgleichni^en erster Ordnung, 
auch partielle Differentialgleichungen erster und hnher* i i M lnung zur Er- 
ttrterung: ein weiterer Abschnitt b<-srli!iftii:t sich mit den Fourierschen 
Beihen und deren Verwendung zur Lösung partieller Difl'erenlialgleichungen, 
wie sie bei den Problemen der Wänueleitung und der Diffusion auiüeteuj ein 
anderes lUpitel handelt von den Determinanten, wo auch die Funktional» 
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determinanten zur Sprache kommen. Und endlich «in Abtchnitt über Wahr- 

scheinlichkeits- und Ausglfichungsrpchnun;[^, wo auch Beobachtungen un- 
gleicher Genauigkeit mit Uiife der Methode der kleimiten Quadrate aus- 
geglichen werden. 

Der Sdilußabeehrntt bringt eine «^wimimig y<mi Formeln ans der ebenem 
und sphAriadben Trigonometrie sowie ans der Theorie der hyperboliMhai 

Funktionen, und weiter Tabellen der numerischen Werte der Gammafunktion, 
des hyperbolischen Sinus und Kosinus, des WahrscheinliohkeitsintogralB der 
natürlichen Logarithmen der Zahlen 1 — 9.1)9 u. a. m. 

ünd dabei gewinnt man den Eindxudc einee Autors, der seinen 
G^renstand einiaeh nnd Uar danosldien weift, der.es yerstelit, das Vor- 
getragene an einer großen Zahl von Beispielen einsattben und auf Fragen 
und Probleme aus der Chemie und i^hvsik anzuwenden, und der mit Ge- 
schick Gebiete zusammengestellt hat, die in einem Buche mäiiigfii Umlanges 
zusammenzufinden recht vielen Studierenden willkommen sein dürfte, nicht 
etwa bloß den ^studierenden der Chemie und Physik". 

Berlin. . E. Jabhkb. 

£• W. Hyde. Graßmann's spaoe analysis. Fourth edition. Mathe- 
matical niünographs No. 6. ')8 S. New York l".t06, .1. Wilev it Sons. 

Der Verfasser des im Jahre 1890 erschienenen, ausgezeichneten liuches 
The directional calcnlns bietet hier dem Studenten auf 5S Seiten eine 
schnelle EinfOhrung in die Grundbegriffe der GraBmannschen Ausdehnnngs- 

lehre. ünd zwar handelt es sich wesentlich um die Addition und um die 
beiden Produktbil'lun'jen für Punkte und Vektoren in der Ebene und im 
Eauiue, wobei der Graßmannsche Begriff der Ergänzung eines Vektors zur 
Einführung kommt. Das Schlußkapitel enth&lt die Addition gebundener 
Vektors. Jeder Nnmmer sind noch eine Zahl von Übungen nnd Aufgaben 
beigefügt.. 

Was die Bezeichnung der Produkte angebt, so Iwnutzt (h'V Verfasser 
dieipni'jf des Stettiner Meisters, nur dali er beim öuüpren l^rudukt die beiden 
Klammern fortläßt. Daß er auch in der Bezeichnung von Punkten, Linien 
und Ebenen GraBmann folgt, ist zu bedauern, denn diese Bezeichnung steht 
mit der bei den Geometem üblichen nicht im Einklang, so daß hierdurch 
das Studium des Buches wenigstens dem deutschen Studenten in unnötiger 
Weise erschwert wird. 

Es verdient noch hervorgehoben zu werden, worin Herr Hyde über 
GraBmann hinausgeht, d. L die ErgBnzung eines Punktes. In der EinfUhrung 
dieses Begriffes trifft er mit F. Gaspary zusammen (vgl. E. JahnkOf Vor- 
lesungen über die Yektorenrechnung. Leipzig 1905, B. 6. Teu)>n< r. 8. 160). 

Berlin. ______ E. Jabku. 



£. Grlmsehl. Die Zielo und Methoden des physikalischen Unter- 
richts auf der Unterstufe und der Oberstufe. Festgabe bei der 
48. Versammlung d eutscher Philologen nnd Sohulminner zu Hamburg 1905. 
17 8. 8^ Hamburg 1905, Llltcke u. Wulff. 
Es wird über das Lehrziel, den Untwrichtsstoff und das Lehrverfahren 

d«»» physikalischen Unterrichts der Unter- und Oberstufe im besondem der 
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Tealen VoUanatalten gehandelt. FQr die physikalischen SchttlarMningeii, die 
•a keiner hdliweD Leliniiitalt fehlen tollten, wird kraftvoll eingetreten, da 

^fdieee fta: den physikalischen Unterricht eine ilmliche Bedeutung haben 
wie die Loktüre der Klassiker in den Spradi Wissenschaften, wie die An- 
leitung zum Studium der Quellen in der Gescluchte, wie die Betrachtung^ 
der Kunstwerke und das Studium derselben an den Kunstwerken selbst oder 
«o TonttglidMii Beprodvküoiien bei der Kvns^eediidite, wie die tellMt» 
t&tige Untersuchung der Fflamen und ^Kere bei den sog. betdireibenden 
Natorwissenschaften" . 

Die Ausführungen, ,.die in erster Linie für den Nicht-Fachmann sre- 
schriebeu sind'^, stellen auch für den Fachmann eine interessante Lektilre dar. 

Gera. E. Kllliucu. 



BtUllmaim. Logaarltiuniaeh-trigonometzledhe und ander« tlkt Beohner 
nfttdiohe Tafeln sonEohst für Techniker sowie für den Sohnl- 

gebrauch und für praktische Rechner überhaupt. 13. vermehrte 
und verbesserte Auflage. XL und 326 S. ö". Leipzig 1905, Kliokhardt. 

geb. JC 2,50. 

Aibrecht. LogarithmiBOh-trigonometrisolie Tafeln mit fünf Dezimal- 
sWUan. Nennte Stereotyp -Aoflage. XVI und 147 8. 9®. Berlin, Staa- 
kiewin. Jt 2,60. 

Beide Tafeln, von denen die erste sechs Stellen, die zweite fQnf gibt, 
aLnd in erster Linie „für den praktischen Rechner" bestimmt. Das Erscheinen 
in 13ter, bezw. Oter Anflatrf* zeigt, daß sie dem Bedürfnis entsprechen 
Rflblmuuu hat das in den physikalischen Tafeln gebotene Material noch 
Tennebrt. Die Angaben worden dem Erscheinungsjahr angepaßt. Albreebt 
bietet außer knapper gehaltenen phvsik;ili!<.clien Daten auch eine Zusamraen- 
stellunL! mathematischer Formeln. Der Druck ist in t»eidün Tafeln klar. 
Für Schulzwecke .sind freilich Tafeln mit gröBereu Zabltypeu <?eeigneter 
unter Verzicht auf die von Albrecht gebotene bequeme Anordnung bei 
Tafel I (jede Mantieae ttelit neben ibrer Zabl), unter Venidit anf die 
sechfte, ja fttr humanistische Ojmnasien auch auf die fünfte Stelle der 
Mantissen, unter Verzieht endlich auf die beigefügten matbemattaohen F<nmeln 
und physikalischen Tafeln. 

Gera. E. Klixiugu. 

Arnold Sehmldt. Beiftrilce mam muthematlaeheii UntoniAht. L Die 

Bereehnnng der Logarithmen in Untersekunda. II. Die Finfllhrung der 
komplexen Zahlen. Programmabhandlung lUOf) des Kf^l. Prinz Heinrich- 
Gymnaiiuras in Berlin. 16 S. 4". Druck von W. Biirenstein. 

Die Einsicht, wie die im mathematischen Schulunterricht eine so 
wiobtige Bolle ipidendeii Logarithmen berechnet werden können, wird eine 
wesentlich Idarere, wenn ein oder das andere Beispiel im Unterriebt wirk- 
lich durchgeführt wird. Dabei können die Tabellen des ersten Auftatses 
recht bran(lil»are Dienste leisten. Sie erlauben, die Potensen TOn iwei ZU 
bestimmen, deren Wert einer Potenz von zehn nahekommt. 

Im zweiten Auftats wird für die EinfÜhrimg der komplexen Zahlen 
davon ausgegangen, daB sie Punkte «ner Ebene darstellen sollen. Qeometriscfa 
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w«rd«ii AdditUm und MoltipUkfttioik defiaiert. Ertfe daan folgt die QUi- 
ehni^ — 1. Beherzigeoswert ist, daß „eine rein arithmatiadM Ein- 

fflhning der komplexen Zahlen auf der Schule wohl immer daran leiden 
wird, daß den Primanern ohne Anschauung kein rechtes Verständnis kommt". 
Zu weit gehend erscheint aber die Bemängelung der arithmetischen £in- 
fUhning von • wegen dar Sdnrierigkeit, daß bei der FeitBetnuig t' — — 1 
die Hultiplikati<m mit komplexen ZaldeB noeh nieht definiert sei Duoh 
die Gleichung t • t — 1 ist das Multiplizieren von i mit sich selbst 
definiert, daran kann ai - bi and dum das Multiplieren komplexer Zahlen 
angeschlossen werden. 

Gera. E. Kullkicu. 

0. Holtnflller« im« Planlmotrie fOr dM Gymiiastiim im AniKthlnft 
an die preTlBlaohflm Lehrplftne von 1001 methodiaolx bearbeitet. 

Nach Jahrgangen geordnet und mit zahlreielien Übungsaufgaben zur 
freien Auswahl versehen. I. Teil. Von Quarta bis Untersekunda ein- 
schließlich reichend. 2. Auflage. Mit 149 Figuren im Text. VIII und 
240 8. Leipaig 1905, B. Q. Tenbner. Ji 2,40. 

Holsmflllers treffliehes Methodiscliee Lehri>ach der Elementar-Mathe> 

matik erfährt in der neuen Änflage eine durchgreifende Umarbeitung hin- 
sichtlich der Stoffanordnung. Es werden jetzt die versrhiodenen Oebinte der 
Mathematik getrennten Bünden zugewiesen, damit bei etwaigen weitereu 
Umgestaltungen der Lehrpläne nicht jedesmal das Gesamtwerk betroffen 
weide. Der vorliegende erste Teil der Planimetrie ist auch im einxelnen 
gegen früher vielfach umgearbeitet und stark erweitert Ein au so vielen 
höheren Lehranstalten eiiit^'efiihrtes Schulbuch könnte, um den Tinfang und 
die Kosten zu nimdern, knajiper sein. Vieles ist, wie Holzniüller seihst 
auf S. VIII hervorhebt, für den Lehrer bestimmt, dem eine sehr inleressaute 
LektOre, eine gote WiSe bei der Vorbereitung sum Untetricht geboten wird. 
Gera. E. EuLuaoH. 



K. Sdiwerliig und W* Krlmphoff. Bbene OeooMtcie. Naeh den 

neuen Lehrpl&nen bearbeitet. Fünfte Auflage. — Mit 164 Figuren. 
VI und 136 S S^. Freiburg im Breisgau 1905, Hetdersche Verlags- 
handlung. JC 1,60. 

K. (ilinzer. Lehrbuch der Elementar-Geometrie. Erster Teil: Plani- 
metrie. Mit 216 Figuren und einer Sammlung von 300 Aufgaben. 
Neunte Torbesserte Auflage. VI und 120 8. 8^ Leipzig, Ludwig 
D^pener. M 1,80. 

Beide Lehrbflcher seigen, da sie sich in der Praxis bewlhrt haben, in den 
neuen Antlagen nur ganz unerhebliche Verilnderungen. Glinzer wendet 
sich in erster Linie an teehuische Schulen, sein Aufgabenmaterial kann aber 
allgemem hübsche Anregungen bieten. Schwering-Kri mpbof f 8 Buch, desseu 
tierte Auflage im nennten Bande des ArobiTS S. 77 besproohen wurde, gibt 
eine fBr alle höheren Sdnüen branchbare Darstellung der Planimetrie. 

Gera. E. Kullbioh. 
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K. Schworing. Sammlung von Aufgaben aus der Arithmetik für 
lilUMra LahmuCatten. Dritter Lebngug. Zweite, Terbeaaeite Auflage. 
IV und 98 8. 8*. Freiburg im Breiiigan 1904, Herder. M 1,20. 

H. FMlkner. ArifhmetiMlM Aiif|(ab«ii. Unter besonderer Berftck- 

aichtijning von Anwendungen aus dt-m Gebiete der Gponirtiit', Physik 
und Chomie. Für den rntcrricht an höheren Lehranstalten. Ausgabe A. 
Vomebmlich für den Gebrauch in Gymnasien, Heulgymnusien und Obor- 
realschulen. Teil IIa). Pensum der Obersekuuda. '6. vermehrte Auf- 
lage. IV und 114 S. 8*. BerUn 1906, Balle. Jt 1,20. 

Von Sobweringa Sammlung wnzde bier 1896 im Lit Ber. LVm 
S. 14 die erste Auflage besprochen, 1905 im IX. Bd. S. 79 fOr den ersten 

und zweiten Lohrgang die /.weite Auflage. Mit dem dritten Lehrgang kommt 
jetzt die zweit»- Auflage zum Abschluü. Zugefügt sind neun .Aufgaben aus 
der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Das erscheint nicht ausreichend, zumal 
da aucb die snsammengesetste WahrsehdnUebkeit mit berOokaicbtigt ist 

Fenkner hat gegen die zweite, 1895 erschienene, nur 75 Seiten starke 
Auflage erhebliche Vermehrungen hinzugefügt. Vielfach sind .Änderungen 
und Umstellungen erfolgt. Die Nebeneiuanderbenutaung der sweiten und 
dritten Auilage dürfte Schwierigkeiten bereiten. 

Beide, an einer gamaii Beibe von Sehnlen ongeftOurte Sammlungen 
können auch in den neuen Auflagen warm empfohlen werden. 

Gera. E. KuUrich. 



A. Starm. Oeadhlelite der llathemAtik. Sammlung Göschen Nr. 226. 
152 S. Tasdienfonnat Leipsig 1904. geb. JC 0,80. 

Th. Bttrklen. VormelBammlang und BapetttociiiA der Matheiitatik 

enthaltend die wichtigsten Formeln und Lohrsätze der Arithme- 
tik, Algebra, algebraischen Analysis.ebenenGeometrie, Stereometrie, 
ebenen und sphärisohen Trigonometrie, mathematischen Geogra- 
phie, aaalytiMiheii Gtoometrie der Bbene und dee Bsninee, der 
Differential- uid Integralreohniiikg. Sammlung Göschen Nr. 51. 
8. Aufl. 227 S. Taschenfonnat Leipzig 1904. geb. JC 0,80. 

Beide Bändchen der Sammlung Gösohen bringen empfehlenswerte kurae 

Zusammenstellungen des Stoffes. 

Die Geschichte der Mathematik reicht bis 18U(); der Ilauptiäache narh 
ist das historische Anordnungaprinzip benutzt, während die Unterteile mehr- 
fach sachlich geordnet sind. Wiederholungen, die sieh bei einem solchen 
gemiflohtoi V«rfiihren einstellen, sind nicht ganz, vermieden (z. B. Torrioellia 
opera geometrica auf S. 99 und ll.'i). Vielleicht können auch bei einer 
Neuauflage noch einige Namen von Mathematikern, über die Weiteres nicht 
berichtet wird, gestrichen werden. Das BücLkm würde so den liauptver- 
lauf der Geschichte der Mathematik noch leichter eikennen lassen, ohne 
daft sein Wert als kleines Nachsehlage werk, den es durch sein Register 
erhJllt, wesentlich beeinträchtigt zu werden brauchte l)a(J Fig. 1 nicht 
den auf S. 19 geiuacbteu Angaben entspricht, ferner Fig. 2 und ;J nicht 
genau zu einander passen, ist unbegründet. Nicht angängig ist es, die 
Loxodrome als die Linie „kflrzester Schiffid»ahn** zn bezeichnen (8. 90). 
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Die Formoläuinmlong ist bereits iu dritter Auflage erschienen (vgl. Lit. 
B«riobt LYIU 1897, 8. 16). Si« nmfkBt etw» dat mallteiiiAtisehfl Pensum 

der SSassen ü III bis Ol r^ftlifÜBcher höherer LehranstiJten und einiges 

aus den eleraentari'n Vorlesungen der Hochschulen. Die analytische Geo- 
metrie nimmt über ein Viertel des Ganzen ein. Wünschenswert ist die 
Hiuzufüguug eines Namensverzeichuisses. Zu beanstanden ist auf S. 87 
die AusdnudEsweise: „Eine um Pünkt A mit dem Halfameeier r b o e ebri ebene 
Kugel ist geometriscber Ort für jede Ebene, die von Ä den Abstand r haif*. 
Die Kugel ist nicht „geometrischer Ort" fttr die Ebenen, sondern wird von 
ihnen eingehüllt. Entsprechend liegt es bei 2 c, 3 b und 3e derselben Seite. 
Gera. E. Kulluicu. 

Oskar Hertwig. Das Bildungsbedürfhis und seine Befiriedigung 

dnroh deutsche Universitäten. Rede zur Gedächtnisfeier des Stifters 
der Berliner Universität König Friedrich Wilhelm HL 31 S. 8®. Jena 
1906, Gtutav Fischer. M 1,00. 

Bin Vergleich der Angaben der üniveniltt Beriia bei ihrer Begrftndung 
mnd in der Jetstnit veranlaftte den Festredner im beeonderem auf iwei 

Äußerungen des modernen Bildungsbedürfnisses und ihn Befriedigung durch 
deutsche Universitäten einzugehen, nSmlich auf flns Frauenstudiuni und die 
Universitätsausdehnung, d. h. die Zulassung, ja besondere Berücksichtigung 
nicht zum Studium immatrikulierter Hdrer an den Universitäten. Die 
qpeiielle Frage der Fortbildimg des hSherai Lehrerstaades wird aar gestreift 
Gera. E. Kuluuch. 

Alois Launer. Die wissensohaftliche Grundlage des ersten Becüeu- 
nnterrioht«. 49 8. 8*. Wien und Leipzig 1905, G. IVomme. JC 1,00. 

Es wird von Lanner erörtert, wie im ersten Beehennnterrieht zunlehst 

das Zählen zu lehren ist, and wie die Entwicklung des ZiihlbegrifFs aus der 
Reilienbildung di-s Zilhlens zu erfolgen hat. Erst nach Klärung des Zahl- 
begrifls sei an das Itcchnen selbst zu gehen. Die Rechenoperationen sollen 
nacheinander bebandelt werden. Zur Eiutührung sind „Grenzi^lle^^ d. h. 
Aufgaben, welche die Eins oder iwei gleiche Zshlen enthalten, ungeeignet. 

Die Arbeit, von welcher der erste Teil sdion flrfiher erschienen war, 
enthält hübsche psychologische Bemerkungen. Was von dem jetzigen 
Stande tles ersten Rechenunterrichtes gesagt wird, ist zu pessimistisch; die 
Bezugnahme auf die reiche Literatur durch Angriffe auf Grube und 
Hentschel ist sa einseitig. Lanner littte aaßb aof Aatoren eingehoi 
sollen, die ähnliche Gedanken wie er Torgebraoht haben, etwa aof Tanck 
und Knilling für das Zäblprinzip, auf Stener fllr du Aosgdien Ton Zahlen 
über Eins beim Multiplizieren. 

Gera. * £. Kullricu. 

Ed* Zetzsche. Ebene und r&umliohe Oeometrie. Vierte, vermehrte 
und verbesserte Auflage bearbeitet von Franz Zet/.sche. Mit 242 in 
den Text gedruckten Abbildungen. Webers illustrierte Katechismen, 
Band 69, XII und 408 S. 8". Leipzig 11)05, J. J. Weber, geb. J(, 4,00. 

Von der dritten Auflage, welche 1892 im XLV. Bericht S. 16/17 be- 
sprochen wurde, unterscheidet sich die Torliegende, von don Sohn des 
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iaxwisehni TWrtoilMiMn Varfmuafii hanusgegebene AnfUg« dftdnrek, daß di0 
Rrsge- und AntwortComi als Teraltet fiJlen gelassen wurde. Die durch dis 
größere Knappheit erstrebte Erböhang der Stetigkeit und Klarbeit wird sich 

an einzelnen Stollen durch woitfre Kürzungen noch steipem lassen. Da- 
mit das Buch wieder das Pensum der höheren Lehraustalteu umfaßt, wurden 
Tersohisdsiia Ahsdudtls neu hiBzufOgt (z. fi. Potenz, Apolloniseha Berührongs- 
aufil^be, Pol nnd Polare, Prismatoid, Eulerscher Satt, Kegelschnitte). Beim 

Projizieren hätte auf das Zeichnen von Projektionen eingegangen werden 
soll» II. Die Aufgabe in § 106 würde besser durch eine leichtere ersetzt. 

Das Buch wird sich in der verbesserten Form zu den alten Freunden 
leicht neue erwerben. 

Gera. — E, Ki ixrioh. 

L. Fuchs. Gesammelte mathematische Werke, Herausgegeben von 
K. Fuchs und L. Schlesinger. 1. Band: Abhandlungen (1858 bis 
1875), redigiert Ton L. Schlesinger, Mayer und Mflilffr. VJJLl u. 476 S. 
4*. Berlin 1904. 

Das Erscheinen des mit liebevoller Sorgfalt redigierten ersten Bandes 
der Ge.samtausgabe von L. Fuchs" Werken wird von d<T mathematischen 
Welt mit großer Freude begrüßt weiden; derselbe enthält die achtzehn in 
den Jahren 1858 — 1875, bis zur L bersiedelung nach Heidelberg (April 18 75), 
TerOffantliditen Arbeiten. Diese sind in chronologischer Reihenfolge treu 
nach den Originaltexten wieder abgedruckt worden; alle irgendwie nennens- 
werten Änderungen sind in den den einzelnen Abbandlungen hinzugefügten 
Anmerkungen angegeben; nur oftenbare Druckfehler wurden meist still- 
schweigend berichtigt und für alle in deutscher Sprache abgefaßten Abhand- 
lungen als einheitBdie Orthographie die bis tw knnem im Jonmal fttr die 
reine und angewandte Mathematik ttblich gewesene duichgeltthrt. ]>ie Seiten- 
zahlen der Originaldmcke stehen immer am äußeren Rande derjenigen Zeile, 
die das erste Textwort oder Forniflzeichen d^T betreffenden Seite i!» s Originals 
enthält. — Alle Arbeiten sind teils vor dem Drucke, teils wülu-end des- 
selben 'einer sachlichen Revision untenogen worden, und zwar die beiden 
geometrischen Abhandlungen I und II tou Stftokel, die beiden sahlen- 
theoretischen III und IV von Dedekind, von dem auch einige An- 
merkungen hpirüliren, die Ahbatidlung XVI von A. Hirsch, die übrigen von 
L. Schlesinger und lietlter. Die französische Arbeit X wurde von H. Vogt 
in sprachlicher Hinsicht revidiert; außerdem haben Lemke und II. Fuchs 
je eme Korrektur dar Druckbogen gelesen. — Der vorliegende Band ist in 
der vornehmen Ausstattung der von derselben Verlagshandlung verlegten 
Werke von WeierstraB und Schering durch dii' altbewährte Dieterieh- 
sche Universität.'^- Buchdruckerei in Göttingen hergestellt und mit einem 
ausgezeichneten Bildnis des Verfassers geziert; das Faksimile der Unter- 
schrift ist dem Manuskripte der Abhandlung entnommen, die der Verf. 
wenige Wochen vor seinem Hinscheiden zur SUcnlarfeier Abels fär die 
Acta Mathematica geschrieben, der letzten, die er noch selbst (am 15. Min 
1902) zum Drucke befördert hat. -- Es möge nun das Verzeichnis der 
18 Arbeiten folgen, über die, zum großen Teile klassisch geworden und der 
Gesdiiefate der Mathematik angdiSrend, noch ein Wort an sagen wohl flber- 
flllssig ist; herroigehoben sei nur, dsJ der vorUegende Band insofern ein 
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ganz besonderes Isteresw beaaqpniditi als er die BrslliBg8arbeite& von Fnehs 
entbllt, die auf euMm gaiis anderen Gebiete liegoi als dem der linearen 
Differentialgleicbangen, welches später seine eigenste Dom an c geworden ist. 
L De superficienim lineis cunratorae. Dissertatio inauguralis etc. 

Berlin 1H58, (40 Ö.) 

IL Integration der partiellen Differentialgleichnng: 4* (l^)*] 

^hy-b (fx)*]- ^ ^ 80—89. 

III. über die Perioden, weiche aus den Wurzeln der Gleichung w" = 1 
gebildet sind, wenn n eine snsammengesetzte Zahl ist J. fBr Math. 
61 (18G3X 874—886. 

IV. Iber die aus Einheitswiir/eln gebildeten komplexen Zahlen von 
periodischom Yerhaltou, in>bt'sondere die Bestimmung der Klaasenzahl 
derselben. J. für Math. 65 (1866), 74—111. 

Y., VI. Znr Theorie der linearen DüFerentialgleiehungen mit ▼erftndeilichen 
Eoeffixienten. Jahresbericht der städt. Gewerbesehnle an BerUn, 
Ostern 1865. J. für Math. 66 (1866), 121—160. 
VII. Zur Theorie der linearen Differentialgleicbun^ren mit veränderlichen 
Koefhzienten. (Ergänzungen zu der im 66"" Bande dieses Journals 
enthaltenen Abhandfamg). J. Ar Math. 68 (1868), 354—886. 
Vin. Die PeriodisitKtsmodoln der hyperelliptischen Integrale als Funktionen 
eines Faramet rs aufgefaßt. J. Hir Math. 71 (1870), 91 — 127. 
IX. Über eine rationale Verbindung der Periodixitätsmoduln der hjper- 

elUpLischen Integrale. J. für Math. 71 (1870), 128—136. 
X. Sur le d^veloppement en series des integrales des ^uations diffe- 

rentieUes lineaires. AnnaU di Hat. (3) 4 (1870/71), 86—49. 
XL Bemerkungen zu der Abhandlung: „l ber hypergeometrische Funk- 
tionen f»'" Ordnung' d. J. 71, 316. J.fürMath. 72 ( 1870), 2.'>5 — 282. 
XIL Über die Form der Argumente der Thetafunktionon und über die Be- 
stimmung von (0, 0, . . ., 0) als Funkion der Klassenmodulu. J. für 
Math. 78 (1871), 805—828. 
Xni. Ober die Iin< •aren Differentialgleichungen, welchen die Periodizitäts- 
moduln der Abel schon Integrale genügen, und über versrliitdene 
Arteu von Ditferentialgleichungen für d (0, 0, . . 0). J. für Math. 
73 (1871), 324—339. 
XIV. über die Barstellang der Funktionmi komplexer Variablen, inabeaondere 
der Integrale linearer Differentialgleichungen. J. fllr Math. 75 (1878), 
1 77- 223. 

XV. Uber die Darstellung der Funktionen kuniplexer \'ariablen. Anhang 
zur Abb. Bd. 75 d. J., 177 ff. — J. Itlr Math. 76 (^1874), 175—176. 

XVI. Ober Relationen, welche für die zwischen je zwei singolfiren Punkten 
erstreckten Integrale der Lösungen linMcer IMfferentialgleidhimgen 
stattfinden. J. för Math. 76 (1874), 177—213. 

XVII. Über die Abbildung durch algebraische Funktionen. J. für Math. 77 



(1874), 339—352. 
[. über 



XVm. Ober die Abbildung durch algebraische Funktionen. Anbang sur 
Abhandlung. Bd.77, 889ff.d. J.— J. für Math. 78 (1875), 888—889. 
Berlin-Charlottenburg. 6. Waixcmbbbo. 
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€. Christiansen nnd Johs. J. C. Müller. Elemente der theoretisohen 
Physik. Zweite Aufl. 352 Seiten. Leipzig 1903, Job. Ambr. Bartb. 

Du rflbinlidiit beloumte Book bietet in selur guter AofwaU «ne knne 
Oberncht Aber die aUgemeinen Methoden und über vMe der wklitigsten 

Probleme aus allen Gebieten der theoretischen Pbysik. Garnicht berfldc- 
sichtigt sind nur die geometrische Optik, dit- Dispersionstheorie, die Strahlungs- 
gesetze, die kinetische (Jastheorie und die moderne Elektroueutheorie. Die 
matbematiMbe Bebaudlung ist durchweg elegant und übersichtlich und arbeitet 
mit mOgliehst einfMben Ifitteln. 

Hier und da wire eine noch präzisere Scheidung zwischen Erfabrungs- 
tatsaohen, aus ilint'n trewonriciifn Abstraktionen und Hypothesen erwünscht. 
Auch dürften bei einer Neuauflage einige redaktionelle Änderungen zu 
empfehlen sein, z. B. in den einleitenden Sätzen der Abschnitte „Schwingende 
Bewegung*^ {p&g- 17) und JEnnere Knfte** (pag. 93). In der Glei- 

cbung ^ ~ y ^ ^ Jf iP^S' rechten Seite der Faktor 2. 

Die ersten Worte der Einleitung : „Der Physiker führt alle Erscheinungen 
anf Bewegtwgen sarflck**, entsprodien weder dem tatdtohliohen noeb dem ron 
den meisten modernen Physikem erstrebten Zustande der Wissenschaft. Ein 
Bndiment der ersten Auflage ist es wohl, wenn das 18. Jabrbmidert als 
das vorige, (laß 19. als unser Jahrhundert bezeichnet wird. 

Diese kleinen Ausstellungen sollen natürlich den Wert des Buches nicht 
im geringsten berabsetion. W«r M anfiDerkMm dnMbstodiart, sei es als 
Sinftthnrng in die theoretische Physik, sei es als Repetition, wird daaemden 
NutasB davon haben. 

Breslau. E. FjUHOSHuni. 

G. Jaeger. I>ie FOrtaähritte der Unettaolieiii Gaatiheoxle. Heft 12 
der Wissenschaft. Sammlung naturwissenschaftlicher und mathematischer 

Monographien. 121 Seiten. Braunschweig 1906, Vieweg u. Sohn. 

Als die kinetische Gaatheorie ihren Siege.slauf begann, galt es allgemein 
als Axiom, dali es das Ziel der Pbysik, ja der Naturwissen.schut't über- 
haupt sei, die Erscheinungen der Außenwelt auf Bewegungen zurück- 
anfÜmm, und die kinetische Theorie der Gase erscbien als der erste ver- 
heißmigSTolle Schritt snr Erreichimg dieses Zieles. SpUter kam diese Theorie 
— um mit Boltzmann zu rrden — aus der Mode, hauptsächlich weil ihre 
Fortschritte ein sehr langsames Tempo annahmen und nur durch hart- 
näckigen Kampf mit ungewöhnlichen mathematischen Schwierigkeiten und 
som Teil unter Zuhilfenahme recht willkfirlioher Hypothesen erreicht werden 
konnten. Und wenn auch die zielbewnfiteB Energetiker, welche eine 
mechanische Darstellung der Naturerscheinungen als unnütz betrachteten 
und auf solche Bestrebungen mit einem gewissen Hochmut herahsiiheu, 
auf den Fortschritt der Wissenschaft ohne wesentlichen EinÜuß geblieben 
sind, so hat sidi doch die Überzeugung Bahn gebrochen, daß die Aufgabe 
der Physik an sog gefaßt ist, wenn man sie darin erblickt, die Welt als 
eine Summe von Bewegungserscheinungen darzustellen. Zu dieser I herzeugung 
führten namentlich dip großen Fortschritte auf dem GeVüetc der inektrizität 
imd die allgenieine Verbreitung der Maxwellschcn Anschauungen über das 
Wesen der elektrischen und magnetischen Wirkungen. 
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In jüngster Zflit aber bind gerade auf dem Boden der Elektrizitite- 
lehre neme AneehaiuiDgeii «nporgewadiaeB, welche eine den Lehren von den 
Atomen der Materie völlig analoge Atouüstik der Elektrizität ins Leben ge- 
mfen haben. Und so sehen wir in dem der kinetischen Gastheorie früher 
besonders abgeneigten Reich der Eloktrizitätslehre nt-uerdings Methoden in 
Anwendung, welche denen der kinetischen Gastheorie nahe verwuudt sind. 
Es hat didier den Ansdiein, als ob dieie TheoriOf wenn auch in anderem 
Gewände und anf anders geartete Elementarteilohea angewendet, einer neuen 
Bifite entgegenginge, und deshalb muß es mit Bank begrüßt werden, daß ein 
Anf dem Gebiet der kinetischen Gastheorie wohlbekannter Forscher es unter- 
nommen hat, die Fortschritte dieser Theorie ohne allzu schweres mathe- 
matiaehee Bfliatieng kors nnd ftbersichtlieb danmsteUan. 

Dem Zwecke des Bnebes, jedem Ph3rsiker Tcrstindlich au sein, ist 
es sehr angemt ssoii, daß in einer ausgiebigen Einleitung (59 S.) zunächst 
ein Grundi-iß der Theorie gegeben wird, welcher in gedrängter Form die 
klassischen Arbeiten und ihre Ke.sultute darstellt. Dann folgt der eigent- 
liche Hauptteil des Werkes, die Besprechung der wichtigsten Fort- 
adiritte, welche seit Maxwell gemacht worden sind, hauptsächlich durch 
Boltimann, dann durch Sntherland, den Verfasser, Beingannm und 
andere. Diese Fortschritte beziehen sich teils auf die strengere Begründung 
und methodische Durchdringung der Grundlagen <ler Theorie, wodurch der 
Sinn des Mazwellschen Verteilungsgesetzes und des Entropiegesetzes klarer 
mtage tritt, teils anf das Oeseta der OesehwindigkeitmiteOnng untw die 
MoleUle bei ESinwirlning laßerer Erlfte, teils anf die Berflcksichtigung der 
rtLumlichen Ausdehnung der MolektUe und der zwischen ihnen wirkenden An- 
ziehungskräfte. Wir sehen, wie auf diese Weise eine Viessere theoretische 
Begründung imd zugleich eine den Tatsachen sieb besser anschließende 
Form der van der Waaltsdun Znstandagleiehung gewonnen wird, wie sieb 
fSr die Abhängigkeit der inneren Beibnng von der Temperatur ein theoretischer, 
duroii die Be<ibachtungen gut bestitigter Ausdruck ergihf , wie der Temperatur- 
sprung bei der Wärmeleitung zwischen Gas und fester Wand seine theo- 
retische Erklärung fmdet, und endlich, daß auch schon yielversprechende Ansätze 
zu einer kinetischen Theorie der Flüssigkeiten gemacht worden sind. 

Es wäre sehr erfirenlidi, wenn dieses Bnch dasu beitragMi wflrde, daa 
Interesse an der kinetischen Gastheorie neu zu beleben und eine rüstige 
Schar junger Forscher diesem in der letzten Zeit vernachlässigten Arbeite* 
gebiet zuzuführen. 

Breslau. E. Pru(OSU£im. 

Tlu Beye. Die Qeometrie der Lage. Zweite Abteilung. Vierte Auflage. 
385 8. Stuttgart 1907, A. KrOner. 

Nach dem großen Erfolge und der weiten Verbreitung, die Rejes 
Bnch bereits gefunden hat, ist es nidit nStig, den vorliegenden Band der 

neuen Autlage in seinem ganaen Inlialte zu l)es])rechen und zu beurteilen. 
Es genügt, das hervorzuheben, was verändert oder neu hinzugekommen ist. 
Die Abschnitte, die gänzlich neu sind, betreü'en wesentlich die Linien- 
geometrie. Sie sind auf Anregung von Herrn J oll es entstanden, dessen 
Untersuchungen einen grofien Teil ihres Inhaltes bilden, und behandeln eino 
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besondere, sehr interessante Ausgestaltung der Liniengeometrie, die sich den 
Bey eschen Untersuchungen über lineare Mannigfaltigkeiten geometrischer 
Gebilde nnmiltelbar anfBgfc. 

Die Anpassung der Liniengeometrie an die synthelisohrn Methoden. 
Poncelets und Steinfrs, welche die Grundlagen des Key»ischen Werkes 
bilden, ist nicht olnif KSohwierigkeit. Analytisch ist es sehr einfach und 
einleuchtend, daü zu Punkt und Ebeue die gerade Linie als gleichberechtigtes 
BuimeltnMiit blnzosntreten hat, daß Begelschar, Stnthleokoiigraeiis und 
StraUenkomplex als die Linien^^tleine von einer, zwei und drei Dimensionen 
zu untersuchen sind, und zwar /.uniichst die linearen Systeme, wobei die 
„lineare Regelschar" einer quadratischen RegelHäche anpehiirt. Synthetisch 
gelangt man aber zu diesen Systemen sozusagen nur aui Umwegen. Die 
Begelschar allerdings erhKlt num sofort ans don Sdinitt homdoger Ehenen 
zweier projeiktiTer Ebenenbfischel. Geht man aber von der projektiTen Zn- 
Ordnung der Strahlen- und 'EhcnonbiUidii aus, so erzeugt ein Strahlenbündel 
mit einem ihm zugeordneten Kbenenbündel eine allgemeine FlSche 2. Ordnung, 
zwei einander zugeordnete Ebenenbündel die Kongruenz der Bisekanten einer 
Banmknrva 8. (Ordnung. Diese Eongmeai ist von der 1. Ordnmig, d. h. 
dtatik einen beliebigem Ponkt geht eiM ihr aagafaliv«id«r Strahl, aber von 
der 3. Klasse, d. L in einer beliebigen Ebene liegen drei ihrer Strahlen. 
Die Kongruenz wird erst dann linear, d. h. von der 1. Ordnung und 1. Klasse, 
wenn die beiden Ebenenbündel zwei Ebenen entsprechend gemein haben. 
So tritt die lineare Kongruenz nur als Spezialfall einer allgemeineren Kon- 
gmenz anf. Ebenso ist es mit dem linearen Strahlenkomplez. mmmt man 
zwei prorjektive Strahlenbüschel, die in irgend zwei Ebenen des ftf^imwf 
liegen, inid sucht alle Strahlen, welche je zwei homologe Strahlen dieser 
Büschel sehneiden, so tindet man einen quadratischen Strahlenkomplex: die 
durch einen Punkt gehenden Kumplexstrahlen erfüllen einen Kegel und die 
in einer Ebene liegenden Komplexsfarahlen nmhflllen einen Eegelsohnitt Erst 
wenn die beiden erzeugenden Strahlenbüschel einen Strahl entsprechend ge- 
mein haben, wird der erzeugte Strahlenkomplex linear, dann gehen durch 
jeden Punkt und liegen in jeder Ebene die Strahlen eines gewöhnlichen 
Büschels. 

Eine systematisdiere Begrilndnngsart des linearen Strahlenkomplezet 
wird durch die Baumkurre 8. Ordnung vermittelt. Wie die Fläche 2. Ord- 
nung ein Pohir.<sffstem, so begrtbidet die Kaumkurve 3. Ordnung ein NtM' 
System. Nämlich die Schmiegimgsebenen dreier Punkte auf ihr schneiden 
sich in einem Punkte auf deren Verbindungsebene, und su tindet man die 
Zuordnung des Nnllsjstems, hei dem jedem Punkte eine durch ihn gehoide 
Ebene und umgekehrt jeder Ebene ein in ihr liegender Punkt entspricht. 
Die Nullstrahlen des Nullsjstems, d. h. die Strahlen, die in jeder Ebene 
durch deren Nullpunkt gehen, bilden aber einen linearen Strahlenkomplex. 

Man kann die lineare Strahlenkongruenz und den linearen Strahlen- 
komplex synthetisch auch dnreh 4 resp. 6 ihrer Strahlen festlegen, wie man 
eine B^lsdiar durch 8 ihrer Strahloi festlegt W«tm nlmlich 4 Strahlen 
gegeben sind, so erhält man alle Strahlen einer linearen Kongruenz, indem 
man durch je 3 der 4 Strahlen eine Regelschar bestimmt und durch je 3 
der so gefundenen Strahlen eine neue Kegelschar u. s. f. Diese Bestimmungs- 
art bildet keinen bequemen Weg zu den Eigenschaften dieser Strahlen- 
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•jttemd, ÜM wizd mbcr tob Bedentong, wenn nsB aun d«n lineann StnUcm* 
komplex als Elanumt aattJt und m linearen Systomeii von Strahkii- 

lEOmplexen fortschreitet Die Strahlenkomplexe nftmlkb, welche 4 StrahlMi 
gemein haben, haben im allgemeinen alle Stxahlen einer linearen Kongruenz 
gemein und bilden nach Rejes Ausdruck einen Jxomplexbüsdiei. Die Kom- 
plexe, welche 3 windschiefe Geraden gemein haben, haben all« Stnldeii einer 
BegdkBehar gamein imd bilden einen Etmy^teaBbüiM, Die Komplexe endlieh, 
w^ohe 2 Strahlen gemein haben, bilden ein KimpUxgcbügdh. Das lineare 
Komplexsystem höchster Stufe, den Komphj:u<ilil , wie Reve nach Jolles' 
Vorschlag sagt, erhült man, indem man die Komplexe aufsucht , die zu 
einem fest gegebenen Komplexe in einer bestimmten Beziehung stehen. 
Diese Beiiehang driloken Jollee und Beye to ans, daß sie die Koonpleze 
DullioTariant nennen. Sie ist analytisch dttr(& das Yenoibwinden einer bi- 
linearen Invariante beider Komplexe gegeben. 

Die Untersuchungen über lineare Syslenu' von Komplexen gewinnen an 
Beiz, wenn man insbesondere deren Hauptachsen aufsucht und die Lage und 
Yerteilong dieser Eauptacbsem im Baume erforsehl Unter anderem bilden die 
Hauptachsen der Komplexe eines Büschels eine metrisch spezialisierte Regel- 
flftche 3. Grades, das bekannte Zylindroid. Joll< s hat im Anschluß daran 
eine metrische Theorie der linearen Strahlonk()iij,iu< u/en ausi^oarbeitet, die 
er als ihre Fokaltheorie bezeichnet und der Keye einen kürzten Abschnitt 
im Anbange seines Buches gewidmet bat. 

Auch die ziemlich durchgreifende Änderung in der Terminologie ist 
auf Jolles' Einfluß zurückzuführen. Manche Begriffe treten dadurch viel 
plastischer hervor und erscheinen schftrfer umrissen. So sind die Bezeich- 
nungen Unisekaute, Bisekante, Trisekanie für die eine liaumkurve einfach, 
sweifach, drei&cb admeidendeu Geraden recht glflcklich gewihlt, sumal sieh 
ihnen Uni-, Bi- und Triplaiiare als die dual entspreehenden Begriffe gegen- 
überstellen. Wenn die Gesamtheit der Schmiegungsebcnen einer Baumkurve 
3. Ordnung als Ebenengewinde bezeichnet wird, so ist die Benennung wohl 
einfach and anschaulich, aber man vermißt eine ebenso einlache Bezeichnung 
flbr die Kurve selbst, wire es auch nur das etwas lange und ungeschickte 
Wort ,3AumkegelseMi% das der B ese icb n un g „BamDhyperbel", ^fiaxuat' 
ellipse", JSaumparaber für die einzelnen Arten dieser Kurven korrespon- 
dieren würde. Auch für die Flächen 2. Ordnung fehlt ein Ainfa^Ji^ Wort, 
dem englischen „tjuadnc'' entsprechend. 

Die Abschnitte, mlöhe dÜe Baumkurven 3. Ordnung und was damit 
nsammenhlngt behandeln, hat Beye einer grUndlichen Umarb«tung unter» 
sogen, und diese Theorie, welche den eigentlichen Glanzpunkt der synthe- 
tis<'ben (lei'nietrie l)ild»t, ist dadurch noch ab<,'f^mnd«'ter und durchsichtiger 
geworden. In den Anhang sind die meisten Abschnitte verwiesen worden, 
welche metrische Sätze betreffen, so die auch für die Mechanik wertvolle 
Untersuchung llbsr den Acbsenkomplex eines Nullsjstems, femer die Fokal- 
theorie der Flüchen 2. Grades, die an fast vergessene französische Unter- 
suchungen (von Chasles n. a.) aus der erston Tliilfte (l» s vorijt'n -lahrhunderts 
anknüpft, und eine damit in Verbindung stehende Bfhandlun^ kollinearer 
Bäume, die sich auf eine Arbeit von Smith gründet. Die Fassung dieser 
schOnen S&tse scheint aber fisst sn knapp, und man bedauert, sie nicht in 
ausfDhrlicherer Darstellung mit grOBerem Behagen geniefien sn kflnnen. Es 
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ist um so mehr die Zurückkaltung des Verfassers zu bewundern, der den 
didaktin^MB Zweck des Buches und damit xiisaiiiiDeiihängeud die Einludtiiiig 
«ines gewissen besdMidenen ümfanges sicli mm obsisten und unyerbrflck- 
lich festgehaltenen Gmndsatx gemacht hat Er hat deshalb anch ein echtes 
imd rechtes Lehrbuch geschaffen. 

Straßbnrg i £. H. £. Timbrdimo. 

P. Biebesell. über den Kurseohluß der Spiüen imd die Vorgänge 
bei der Kommntation des Stromes eines Gleioliatromankers. 

Dissertation. 64 8^ 1 Figmrentafel. 8^ Eiel 1905. 

Den ersten und wichtigsten Teil der vorliegenden Dissertation bQdet 
eine Kritik d«»r Arbfiten der Herren Arnold und >[iü (Elektro techn. 
Ztschr. 18'.M»; Arnold: Gloichstrommaschine, Berlin 1902 8), und auf diese 
Kritik soll hier hauptsächlich eingegangen werden, weil mit den Ergebnissen 
«leiselben andi das Folgende znm groflen Teile steht oder Tiehndir ftUt; 
denn, um es gleich von vornherein za sagen: die Herren Arnold und Mie 
haben in der Hauptsache Herrn Riebeseil gegenüber Recht; ihre Resultate 
lassen zwar z. T. pinn einfachere Herleitung und strengere Hegründung zu, 
sie sind aber in dem wesentlichen Punkte richtig, die des Herrn Riebeseil falsch. 

Es handelt sich um die Integration der Differentialgleichung der Euis- 
sddaAttromknrre 

und zwar nm dasjenige Integral, welches fOr « — 0 den Wert i»«r an- 
nimmt. Der Punkt x^O ist i. &. eine .singuläre Stelle der Differential« 
gleichung aber gerad'^ für dasjenige Partikularintegml, weldies fllr 

a: 0 den Wert i — J annimmt^ ist « — 0 eine regiiläre Stelle, da sich 

in diesem Falle die Glieder -~ gegeneinander aufheben und demnach ^ 

für X 0, i ^ J endlich bleibt. Man erhält dieses Integral am einfachsten 
d\irch Quadratur; das allgemeine Integral der Differentialgletcbong (1) 
lautet nämlich: 

T nnd t' sind positive Großen, und zwar möge t zunfichst keine ganze Zahl 
sein. Soll nun / = ./ für x =- 0 werden, so muß darin (7=0 i,'enommen 
werden, da sonst i für x 0 unendlich groß wird. Was der Verfasser gegen 
die SchluBweise des Hem Arnold eiumwenden hat, ist dem Bef. uner- 
findlich: der einzige aufftcft« Wert, den I für « — 0 annehmen kaim^ ist 
eben { = — Das fragliche Integral lantet also, wenn zur Abkflrznng 
der Integrand mit A bezeichnet wird: 

Af^iv dw lUtfiamlik nnd PIvalk. HL Bcflw. ZZXL 
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dasselbe läßt sich in eine mit J Wginnende, nach ganzen positiven Poteuzeu 
v<m st forteolireit«nde Potensreilie entwickeln, ire7<Äe, wie der Verf. richtig 
7<eigt, auch noch für x 1 konvergiert. Es ist das nichts Ungewöhnliches: 

t ist nämlich, wie \\ir sogleich sehen werden, eine mehrtvtrtif/e Funktion 
und dt'r singuläre Funkt x •» 1 ihr Verzweignngspunkt^ in welchem si» 
tttdlidi bleibt. 

Wir kommen mm za dem springenden Pmdcte: das dmwh (S) tu ekh 
detUiger WHm ftaUmmte Paridkalarintegral moB ftstgehalteD wetden; es 
darf nicht etwa neueti Borlingungen unterwoifinif sondern muß analytisch 
forfge!<eizt werden, und dann ergibt .sich erst, daß i von selber in iC — « 1 
den Wert i ^ — J annimmt Der Punkt x » 1 ist nach Poincares Be- 
leiehnung ein Knotenpunkt (noend), d. h. aAnfüclke Fartikolarintegrale nehmen 
in c — 1 den Wert « — — J an, also aueh das Litegral (2); das allgemeine 
Integral der IHffiBrantial^iehang (l) hat nlmlich in der Umgebung von 
x^l die Form 

.■-P(l-«) + c(i--'5)%-", 

worin P eine mit — J hcginnendo Potenzreihe und C di^» willkürliche Kon- 
stante bedeutet, in dieser Form ist also auch d;u> InLegial (2) enthalten, 
and die Frage, um die sieh nun alles drdit, lautet: ist fl^ dieses Integral C 
gleich Null oder nicht? Der Verf. beweist durch einige arge Fehlschlüsse 
(vergl. bes. S. 22 und 34). daß stets C = i) ist. Um den Verf. gaii/. sithf-r 
und ohne große Rechnungen zu übiT/ougcn, daß C i. a. nidit gleich Null 
ist^), nehmen wir die einfachere DiÜereutialgleichung, auf die Herr Mie in 
seiner Erwiderung (Ztschr. für Ifaiii. und Fliys. 58, 37 — 60) das ganse 
Fh>blem xnrückführt, indem er die Abweidrang der Eurssoblaflstromkarf» 
von dem geradlinigen Verlauf betraehtet: 

und bescihrSnken uns, um Weitlftutigkeiten zu Tenneiden, auf den FUl t < 1, 
bemerken aber ausdrüMidt, daß diese Beschränkung Ihnlidi wie bei der 
Bestimmung der Substitutionskoeffizienten der hypergeometriscben Reihe OM^ 
gthobm werden kam. Das Integral (2) lautet hier: 

T 

nnd swar wird < « 0 für 0. Um eine Entwicklung desselben in der 
Umgebung des Punktes x — 1 zu finden, setzt man 1 — « *-> |f nnd erhilt: 

w '-'"'{dj/'-"''^"' 

9 



V' InzwiBchcn hat Ilorr Riclicsell s<^inen Fehler fiTigPHehen (ß. T. Z. 1906, 
Heft &) und in der Zt«chr. für Math. u. Pbjs. »3, 337—370 selber Methoden für 
die BestimmuDg dw Eonstante 0 angegeben. 
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oder, wenn der Integrand zur Abkürzung mit B bezeichnet wird: 




Der zweite Teil Ton g iat eine mit ^ beginnende Potenzreihe: die 

Entwieldnng y<m « in der Umgebung von « -> 1, d. h. y 0 hat also in 
der Tat die Fonn: 

1 

worin C den woMäefinierim^ l a. «on NiM wnddidmm Wert fsdy be- 

0 

sitzt, sodaß // ■= 0, d. h. = 1 für r ein Verzweigungspunkt ist (Der 
Verf. hat auf b. 22 mcht beachut, daU die obere ü>Ug»üon.grea« 1 und 

nicht 0 ist) — Das bestimmte Integral fBdjf genflgt ftbrigens, aufge&fit 

0 

als Funktion von t', einer homogenen linearen Differentialgleichung zweiter 

Ordnung; vergl. z. B. Sohlömilch, HOhere Analjsis, 2. Band, S. 522 ff.). 

I '* 

Für T > 1 versagt diese ein&ohe Methode, weil dann f Bdy an der nntwen 

i) 

Grenze 0 nnendlioh groß wird; in diesem Falle fBhren, wie bereits oben 

hervorgehoben, andere Methoden (vergl. auch Mie 1. c. p. 46; die dortige 
Begründung kann noch strenger formuliert werden) /um Ziele. Tst t eine 
ganze Zahl, so tritt in (5) bei der Intepration ein Logarithmus auf, und 
zwar lautet das logarithmische Glied, wenn m der Entwicklung von B nach 
Potenzen von y der Koeffizient von jf' gleich C ist: 

(die Ableitung des Herrn Mie ist etwas sthwerfllllig). 

Soweit §§ 1—7, § 8, in weldiem die günst^ten Bedingungen für 
den fonkenfreien Gang der Maschine entwickelt wwden, bsaiert auf der 
Yoraussetzong C=Ü, muß also fallen. Die übrigen Paragraj)!)» ii be- 
ziehen sich auf die Form der nach dem zweiten Kirchh of fscheii Satze 
aufgestellten Differentialgleichung selber, indem mehrere Daten Ijcrücksu htipt 
oder Tervollsttndigt werden, die von den Herren Arnold und Mie vcr- 
naehlissigt wurden. 8o wird in § 9 die gegenseitige Induktion der Spulen 
berfioksichtigt In § 10 wird din koramutierendo elektromotorische Kraft, 
die von den Herren Arnold und Mie als lineare Funktion der Zeit an- 
genommen wurde, gleich einem Ausdruck v(m der Fonn a sin ((^ -f- 2 7rn7) 
+ fr COS 3irfi( gesetzt, worin tp den Bürstenverschiebungswinkel bedeutet; 
es wird betont, dafi die Bflrsten nicht in der neutralen Zone stehen dürfen, 
ond die Aufgabe gestellt, für eine bestimmte Stromstftike diejenige kommn- 
tierende EMK und <laniit diejenige T/afje der Bürsten zu finden, für welche 
keine Funken auttreten. In § 11 wird die vollständige DitTerentialgleiohung 
der Kurzschlußatromkurve aufgestellt; in § 12 werden die Hauptgleichungen 
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der Theorie der Gleichsirorndjumomaschine behandelt (Abhängigkeit der 
CMfien «T, «i und 9 Toneinaoder). In § 18 wird die Wirkang einer eiii> 

geschalteten Kapantlt untersucht, in § 14 die Wirkunn; der Eigenkapazitat 

der kurzgeschlossenen Spule (die ».Telegriiphi rigleichuny'Y V>on Schluß 
bildet die Angal)i> der bezüglichen elektrotechuiächen, physikalischen and 

mathiriiatisfht'u Literatur. 

Berlin-Charlottenburg. 6. Wallenbero. 

C. Block. Lehr- und Übungsbuch für den planimetriechen Unter- 
richt an höheren Schulen. Zweiter Teil: Unter-Tertia. IV u. Ö8 S. 
8^ Leipzig und Berlin 1906, B. G. Teubn. r. geb. JC 0,80. 
Aach der zweite Teil des Blooksohen Übungsbuches, von welchem Teil I 
im Bd. X 8. 180 besproehen wnrde, zeichnet sieh darch Klariieit und Sorg« 
fidt der Darstellung aus, sowie durch das Handinhandgehen von Lehr* 
Sätzen und Konstrnktionsaufgahen. Vermißt bat Ref. Konstruktionsaufg.Tben 
mit eeeebrnt-m Iiilialt, die sich an die Sältze über Inhaltsgleichheit und an 
die \'erwaudlaagsaufgaben naturgemäß anschließen. 

Gera. £• KcLLBICH. 



U. Thieme* Leitfaden der Mathematik für Realanstalten. Erster 
Teil: Die üntexBfeufe. Dritte Auflage. 128 8. 8*. Leipzig 1907, 
G. Freytag. geb. Ji 1,60. 
Die dritte Auflage des empfehlenswerten Buches weicht von der zweiten 
waac in ganz verein /»dten l'mikten ah. In gedrän-^'ter Form wird das raathe- 
mati.sche Pensum der Kealaustalten bis Uli einscblieülich geboten und für 
die geometiischeu Disziplinen zugleich Übungsstoff. S. 7 — 18 sind dem geo- 
metritehen Vorkorsiu gewidmet, 8. 18 — 89 der eigentliohen PlMumetrie; 
8. 89 — 99 bringen die Trigonometrie, S. 1 09 die St^^reometrie, S. 109 — 128 
endlii-h die Arithmetik und Algebra, liier ist in der neuen .Vuflage ein- 
gefügt die Veranächaulicbung der Zahlenreihe durch Punkte einer lieraden. 

Gera. £. Kullrich. 



Lackemann -Kreusehmer. Die Elemente der Geometrie. Ein Lehr- 
und Übungsbuch für den geometrischen Unterricht an sechskiassigen 
höheren Lehranstalten. Erster TeU: Planimetrie. Achte, YerbeMwt» 
und vermehrte Auflage. Zweiter Teil: Trigonometrie imd Stereometrie. 

Mit einem .\nbango: I. D« r I'niversal - Winkelmeßapparat. — II. Der 
neue Tr:ins]i(irteur für Winkelfunktionen. Tünftu, verbesserte und ver- 
mehrte Auflage. Beide Teile anter Berücksichtigimg der preußischen 
Lehrpllne Tom Jahn 1901. 186 8. n. 130 8. 8^ Breslau 1906, 
F. Hirt hart je Ji 1,80. 

Die Elemente der Geometrie von Lackemann-Ereuschmer geben 
auch in den neuen Aufhigen eine treffliehe Grundlage für den Unterricht 
ab. Uec-ht beaehtenswert ist der Anhang des zweiten Teils. Möchten doch 
überall Melivorgängc, wie sie dort beschrieben werden, „die Anschaulichkeit 
des Unterriehts, das Literease und das Yerstftndnis der SdiQler Ar trigo- 
nometrisehe Venueesangsniifgaben" eriiöhen, möchte flberaU die „LOsong von 
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jnr«ktisclien Auf<:a^f'n der Geometrie und Trigonometrie unter Verwendunf^ 
geeigneter einfacher Meßapparate'* in Angrifl" genommen werden! „Dabei 
werden die Grundlagen der mathematischeu Wissenschaften veranschaulicht, 
somit grOndlidi Tenurbeiiet und im innersten Kein Terstanden" wwden. 
Gen. E. Edlluoh. 



Am Soenig« Vdaiw&^kib» WmtlmniigwiTtflni Bd. 9. Goldene Scliiaer- 
bibliothek. Wie werde ich versetzt? Hilfsmittel zur Erzielung guter 
Haus- und Klassenarbeiten und um die Prüfung in die höhere Klasse 
zu bestehen. 80 S. — Arithmetik und Algebra I. Hd. 10 dt'rselben 
Sammlung. 94 S. — Lösung planimetrischer Konstrukiionsaufgaben L 
Bd. 12 derselben Sunmlttng. 88 8. Kattowitz und Le^ng ohne Jahres- 
lafaL Carl Siwinna, jedee Blndohen JC 1, — . 

Wenn es gelingt» einen Schüler, der in seinen Leistungen zurückbleibt^ 
dazu zu veranlassen, daß er sich mit besonders liebevollem Fleiß an das 
Nachlernen niaclit, so kann ein günstiger Erfolg auch in wenig aussichts- 
reichen Fülleu eiutroteu. Die goldene Schülerbibliothek: Wie werde ich 
Teraetit? will eine soldie Einwirkung anf ihre Leser ausüben; daneben will 
sie Hilfilbücher filr die Eltern der Schüler bieten, Anregungen für die 
Lehrer und ein „Universalmittel" für die Aliiturienten bei ihren Rejjetitionen. 
Bezüglii'h des Hauptzweckes bleibt zu wünschen, daß die durch die goldene 
Schüierbibliothek erstrebte Einwirkung in der Kegel dem Unterricht in der 
Schule und dem seitens der Schule eingefBhrten Lehrbach gelingt. Auch 
▼on den Ansnahmefdllen werden aber immer nur wenige so beschaffen sein, 
daß ein Bücherstudium dem Schüler Hilfe bringen kann. So dürfte die 
nutzbringende Verwendbarkeit der goldenen Schülerbibliothek eine recht 
begrenzte sein. A. Koenig hat in den drei oben angezeigten BiLndchen 
den i a. zwedkmAßig ansgewfthlten Stoff aasfCUirliöher dargestellt (nament- 
lich die An^henb^iaadhuif), als dies filr dM den normalen Yeriiiltnissen 
angepaBten Lehrbücher angebracht ist. Er hat absichtlieh Wiederholungen 
nicht vermieden und hat neben den Angaben über das „Wie?" auch solche 
über das „Wie nicht?" gemacht, um die Schüler zur Vermeidung von Fehlern 
anzuleiten. Die Frage „Warum?'* tritt demgegenüber gelegentlich zu weit 
znrflek, so bei der Vorseichenbestimmang für Produkte nnd Quotienten oder 
bei der Uulttplikation ▼on Brüchen. 

Gera. E. Kvllbioh. 

Mo^niks logarühmlfloh-trigonoiaetriBohe Tafeln. Sechste vermehrte 
Auflage, besoi^ von Johann Beidinger. XIV u. 100 S. 8^ Wien 
F. Tempsky nnd Leipzig G. Freitag 1906. geb. M 2,00. 

Hocniks Tafeln sind, wo man se( hsstellige Logarithmen inwendet, 

wegen des d«'utlichen l'ruckes und der klaren Anordnitntr zu empfehlen. 
Allerdings vermißt Ref. bei den Angaben der Differenzen für 1 " die Kon- 
sequenz. Teils wird die Differenz aus der sechsstelligen Tafel berechnet 
und steht dann gelegentlich mit der siebenstelligen Thfel im Widerspruch, 
teils wird sie aus der siebenstelligen Tafel entnommen, wobei sie umgekehrt 
zu der aus der sechsstelligen Tafel berechnettm iiu Gegensatz stellen kann. 
8.S6 ist z.B. für log sin 1<» 11' 10" und log sin 1<> 11' 20" nach dem 
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Verfahren der ßegeldeth auö der vorliegenden sechi>telligt;ii Tafel berechnet 
als Wert Ar Di 101,5 und 101,4, wlfarand ans aMboutelligen Tafeln 101,6 
and 101,S folgen wfitde. ümgekehrt iet B. S. 49 fBr log ein 10^ Ii' 

und log sin 10° 12' aus siebenstelligen Tafeln die Differenz angegeben als 
11,71 und 11, nO, wüliriTid «Ipr Rfgeldetriansatz aus Morniks Tafol selbst 
ergibt: 11,72 und 11,70. Pädagogisch ist das erste Verfahren vorzuzieheti. 
rechnerisch das zweite. £inlieitUchkeit dürfte aber fttr spfttere Auflageu 
m foidern sein. Da man fttr den ScSnilmiterrif^t mit fÜniisteUigen, oft andi 
mit vierstelligen Tiifeln auskommt, so ist es wohl am besten, wenn Beidinger 
das zweite Verfahren konsequent dorchführt 

Gera. E. Kuluuob. 



Q. Kößler, Die Fernleitung von Wecheelströmen. Mit HO Abb. u. 
VII Tafeln. VIII, 243 S. in 8^ Verlag von J. Springer, Berlin 1905. 

Preis J( 7, — . 

Mit der praktischen Behen'schung hoher elektrischer Spannungen haben 
sich die Leitangen auf weite Entfenrang nükditig entwiekdt 60000 Volt 
und 500 km beieichnen noch nicht die erreichten Grenzwerte. Dieser Ent- 
wicklung hinkte nun allerdinfrs die rechnfrisohe Rohandluntr der diesbezüg- 
lichen Strom- und Spannungsverteihing in Hf)chspannungs- Leitungen naeh, 
was dem Ausspruche des großen Theoretikers Ueaviside ^Die Theorie ist 
mat die Essens dar Pnudi^ entspricht. 

Der Yerftsser gibt in den vier ersten Absehnitten die ^mboUsche 
Darstellung und die Bechnungsregeln von Wechsolstromgrößen entweder als 
komplexe Zahl, wie es Steinmet/, in die ]>niktisrhe Klfktroteebnik eingeführt, 
hat, oder als e-Pot«uz, wie sie die Eulersche Gleichung bestimmt. Auf 
eine lange Leitung mit Selbstinduktion werden diese Vorführungen an- 
gewendet, ^rthrend im 6. und 6. Abschnitte noch die Ladnngseisdieinungen 
infolge Kapazität und das Verhalten von angeschlossenen Kondensatoren im 

Wechselstrombetriehe ii})erliaupt hinzutreten. 

Im 7. Abschnitte wml ein künstliches Kabel betrachtet und das Er- 
gebnis in drei Tafeln wiedergegeben. Je gleichförmiger die Verteilung der 
QrOfien lings des Kabels angenommen wird, desto mehr nithert es sich dem 
natürlichen Falle. 

Im 8. und 9. Abschnitt»* wird für d.is Kabel aus DitTerentialgleichungen 
die Verteilung der Spannungen und Stnune gewonnen. l)iese Darstellung er- 
heischt gegenüber der gewöhnlichen ohne symbolische Größen alle An- 
erkennung. HStte der Verfasser die hjrperbolische Trigonometrie benutzen 
wollen, 80 hätte sich die von Kennelly gegebene Form gezeigt. Die nun 
folgendt'ii Angal)en für Drehstromka'M'l \nr J^iiaiimingen von 3000, .0000 
und 1(M)0(» Volt sind recht nützlich. Der nml 11. Abschnitt erörtert 
das unendlich lange Kabul uud das eudliche am Ende offene. Eine vor- 
zügliche graphische Darstellung der Besultate muß hMrvorgeboben werden. 
Heaviside und Blakeslej haben die flbenraschenden Erscheinungen schon 
vor vielen Jahren aufgeklärt als die Ferrantlkabel den Praktikern Ruttel 
aufgaben. Alle diese knniplizierten Fragen finden im Buche eine scharfe, 
wenn auch viele Autuicrksamkeit erheischende Antwort. 

Das Sdilnßkapitel wird dem am Ende belasteten Kabd gewidmet 
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Es wird gvfonden, daB wlbst bei geringer Strombelastang und hohen 
Spannungen die Kapezit&t in Betimoht su ziehen ist, nnd daB die volle Au»> 

nutzang des Kupferqucrs^chnittes zufolge des Ladestromes nicht möglich wiL 
Am Ende wird noch für die Kabelfahrikanfen eine Anltntinip gegeben, wie 
ans den Kabeikonstanten die LeitungsgrüUen für verschiedene Längen ge- 
wonnen werden. Die Beatamuning än gflnstigsten Kabelquerschnittee bei 
Projekten beiohliefit das Werk, welches nach Inhalt, innerer und laBerer 
Form ToUe Anerkennung und weite Verbreitung nicht nur bei Eloktro- 
tf'bnikem, sondern auch bei den Physikern und Mathematikern verdient, 
welche um die Anwendung ihrer Wissenschaft besorgt sein wollen oder 
müssen. Von literarischen Hinweisen hat der Verfasser, jedenfalls aus raum- 
wirtschaftlichen nnd lehrmeisteilichen GrOnden, ginilich abgesehen. 

DeUt JosBP Kmsoo. 



Xax Benüuffd. Darstellende Geometzle mit BinsehluA der Sehatten- 

konstroktionen und der Porap^kttve. Als Leitfaden für den Unter- 
richt an technischen Lehranstalten. Oberrealschulcn und Realgymnasien, 
sowie zum Selbststudium lit'rausi:i .ceben. Mit 311 Figuren im Texte. 
Zweite, verbesserte und stark vermeiute Auflage. Stuttgart 1905, Hein- 
rich Enderien (Torm. Karl Aue). XI und 278 S. 8*. Pieis: Geb. 
M 6.80. 

Die Worte der Anerkennung, die dem Buche bei seinem ersten Er^ 
scheinen gezollt wurdt-nH, haben sich, wie das rasche Erscheinen dieser 
zweiten Auflage zeigt, als vollkommen berechtiget erwiesen. Der strebsame 
Verfasser war aber seitdem bemüht, seinem Buche noch mehrseitigere Ver- 
wendbarkeit SU geben, indem er den Stoff der ersten Auflage durch Ein- 
schiebangm ei^glnste, ferner die PerspektiTC als IV. Teil neu hinzulllgte. 
Der Umfang des Buches ist dadun h um 83 S. ^'ewachsen. 

Was die Einsehiebungen botritf!. so sind j»'t/.t die Tirennpunkteijjen- 
schaften der Kegelschnitte ausführlicher behandelt und einige für den Zeichner 
wertvolle Konslarnktionen Aber jUese Eurren hinzugekonunen. Die Aufnahme 
einiger Begriffe und Konstruktionen Aber Kurven im allgemeinen, insbeson- 
dere aber des Kapitels über die jfOr den Maschinenbauer wichtigen zyklischen 
Kurven ( unter Verwendunt: der einfachsten kinematischen Sätze) wird einem 
grüßen Leserkreis willkommen sein. Das Kapitel über Drehtlächeu ist durch 
die Umrißermittlung für orthogonale Projektion sowie verschiedene Beispiele 
Uber ebene Sdmitte erweitert worden, wobei die auf den Anfilnger stets 
verblliffend wirkenden Schnitte mit Tangentialebeu»*n in hyperbolischen Punkten 
mit Recht den Vorzug erhielten. Überhaupt erkennt niüu in dem Bu< he 
das Streben des Verfassers nach .Vuffrischung des nltlu ri.'^t laai litcn Lehr- 
stoffes der darstellenden Geometrie au Mittelschuiou durch Aufnahme ueuer 
wiisensflliaftlicher Gedanken, soweit sie dem Verstlndnis seines Schflier' 
kreises zuginglich sind, ein Streben, das bei der Abfassung mathematischer 
Lehrbücher für Gymnasien und Realschulen lülihafte Na« hahmunp venliente. 

In dem neu hinzugekommenen IV. Teil wird nach Krklilruuir der er- 
forderlichen Grundbegriffe /uei'st die Konstruktion eines Perspektiven Bildes 

1) Aich. Math. Phys. (t) 4 (1908) 8. S4S. 
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aus den Nomialrissen gezeigt („Geometrische PeiBpektive"), Dabei vermiMe- 
ich einen Parap'JiI'JiPD über die Wahl des Auges zur Kr/ielung eines günstitren 
Bildes, die crfaJiruugsgemiiß dem Anfiingpr 8fh\\ ieriirkeiten bereit»*!. Dann 
wird in der „freien Perspektive" die DiuchtiÜiruug der Cinindkoostruktionen 
wie: Zeichnen ebener Figviren, Ennitteliuig der Länge rmi Btreoken, Zeichnen 
von Kreisen etc., gezeigt und deren Anwendungen auf Schattenkonstruk- 
tionen und die Umnßenmttlnng von Drekflftchen, insbesondere der Kugel, 
geseigt. 

leb bin tiberzeugt, daß das Buch in seiner erweiterten Form uoch mehr 
IVennde gewinnen wLrd. 

Wien, im Juni 1906. E. MOllbb. 



Boehlemaiin, ProjektlTe Geometrie. 3. Aufl. mit 91 Figuren. 181 8. 
Leipzig 1905, Samml. Gflsehen. 0,60. 

Gegen die Torige Auflsge sind mir 9 wielitige Änderungen sa er- 

wBbnen, die wohl durch die damalige Bcsjirechunja^ in dieser Zeitschrift 
(siehe (3) <>, 163* veranlaßt worden siuii, erstens der Wegfall des Doppel- 
farbendrucks und zweitens die Hinzufügung eines i^aragrapbeo über die In- 
volutionen am Tollstftndigen Viereck und Vierseit. 

Berlin. P. Schafreitlii«. 



Mahler, Ebene Geometrie. Mit 110 zweifarbigen Figuren. 4. Auflage. 
Leipzig 1906, Samml. Göschen. Jl 0,80. 

Die Änderungen gegen die yorige Auflage, die in dieser Zeitschrift 
((3) 4, 161) besprochen wurde, sind nicht erheblieh. Einige Siit/.e und Kon« 
struktionen erhielten bessere oder einfachere Fassung', die Zahl der Tbungen 
i>t vermehrt und die historischen und sprachlichen Bemerkungen sind ergänzt 
worden. BelreÜ's der Figuren mochte ich mich gegen den zweitarbigen 
Druck ausspredien; die roten Linien weichen in den meisten Füllen dodi 
recht etheblidi Yon dem Ideale oner Geraden oder eines Kreises ab. 

Berlin. _ P. ScHAFHimiiir. 

jkrnold Emelu An introdnotioii to pMiJeotlT» geoiiM4ry nad im np* 

pliOMtiona. An analytie and synthetic treatment. First edition, first 
thousand. — New York, John Wilej & Sons; London, Chapman & WnU^ 

limited. 190:). VII und 267 S. 

Man kann innerhalb der Mathematik zwischen einer systematischen und 
einer praktisclua Bidibuig imtarsehmden. Die Vertreter der ersteren em- 
pfinden Toniehmlidi das Bedftrfius, ausgehend von mögliehst eng nmgrenrten 
Grundlagen in rein logischer Entwicklung zuerst das Allgemeinere und 

hieraus d;is Spe/.iellero abzuleiten. Sie interessieren sii h für die ganze 
Kette des Zusammenhangs, die diu Einzelerscheinung schließlich mit den 
Qrundsützeu und Grundbegriffen verknüpft Die Vertreter der praktischen 
Richtung andererseits sind bestrebt, von einer als feststehend betraditeteD 
Basis aus den gerade vorliegenden Zweck, sei es der Beweis eines einzelnen 
Satzes oder eine ganse Summe von Kenntnissen, möglichst schnell und leicht 
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xa*eiradi«a, wann dabei aach noch andere, nicht auf jener Basis stehend* 

Sstze als bekannt angesehen und benutzt werden. Beide Richtungen huhen 
ihre Berechtigung und and Ar eine gedeihliche Entwioklong der Mathe- 
matik unentbehrlich. 

Das vorliegende Buch ist in ausgesprochener Weise ein Erzeugnis der 
praiktiadien Bachtung. Es verfolgt den Zweck, den Leeer, hei dem anler 
der Elementargeometrie die einfachsten Elemente der analytischen Geometrie 
vorausgesetzt werden, in die projpktive Oeoraetrie einzuführen und mit ihren 
Anwendungen vertraut zu machen. Man muß zugestehen, daß beides trotz 
des geringen Umfanges des Buches in ausgezeichneter Weise erreicht wird. 
Der Leser, snmal deijenige, der sich die sahlxeiehen Übungsaufgaben sn 
Nutze maoht, muB notwendigerweise einen grofien Reichtum an Kenntnissen 
und eine namhafte Fertigkeit in ihrem praktischen Gebrauch davontragen. 

Kapitel I handelt vom Doppclverhältnis, von projektiven Punktreihen 
und ätrahlbüscheln, von der Polarität in bezug auf einen Kreis (Ö. 22 Z. 11 
mnA es wohl bsiBen point statt part, 8. 84 Z. 6 t. n. plane statt space). 

Kapitel II behandatt unter dem Titel XoUiHeatioH diese Verwandtschaft 
mit ihren wichtigsten SpeiialfMlen analjtiscli und konstraktiT. (8. 68 Z. 11 
lias ranges statt rays). 

Kapitel HI ist der Theorie der Kegclsdtnitte gewidmet und gibt deren 
wesentlichste projektive und nicht projektive Eigenschaften wiederum nicht 
nur analytisch smidem auch in darstellend geometrischen Methoden. 

Kapitel rV behandelt die Kegelschnitthüschel i 1 Scharen, fdhrt von 
hier zu der Steinersohen Transformation und den Kurveu TU Ordnung, 
deren Einteilung nach Newton gegeben wird, wälirend die Arbeiten von 
Moebius und H. Wiener keine Erwähnung linden. 

Kapitel Y endlich ~ woU das originellste des Bnchea — gibt An>' 
wenditngeti auf die Medianik, namentlich die graphisclie Statik. Aber auch 
in den übrigen Kii])itehi ist — mindestens in der Ableitung der Resultate 
— viel Origiuellüs euthiiiten, und allenthalben wird auf praktische An- 
wendungen, z. B. aus der Physik, Bedacht genommen. 

DaA mitunter ein Sats ohne ErwShnung yorhandener AnsnahmeflUle 
und doch ohne den Zusatz „im allgemeinen'^ ausgesprochen wird (i. B. 8. 24 
unten), darf bei der Charakterisierung des Buches nicht ganz unbemerkt 
bleiben. Der Praktiker erblickt eben in solchen Dingen gern Haarspaltereien 
des Sjsteuiatikers. 

Trotsdem wird das an die Spitze gestellte günstige Urteil gerechtfertigt 
erscheinen. Wir können das Buch aadi dentsclien Laaem nm so angelegent- 
licher empfehlen, als bei uns «in aiwiH<*^»f nieht sn eiistiersn sdieint. 

Kiel, April 1906. Lothar HBnmB. 

!• Grfinfeldy Zur Theorie der linearen Diflferentialgleioluillgei&. 

Jahresbericht der Realschule im 18. Bezirk. 20 S. 8®. Wien 1906. 

In der Einleitung gibt Verfasser eine historische übersieht über die 
Theorie der 1*^, 2**°, . . . n*^ Adjimgierteu einer homogenen lineareu 
Differentialgleichung n^' Ordnung ^Arbeiten von Fuchs, Frohenius, 
Thom4, Forsyth, Gels und dem Verf.); die n** A^nngierte ist identiadi 
mit der sogen. Lagrangeseben A^jnngierten; abgesehmi Ton dieser und der 
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1*" A^jimgierteii sind die Untinachangeii nodi nidit bis zu «inem !»• 

fiiedigenden Abschlüsse gediehen. Die vorliegende Arbeit ist in der Haupt- 
sache eine Ausgestaltung und Ergilnzung der im 124. Hände des J. für 
Math, veröffentlichten Abhandlung des ^'♦'rf. , die sich in.sbe8ondere auf die 
Konstanz gewisser bilinearer Differeutialausdrücke beu,eht; sie ist dem Au- 
denlcBii Ton Lasaras Fuebs gewidmet. 

Borlin-Chailotteiibiixg. 6. Wallsmbbbo. 



0* Wcinbftnm. Ble Spiegelung einm «»«utHniim» Bbwia in einem 
sa Uir MBkMolifemi MüMptiaitibiBm ZyUndtat, 60 8. 3 Figoreutafeln. 
8*. Berlin 1906, Hayer A MttUer. 

§ 1. Einleitung und Stelliing des Themas: Das Problem der Spiege- 
lung irgendwelcher Objekte in beliebig gekrflmmten Spiegelflachen ist seit 
langem Gegenstand teils experimentell-praktischer, teils mathematisch - theo- 
retischer ÜBtenaelitti^eii gswmm. Abinr Ina in die neueste Zeifci wie z. B. 
noch bei der Behandlung einer spiegelnden KugelflSdie in der „deiskellen- 
den Optik" von Engel und Schellbach, wurde f)ut immer stillschweigend 
vorausgesetzt, daß ein leuchtender Punkt stets fuir cht Spiegfl]>iM liefert, 
eine Annahme, die in Wahrheit nur fär „paraxiale" Stralileulmndel gilt, 
d. h. fCür solche, deren einzelne Strahlen der Verbindungslinie von leuchten* 
dem Punkt und KrOmmnngsmittelptmlrt unendlich benachbart sind. — > Die 
Tatsache nun, daß bei jeder anderen als der pixaaualen Inzidenz eine „ästige 
matische" Hoflpxion stattfintlot, d. h. daß man dann rtrri voneinander ge- 
trennte, eigentlich aus unendlich kleinen Linien Ih sI f liende Bildpunkte er- 
hftlt, ist zuerst von Ch. Sturm und Kummer, dium aber besonders von 
Beusoh, Neumann und Matthiessen graphisch und mathematisoh ein* 
gehend behandelt worden. — Die Arbeiten von Hode und Bieueck sind 
im \vp».f'nf liclirii naili M a t th ic ss en sehen Methoden aligcfaßt : si«> behandeln 
die speziellen Prohlcnu' dvr Spiei^clung einer Kugel in t^iner Kugel, bzw. 
einer unendlichen Ebene in eiuer Kugel. — Die vorliegende Arbeit ist nun 
ein ausfllhrlicberer Beitrag zur astigmatischen Spiegelung an gekrttmmten 
Fliehen; sie untersucht „die Spiegelung einer unendlichen Ebene in einem 
zu ihr senkrerbten geraden elliptischen Zylinder". Der Erörterung sind 
die von Neuniaun für die Brechung, bzw. Spiegehmg an beliebig ge- 
krümmten Flächen aufgestellten Formeln zugiomde gelegt. Die Formeln 
nehmen aber im Hinbliek auf die besondere Foxm der spiegelnden Fliehe 
sowie im Hinblick darauf, daH die su betrachtenden eLofkllenden Strahlen- 
bttndel konzentrisch sind, eine einihchere Gestalt an. 

§ 2. Die Xeumannsehen Formeln und ihre Umformung, o. Die 
Kurve des „Hauptuormalabschnittes*^ § 4. Apianatische Spie^'elung im 
Sinne eines wixUicb zustande kommenden, vom Objektpunkte getrennten, 
einheitliehen Bildpunktes ist beim eUiptischen Zjlinderspiegel unmöglich. 
§ 5. Umgrenzung und Einteilung der eigentlichen Untersuchung Die 
verschiedenen ("irufipen von Tn/idenzpunkten. 6. Ausrechnung der Bild- 
abszissen. — Deutung des Kesultates für die „erste" Abbildung. § 7. Die 
„seitliche'* oder „allgemeine" Inzidenz. § 8. Seitliche Inzidenz in gleicher 
Yertikalen. § 9. Strafende Inriden». § 10. Yertikal-noniiale T""dfnK 
§ 11. SeitUohe Emdens in gleichem Honsont § 12. Honaontal^nocmale 
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Inzidenz und Grundiuzideaz. § 13. Zeichnerische Veranschaulich uug der 
gesamten bisherigen Üntersnchong. § 14. Verftnderongen in der Lage 
des AogeBpunktes. SpeaneUe AngMqpunkte. § 16. Dbvkie LOmmg des 
Ptablems. 

Berlin-Ghariottenbiiig. G. WALLnranto. 

F. G011168 Teixeira. Tratado de las ourvaa especiaies notables. 
Memoria premiada por la Real Academia de ciencias ezactas, iisicas j 
naturales en el eoneniso ordinario a pnmios del afto 1897. — JL2U1. Bd. 
der Mem., Madrid 1906. IX und 68d a gr. 8^. 

Mit der Erfindung und Entwicklung der Tnftiiitosimalreehwnng ging das 

Studium dt-r S( hon aus dem Altertum überkommenen Kurven ^Kissoide des 
Diokies, Kuncboide des Nikomedes, Spirale des Archimedes usw.j, sowie die 
Entdeckung und Erforschung neuer Kurven Hand in Hand. Manche von 
diesm Kurven gingen auch als stereotype Beispiele in die Lehr- und Übungs* 
bficher der Differentialrechnung über (Pascalsche Schneoken und Kardioide, 
Lemniskate von Bcmoulli, Zykloiden 11. a.l. Aber noch 1HH2 konnte 
S. Günther in der kleinen Schrift „Pdriibolisdw Logaiilinn' n und para- 
holisciie Triyommetne '' (^Teubner) klagen, daß die deutsche Literatur so gut 
wie kmn Material biet« für die Stropboide, eine Kurve, die in Frankreich 
schon längst neben der Kissoide als klassische Kurve dritter Ordnung be- 
trachtet und vielfach studiert wurde. ^) Auch in andern Län<lern stellte 
sich infolge der Unzahl von Arbeiten über spezielle Kurven das liedürtnis 
heraus, eine Zusammenstellung der bekannten unter diesen mit Angabe der 
betreffenden Literatur su beritsen. Dieser Umstand veranlaBte die Madrider 
Akademie i. J. 1892 und wiedeiliolt i. J. 1895 als Preisaufgabe auszu- 
schreiben „die Herstellung eines geordneten Katalo^-^es aller Kxirven irgend 
welcher Art, die einen speziellen Namen erhalten halM'ii. in Verbindung 
mit gedrängten Angaben über ihre Gestalt, Gleichung und aiigemeiueu 
Eigenschaftem, sowie unter Namhilbnadiung der erstoi Entdedcer und 
Schriften, die sieh mit ihnen besohlftigtaL** IHeser Aufforderung kamen swei 
Gelehrte nach, der Italimer 6. Loria und der Portugiese F. G. Teixeira, 
letzterer einer der wenigen Männer, die Kunde davon <;eben, daß auch auf der 
iberischen Halbinsel das Interesse an der reinen Wissenschaft, speziell der 
Mathematik, nicht ganz erloschen ist. Beide Arbeiten fanden Ende 1897 
die schmeichelhafte Anerkennung der Akademie. ^IVI&hrend nun Loria seine 
Arbeit daraufhin erweiterte, um sie 1902 gleich in deutscher Sprache bei 
Teubner erscheinen zu lassen (Spezküc aif/ebrahche und trmiszrndcnte ibene 
Kurven; Besprechung in ds. Zeitschr. (3) 9, 1905, S. 48^ und so dem 
mathematischen Leserkreise ein Werk von staunenswerter Vollständigkeit 
schenkte, mußte Teixeiras Bearbeitung erst einer Übersetsung ins Spanische 
unterzogen werden, um in die Mcmorias der Madrider Akademie aufgenommen 
zu werden. Da aber diese ( bersetzung von einem Nichtmathematiker be- 
sorgt wurde, bedurfte es noch einer sorgsamen l berarbeitung, die der 
SekietUr der Akademie, Miguel Merino dem Werk /.u. teil werden ließ. Die 

1) Erst die ueue.ste «fünftel Auflage dc.M rini}\gsbuche8 sum Studium der 
höheren ÄncUysis von 0. SchlOmiich, besoigt von £. Naetsch (Teubner 1904), 
enthält auch die Strophoide. 
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Kraakbeit und der Tod dieses Mannes sind die Ursache, daü der yorliegeude 
Baad erst 1905 enoheineii konnte. 

Wenn wir nun von dieser nicht uninteressanten Vorgeschichte des 
Baches zu diesem selbst übergehen, so Hegt es natürlirli nah«', dasselbe mit 
dem Werk von Loria zu vt'r<,'leichen. Ilifr ist zunächst horvor/ulieben, 
daß Teixeira, während Luria sich aut die ebenen Kurven beschränkt^ 
etwa 70 Seiten den bekanntesten Baumkurren (Spirale von I^ppus, die 
Clelia des Guido-Grandi, die Lozodrome und andere spbftrische Linien, femer 
Schraubenlinien, die logarithmischen Kegelschnitte von Booth, die Huropter- 
kurve, die Bertrandschen Kurven n. u.) widmet, dazu noch 12 Seiten dem 
Studium der Poinsotscheu Pulhodio und Ilerpolhodie , von denen die eine 
eben, die andere gewunden ist Ein leiehtor tfberadilag ergibt infolgedessen, 
dafi das Loriasdbe Werk für die ebmen Enrren mindestens das Doppelt» 
an Text gibt Olmcbwohl enthält natürlich das liiu-li Teixeiras einiges, 
was bei Loria nicht so ausführlich steht, z. B. die Kouchoidm der Ellipse 
vom Brennpunkt aus, ein ausgedehnteres Kapitel über Spiralen und ähn- 
liches mehr. Im übrigen ist auch die Behandlungsweise der beiden Autoren 
ganz verschieden. Loria stellt den bistorisdien GestcSitspunkt Toran und 
bringt anter der Herrschaft dieses Prinzips die verschiedenen Kurven und 
ihre mannigfachen Erzeugungen auf die geschickteste Weise in Zusammen* 
hhn<^. Teixeira dagegen hält sich mehr an die Forderung der Akademie, 
einen Katalog herzustellen Er gibt eine Erzeugung an, leitet die Gleichung 
ab und IBgt .den Namen bei, oder er stellt gar die Gleiebung und den 
Namoi voraus und gibt die geometrischen Eigensdiafben hinterher. Sodann 
frilirt er mit großer Konsequenz bei jeder Kurve die Berechnung des 
Krümmungsradius, Rektitikatum uiiil ' Jn:i<lr;itur soweit möglich durch. Diese 
Art der Darstellung ist natürlich iür deu Leser etwas ermüdend und öde, 
nun NachscU^^ erweisen sich aber die erhaltenen Formeln recht brauch- 
bar und zuverlässig. Des weiteren stellt sich Teixeira, was er im Vorwort 
ausdrücklich hervorhebt, auf einen viel elementareren Standpunkt als Loria. 
Als Beispiel iühreu wu- nur an, «laü er in einer eigenen Note beweist, 
zwei Kurven, die durch lineare Traustoimation auseinander hervorgehen, 
stinden in der Besiehung d«r Perspektivität sa einander. 

Fassen wir all dies zusammen, so müssen wir sagen — ohne dem 
Wert des Werkes speziell für die spanische Literatur nahe treten zu wollen — , 
daß die Lektüre des Buches von Teixeira, nachdem wir das Loriasche 
Werk besitzen, bez. der ebenen Kurven nur für den Spezialisten Interesse 
bietst. Der Teil Aber die Baimiknrven aber gibt man^ Ergänzungen sn 
dem bekannten Artikel von 0. Sebeffers in der JEneffM&iadie m D 4, 
S. 185 — 868* Deutschen Studierenden würden wir das Buch gerne emp> 
lehb n, wenn nicht die äußeren Umst&nde es unwahrscheinlich machten, da6 
solche sich mit ihm beschäftigen. 

Spejer. U. Wi£L.£iTKca. 

U. B. Fine. A College Algebra. VIU u. 695 S. Boston 1905, 

Ginn u. Co. 

Der Verfasser sagt im Vorwort, „er habe versucht, die Theorie der 
algebraisidien Prosesse in ein«r, so weit als mGglicb, elementaren und fttr 
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den Unterricht geeigneten Weise ziisammenhängend und streng zu entwickeln^*. 
Iii «iiMm kttneran, emleitendMi Teile fUui er in du Gebiefc dtr Zahlen ein, 

der natürlichen, der negativen, gebrochenen, irrationalen und komplexen; 
hierbei stützt er sich auf Hamilton, Graümann, Helmbolt/. Dedekind, 
G. Cantor und versucht erfolirreioh, Klarheit und ( inimllichkeit zu ver- 
einen. Die Mode der Eint"ührui\g von Zahleiipaaren zur Begründung der 

komplexen Größen macht er nicht mit; t iat ]/ — 1; es geht auch so. 

Der iweite, der Hmaptteü, isl T<m «nBerordeiitlichtr Reichhaltigkeit, nnd 
eeine Bravehberkflit wird dnroh peaeend gewlhlte Beispiele eihSht; eine An- 
gabe der Reeoltate würde die Erhöhung wohl noch gesteigert haben. Bei 

der Verteilung äo9. Stoffes verfahrt dor Verfa.sser durchaus frei; man muß 
stets bedenken, daß er kein systematisch gegliedeiles Lehrbuch hat schreiben 
wollen, sondern ein Begleitbuch für den Unterricht, ein Textbuch. So tritt 
die Behandlung des Binomialfhearoms an drei Tersdiiedenen Stdlen auf; 
eo behandelt er zuerst die ganien Funktionen einer Variablen, die sich in 
Linearfaktoren zerlegen lassen, und zei^^ pr<t später, gewissermaßen als 
Krönung des Gebliudes, daß dies eine allgemeine Eigenschaft sei. Um einen 
Begritf von der Fülle des Stoffes zu geben, der vorgetragen wird, führen wir 
an: LSsnng der Qleichongen der vier niedrigsten Qrade; Kombbiatorik nnd 
Determinanten; poljnOBliBches Theorem; Wahrscheinliehkcitsreehnnng; Eli- 
mination; Konvergenz unendli«hpr Reihen; rekinrierende Reihen; unendliche 
Produkte: Kcttenbrttehe. Alles in allem geuoinmeu dürfen wir sagen, daß 
der Verfasser das Ziel erreicht hat, das er sich setzte. Wir können das 
Bnch als originell nnd branchbar wann empfehlen. 

Gießen. E. Ketto. 



U. A. Lainailt, Initiation mathömatique. Ouvrage etranger a tout Pro- 
gramme dedie aux amis de l'entance. lÖOG. Geneve: Georg k Cie., 
Paris: Hachette ft Oie. 8* Vm n. 167 8. 

Die Liebe zur Jugend und die Liebe zur Mathematik sind die beiden 
Angelpunkte der hübsehen Schrift. Jeder, der Laisants Sympathien teilt, 
wird die Schrift mit Intesessc lesen, auch wenn er nicht allen Einzelheiten 
zustimmt, ja am-h wenn manches auf die ftanzAsischen Verhältnisse Zu- 
geschnittene anderwärts nicht völlig paßt. 

Laisants Ziel ist: de faire penetrer dans l'esprit de l'enfant vingt 
fois plos de ehoees qa'on ne k fiiit, en matike math^nntique; ccla en 
ramosant, an lien de le tortnrer (8. V). Dnreh die Art, wie er den Stoff 
darbietet, ist für ,,Freudigkeit" beim Lemon gesorgt^ während du nAos- 
wendiglernen" und alles „Lau ereilen'' und ,,Quillen" der Kinder vermieden 
wird. Der Stoffumfang ist dem gesteckten Ziele entsprechend außerordent- 
lich groß, ja überreich. Eis werden behandelt: der Zahlbegriff, einfaches 
Addieren nnd Sobtrahieren, dann erst das Zahlensehreiben, die Besiehnng 
der Zahlen zu Punkten einer Geraden, algebrais(;he Zahlen, Multiplikation, 
Division, Primzahlen. Tküche, einiges aus der Geonietrie der Ebene und 
des Raumes, Zahlentheoretisches wie Quadratzahlen, arithmetische und geo- 
metrische Keihen und Permutationen, Übungen über die Kreislehre und 
Köiperberschnnng, die Verwendung der graphischen Darstellung mit hflb- 
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sehen Aufgaben, wie deux cyclistes poor ane bicyclette und la voiture iu- 
snffiMuite, der Begriff der aaal^rtifloliai Geometrie und haxmoiüeelier Be- 
ziehungen, zuletzt das geometrisch schembar beweisbare ^ndozon, daß 64 

und 65 gleich seien. 

Um Laisant gerecht zn werden, bfachte iiuiii zu difser Überfülle des 
Stoffes, was im besondern über die Geumetrie gesagt wird: 

§ 57 nons n'^dions neu du toat; nons apprenons simplemeiit k 
Toir les fignres et a savoir oomment on leg nomme, S. 106: bref, sans 
faire ancone etude geoinetrique quant a present, il (das Kind) prendra, 
par IVxppritncc, la connaissance , accompagnee de certitude, de beaucoup 
de verites dunt les demonslrations serout plus tard d'autant plus facilement 
assimilables und S. 115/6: tons ces rtsnltats sennrt obtenns plus tard. On 
ne les eommiiiuqae aetueUemeat a ren&nt qae poor lui rnidre poidblss 
certains exercices pratiqnes. Hais ne lui demandex pas de surobaiqger sa 
m4moirf> de toutes cps formules. 

Im Schluiiabschnitt berührt Laisant noch zwei für den mathematischen 
Unterricht wichtige Punkte. Einerseits kämpft er gegen die Vorstellung, 
daB für den Elementamnterricht eine besondere matbematisislie Begabung 
in Frage komme. Anderseits bezeichnet er es als Mittel für die Prüfung 
der Brauchbarkeit einer Schule: a visiter le materiel d'enseignement des 
poids et mesures, les instniments d'ai-pentagf etc. Kr bemerkt: si on vous 
repond qu'il n'y a rieu de tout cela dans la muiäon, sauvez-vous, et ne 
revenez jamais. Gerade der letitere Punkt Terdient weitestgehende Beadi- 
tung fOr unseren Sextaunterricht. Möge es nicht mehr vorkommen, da6 
mit Maßen gerechnet wird, die nicht ansch.aulich durch Versuche vorgeführt 
wurden, möge es im besondern keine Sexta geben, in der nicht Messungen 
mit dem Metermaß wirklich ausgeführt wurden, in der ein Liter Wasser 
▼or den Augen der Schiller mit 1 kg zusnunen auf den Schalen einer 
Tafel wage stand 1 

Gera. E. Evllbioh. 



U* Hollierer, Kurze Anleitung zur Berechnung von Fl&chen und 
Körpern für Schule und Praxis mit Hl in den Text gedruckten geo- 
metrischen Figuren. 53 S. 8°. Leipzig- Aarau- Stuttgart 1906, Ed. E. 
Mejer. 0,80. 

Die Anleitung will, ohne auf die Heileitung der Formeln «mugehen 

(was in einigen wenigen FftUen freilich doch geschiebt), Tonielunlich dem 

praktischen Zwecke dienen, den Leser instand zu setzen, Körper- und 
Flächeubereclinungen auszuführen. Ein bedauerlicher Mangel ist es, daß 
bei den Lösungen anscheinend die Vorschriften des elementaren Abkürzens 
nicht berfloksichtigt nnd. Es werden z. B. 8. 6 d) 5,42, S. 7 d) 81,56 und 
8. 62 8. Zeile von unten: 3,26 angefahrt, irittirend sich ungekürzt 5,4S89, 
81,569 und 3,2656 ergibt. Die Figuren waren besser schwarz auf weißem 
Grunde als umgekehrt geboten wonien. Einzelne, so die zu Nr. 28, sind 
zu klein. Manche Druckfehler, z. ß. die bei den Figuren zu 14, 15 und 
86, wo «8 Statt 52°, 45", 48* heiBt 6*20, 4-50, 480 sind recht störend. 

Gera. E. Evllrich. 
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P. de Lafltte, Easai aur le oarrö magique de N ä N nombres. lY u. 
28 a 8* PMis 1906, GMitliier-YUIars. Fr. 1,50. 

P. de Lafitte wttnseht „d'oflHr an leetenr im de eet amniants petita 
prdblemes qui aoUioitent et tiennent en ^eil la aagacit^ de noa jeunes 

apprentis mathematiciens". Es handelt sich nm die Aufstellung magischer 
Quadrate und Wtirfel aus w — nicht oder — Zahlen. Auf die Lite- 
ratur wird nicht eingegangen, doch werden die Ausführungen und Figuren 
dem gesteckten Ziele gerecht. 

Gera. B. Kulluch. 

M. Möller. Die abgekürzte Dezimalbruchrechnung. Sin Beitrag. VI o. 

37 S. 8«. Wien 1906, Allred Hölder. JC 0,90. 

Nach einleitenden Bemerkunpon , in denen sich die liebevolle und in- 
time Beschüttigung mit dem abgekürzten Rechnen kundtut, behandelt 
Möller die Frage, wann die Teilprodnkte beim abgekürzten Multiplizieren, 
je nachdem ob ein, zwei oder mehr Überstellen herlkAsIcfatigt wwdeo, Ter- 
sehieden ausfallen. Durch drei verschiedene Methoden bestimmt er dio 
„relevanten Fälle «ter Ordnung", d. h. die, in denen, auch wenn die «te 
Überstelle benutzt wird, die Fehlergrenze eine halbe Einheit übersteigt. 
Der Gesamtüberblick läßt die mathematische Wahrscheinlichkeit, daß bei 
dem Ablieben Verfahren eine fUsche StdiStmng der Fehlergrsnae eintritt» 
auch wenn es sich um mehr Teilprodukte oder um unvollstftndige Dezimal» 
hrüche handelt, sehr gering erscheinen. Die beiden letzten Seiten sind der 
Division gewidmet. 

Das Studium der kleinen Schrift kann namentlich auch denen, die ab- 
gekfirztes Rechnen zu untenrichten haben, wann emi^t^en wevden. Zwar 
wird von MOllers Besoltaten kaum etwas in den Schnlontemdit einfügbar 
sein, doch bildet die Lektüre der vorliegenden Schrift eine behendgenswnte 
Warnung vor falscher Darstellung des interessanten StotTgebietes. 

Die Bezeichnung periodischer Dezimalbrüche als Irrationalzahlen ist 
wohl m Versehen. 

Gera E. KuuiBroB. 

L. KrfigW« Zur Anagleichtuis Wideraprüche in den Winkel- 

bedingnngsgleiohnngen trigonometrischer Netze. VerötiVntlichung 
des Konigl. Preußischen Geodätischen Institutes. Neue Folge Nr. 25. 
Leipzig 19U6, B. G. Teubner. Ji 2,80. 

Wenn ein trigonometrisches Netz aus Beobachtungen der Dreieckswinkel 
hervofyegangen ist, so lassen sich ans den Nonnalgleichungen des Netzes 
die Korrelaten der Winkelbedingungsgleichungen leadkt durch die übrig* n 
Korrelaten ausdrücken. I>enn da die Verbesserungen irgend einer Winkel- 
gleichung in keiner anderen noehmals auftrHinn, so steht auch ibre Korrelate 
in der entsprechenden Normalgleichung mit keiner anderen Korrelate un- 
mittelbar in Verbindung. Eliminiert man nnn die Korrelaten der Winkel« 
bedingonpgleichungen aus den Kormalgleichongen des Netzes, so braudit 
man eine wirkliche Auflö.sunp nur für die reduzierten Normalgleichungen, 
die zu den SeitenbfdiiiguMtrsi:lei( hungen und den Horizontabschlü.ssen ge- 
hören, auszuführen. Zu diesen reduzierten Gleichungen gelangt mau auch, 



Digitized by Google 



80 



BflunMomn. 



iudem man die Werte der Korrelaten der Winkelgleluhimgen aus der zu- 
gehörigen Normalgleichnngen in die sur Beetannrang der Verbeawnmgeii 
dienenden Eorrelatengleichnngen einsetzt, und dann erst mit diesen aus den 
übrigen IJedingungsgleicliung'en die Nurnialgleichungen bildet. Diese Art 
der VVinkelausgleichung l>Hegt man als die ^^(■hlt«i*'l inachersclK' Methode 
zu bezeichnen. Daß man dabei auch noch vorher den Winkelgleichungeu 
dnrdi eine onvoUxtSndige Ansgleiebung genügt^ ehe man an die Anfetellung 
der Horixotttabschlüsse und Seitengleidrangen geht, gibt wohl eine hleinft 
Rechnungserleichterang, ist aber sonst unwesentlich. Im Gnmde genommen 
ist die Schleiermachersche Metliode nichts anderes als die Vorschrift, bei 
der Auflösung der Normalgleichuugeu eines nach Winkeln beobachteten 
Dreiecksnetzes mittels des 0 aufischen Algorithmus die lu den Winkel- 
gleichnngen gehörigen Normalgleichnngen an die Spitse so stellen, was — 
da diese am einfachsten sind — eigentlich selbstverständlich ist. 

Sind die B»'ol)arhtun;jcn für ein Dreiecksnetz derart crfolun. daß zur 
Ausgleichung der Widersprüche Kichtungsverbesserungen erfonierlich sind, 
so werden die Winkelbedingungsgleicbungcn durch gemeinschaftliche Ver- 
besserungen susammenhftngen. in den aus ihnen entstehenden Normal- 
glmchongen treten also ihr*- Korrelaten nicht mehr wie vorher einzeln auf, 
sondern sie konmipn stet«; in Verbinilung mit andern vor. Es wird daher 
im allszcmeiurn nicht mö^dich sein, in einfacherer Weise als durch den 
Gauüschen Algorithmus eine Auflösung der Nonualgleichuugen, die aus den 
Winkelgleichungen entspringen, zu geben, so dafi man mit ihrer Hilfe die 
Koirelaten der Wiokelgleidiungen, sei es aus den Korrelatengleichungen 
selbst, sei es' aus den übrigen Normalgleichnngen des Netzes, eliminieren kann. 

Dennoch gibt es viele Fälle, in denen si<!h einfach»' Auflösungen rin<len 
lassen, wenigstens wird man sehr häutig die Darstellung der Korrelaten 
der Winke^leiehimgeii auf die AufUfeui^ weniger Okidrangen sorttokfUhren 
können. Dies geschieht im fügenden mittels dar Auflösung der xu den 
Winkel gleichungen gehörigen Normal ^deichuugon eines Zentralsystems, einer 
einfach zusamTnciihängenden Dreieckskette und einer aus Vierecken mit Dia- 
gonalen bcstehouden Kette. 

Eine solche Auflösung der zu den Winkelgleichungen gehörigen Nor- 
malgleichnngen wird besonders dann Torteilhaft sein, wenn die Bedingung«- 
gleichnngen des Dreiecksnetzes abwechselnd nadi iwei Ghruppen, den l^kel- 
gleicbungen und d^n umgeformten Seitengleicbungen, ausgeglichen werden, 
oder wenn man sich des Annäherungsverfahrens bedient, bei dem zuerst 
nur die Wiokelgleichungen allein ausgeglichen und darauf nur die Seiten- 
l^eidiungen, die man für die Ausgleichung dnrdi Gleichsetsang der gegen- 
seitigen RiditungSTerbesserangen verein&cht, in Betracht gesogen wetden. 

Potsdam. L. EbOobr. 



Kobold« Der Bau des FizatoiiifljBtaiBn mit boaondMwi Berttoksiaih* 

tigung der photometrischen B^eoltate. Mit 19 eingedruckten Abbil- 
dungen und ',i Tafeln. [Die Wissenschaft Heft llj. XI u. 256 S. 

Braunsclnvoig 1**06, Fried. Vieweg & Sohn. 

Die astronomischen Lehrbücher können den interessanten Fragen über 
die Gi'fifie und Struktur des sichtbaren Weltalls nur einen geringen Baum 
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•widmen, und die Literatur über diese allen naturwissenschaftlich denkenden 
Beobachtern der Milchstraße sich autdrängenden Probleme, die man deshalb 
anter dem Nameo des galaktischeu Problems zusammengefaßt hat, ist so 
santreut, daß man nur mit Sohwierigkiit sich flW alle EiiiuUiAteii in 
nnterrichten fähig war. Wenn die „EnijklopKdie^' soweit enobieneii sein 
winl. so wird eine schnellere Orientierung über diese Literatur und die 
Resultate der Forschung wohl möglich sein. Alier die Wege, auf denen 
man zum Ziele gelangt, die Methoden der Beobachtung, die sich an mehr 
«der wamger wahneheblielie Hypothesen knflpfimden mathematiachen 
Theonen und die kritisdim niuneriicheB Beeknnuigen, an denen der YerfiMser 
aelbat einen wesentlichen Anteil hat, ins einzelne zu verfolgen, dies kann 
in einem enzyklopUdisehcn Wt-rke kaum gelingen, und so erscheint das vor- 
liegende Buch gerade zur re< hton Zeit, um den Lesern alle diese Fragen in 
guter Anordnung und klarer Sprache bis zu dem Abschloß zu beantworten, zu 
welchem die Foraehnng jetxt gelangt iii. Der Verfiuaer ist sieh selbst bewnBt, 
daß auf viele Einzelfragen erst von der Zukunft, der ein reicheres Material 
zu (Jebote stehen wird, Antwort erwartet worden kann. Immerhin dürfen 
wir eine große Anzahl von Resultaten als gesichert schon heute ansahen, 
und dieselben sind ja auch bereits in manche populäre Schrift übergegangen. 
'Eine solche soll das Torliegende Buch nicht sein; nur wer in die Werkstatt der 
Wissenschaft nicht bloß hineinzusehen, sondern tief einzudringen vermag, der 
wird von dem Buche Gewinn haben. Der Verfasser l&ßt keine von den 
Grundlagen des theoretischen Oebäudes, das er entstehen l.'lßt, unerörtert. 
In emem ersten Abschnitte werden die Beobachtungsmethodeu iür die Be- 
stimmung des Ortes, der Helligkeit, der Farbe, des Spektrums, der Ent* 
femung, der Eigenbewegnng nnd der Verteilung der Fixsterne behandelt, 
in einem zweiten die Resultate, welche diese Einzelbeobachtungen gezeitigt 
haben, genau auseinandergesetzt ehe in dem dritten das im Tii.l genannte 
Problem der räumlichen Anordnung des Universums zur Behaudhing kommt. 
Beigegelmi sind Tafeln der Sterne mit bekannter Parallaxe, derjenigen mit 
großer Eigenbewegnng und ein LiteraturTerzeichnis, sowie ein ansfOhrliehes 
alphabetisches Register. Da der Verfasser selbst das HjpoIhstisQlie vom 
Erreichten genau trennt, so haben wir in ihm einen durchaus zuverlässigen 
Steuermann durch don Ozean der Theonen. Vit lleicht ist es nur das 
Streben nach Vollständigkeit, das ihn zur Aufnahme von Bemerkungen, wie 
der von Baokhonse Aber die geradlinige Anordnung von Sternen in der 
Milchstraße veranlaßt hat. Es ist schon fnilit'r hervorgehoben worden, daß 
einmal dies« Linien nicht streng gerade sind, d;iü es zweitens leicht gelingt, 
beliobige andere Figuren, wie Blumen, aus den Sternen der Milchstraße 
herauszulesen, und daß in zutUllig entstandenen Verteilungen sehr vieler 
Pankte, s. B. von SandkOniem, immer sdehe nahesu geradlinige Anocd- 
nnngen sich finden lassen. 

Charlottenbing. H. Samtbb. 

Bdrnstein« Leitfaden der Wetterkunde. Zweite umgearbeitete und 
▼ennebrfe Auflage. XII u. 280 8. u. 22 TMxu Braunsehweig 1906, 
Friedr. Vieweg u. Sohn. geb. 6,80. 

Das Lob, welches wir der ersten vor 5 Jahren erschieUMien Auflage 
dieses Buches spendeten, kommt in noch erhöhtem Maße der neuen Auflage 

AiehlT dn M»tliaiii»UJi nnd Pbjrsik. Ui. K«Um. XJU. 0 
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zu. Der Verfasser luit si'h in allen Punkten mit Erfolg bemüht, die Re- 
sultate der neuesten Forschungen in den alten Kähmen hineinzuarbeiten. 
Dabei ist der Umfang des Buches um drei Bogen gewachsen, die Tafeln 
and um flhi^ danmter die große aus der Meleor. Zseh. bekannte Abbildung^ 
der Hagelwolke, Tennehrt worden. Von neueren Forschungsergebnissen 
notieren wir die über die Zusammensetzung der Luft, die lonentheorie der 
atmosphärischen Elektrizität, die Temperaturen und Bewegimgen der höchsten 
Luftschichten, die Lenardschen Beobachtungen über Grüße und Gestalt der 
Begentropfen usw. Wir b<^en, dafi das Buch tack a« mauehem alten viele 
neue Freunde erwerben wird. 

Gharlottenburg. * H. Samtbr. 

BeillUS. Der dynamologische Lehrgang. Versuch einer geschlossenen 
Naturkunde. (Sammlung naturwissenschattlich - pädagogischer Abhand- 
lungen Bd. II Heft 4.) X u. 132 S. Leipzig 1906, B. G. Teubner. 
Geheftet JC 4, — . 

Der Verfaaeer sucht zu beweisen, daß, wenn B»n einen streng logiseben 

Aufbau der Naturwissenschaften vor seinen Scbfllern aufführen will, man 
sich dazu eines besonderen Lehrgangs bedienen itihB, dessen Stufen er als 
Dynamologie, Meteorologie, Biologie, Technologie bezeicbaet. Trotzdem vrir 
viele gute Lehrproben in dem Werke finden, müssen wir doch betonen, 
daß uns eine solcdie streng logische Konstruktion des Sdiulunterridits weder 
möglich noch nötig scheint, und daß gegen den fiblichen Lehrplan schwere 
Bedenken nicht vorliegen. 

Charlottenbuxg. H. Samtes. 

M. T. R4)hr. Die optischen Instrumoute. 130 S. 

Franz. Der Mond. 132 S. und 2 Doppelt&feln. (Aus Natur und Geistes- 
weit. Bd. 88 und 90. Leipzig 1906, B. O. Ttubner. Gebunden je 
JC 1,25). 

Ob das Programm der schönen und preiswerten Sammlung, in er- 
schöpfender und allgemein verstiindiii li<'r Bdiandlung wiclitigo (ieldete des 
Wissens zu bieten, in den vorliegoniien Bändchen gerade genau verwirklicht 
ist, dies bezweifeln wir. Doch sind in dem zweiten Bändchen die wohl 
nur einem genflgend mathematisch vorgebildeten Leserkreise verstlndlicben 
Gebiete Uber die Bewegungen des Mondes so herausgehoben, daß sie über- 
schlai:en werden kc'mnen, tdine daß das Versl'ltidnis der übrigen litte. In 
bezug auf Vollstlindigkeit und Verständlit'hkeil und Lebhaft i^'keit lilBt das 
Buch vom Monde im übngeu nichts zu wünschen. Durch genaue Be- 
schreibung der Flutphttnomene, die ja nur sum Teil des Mondes Werk sind, 
wird das zu behandelnde Gebiet in durchaus erwflnschter Weise erlftntert. 
T>ie beigegebenen Mondlandschaften sind hübsch ausgefOhrt und die Obersichta* 
karte wird allen Dilettanten genügen. 

Ob es möglich ist, den spröden Stoff einer Theorie der optischen 
Instrumente einem nicht eindringend vorgebildeten Publikum Uar und an> 
sehaulieh zu machen, wisssn wir nicht, jedenfalls können wir die vorli^nde 
Behandlang nicht als ausreichend ansehen. Der Verfasser hat ein bedeutendes 
Werk aber das photographisohe Objektiv veröffentlicht; aber ee ist etwas 
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analeres *'in wisserischattliclics Uuch /.u schreiben und wis^enscliaftliche 
Gebiete Laien zugänglich zu mucbeii. Durch Weglassung mancher Einzei- 
kdten und grOfiere AnsfBhrlielikat bei d«n HanptMislien wire die gans 
gewiß nicht leichte Materie vielleicht der Auffassung auch scliwächer Vor- 
gebildeter nahe zu bringen gewpsen, bei der schweren Srhreihweisd des 
Verfassers ist es auch wissenscbal'Uich Gebildeten kaum möglich, ihm iu 
allen Austubnitigen zu folgen. 

Charlotienburg. — — — ^— H. Samtek. 

iürtroiiODilsQh«r XaUmdffr fOr 1906. Berechnet fttr den Meridian und die 
Polhöhe von Wien. Heraiugegeben von der k. k. Sternwarte. Der ganzen 
Reibe 68. Jahrgang, der neuen Folge 20. Jahrgang. 1 13 S., dasu Tagebnoh 

und Notizblatter. Wien, Karl Gerolds Sohn. 2,40. 

Das Buch enthält alle für den astronomischen Liebhaber interessanten 
Daten, wie Stemzeit im mittleren und Zeitgleicbung im wahren Mittag, 
die Fintteniiase, Vei&istenii^ien der Jnpitennonde, ein FizateniTeneichma, 
ein Yenmchnis dar Yerlndwlieh«!, von Doppelstemen, Nebelfleekeu nnd 
Sterahanftn, die Koordinaten der Hauptplaneten, der Sonne und des ^fondea 
in hinreichender .Xu.'^fülirlichkeit. Beigegeben ist eine hinreichend iiu.sfülirliche 
populftre Abhandlung von Dr. Holotschek Ober den gegenwärtigen Stand 
onserer Kenntmsae der veränderlichen Sterne, die auch die sämtlichen Hypo- 
theaan flr die Teraehiedenen Tjpan recht klar darstalli Wir kOnnen dem 
Kalender allen Interessenten, andi den Lehrern hQherer Scholen aagelegent- 
liehet empfehlen. 

Charlottenbttxg. ~ H. Samtbb. 

BSttger. Beiträge aur Geaohiohte und Methode dea chenaieohen 
Unterriehta in der Volkaaohole. VI und 78 S. Leipzig 1906, 
B. G. Teobner. M 1,40. 

ÜHeae yoa genauer Eanntnia der Literatur sengende Arbeit eines eifrig 

fBr die Einführung imd Ausgestaltung des chemischen Unterrichts iu der 
V«)lkssi-hule — leider eines Stiefkindes der Pädagopk - tätiifen Sehul- 
mannes wird nicht bloU für Volks.sehullehrer lesenswert sein, .sundern auch 
manchem au höhereu Schulen wirkenden wichtige Fingerzeige geben; denn 
besonders auf der Unterstufe sollte sidi die Methodik in beülen Kategorien 
iron Bildungsanatalten nicht unterscheiden. 

Gharlottenbnrg. H. SAima. 

Annnaire du Bureau doa Xiongltndafl. VI -f* 960. Paxis 1908, Oanthiar- 

Villars. Fr. 1,50. 

Wie in jedem Jahre hat das Bureau des Tjon^'itiides auch fllr das Jahr 
ll»08 sein Annuaire herausgegeben. Dieser Band enthält auücr den astro- 
nomischen Daten zahlreiche Tabellen aus der Phjsik, CSiemie und Technik. 
Angehängt ist dieimal u. a. die Abhandlung: La distance des astres et en 
particulior des ^iles fixes von Herrn 0. Bigourdan. 

Berlin. E. Jahhke. 
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1« Aufgaben und Lelirsätze. Lösungen. 

A. kntgahen and Lehrsitie. 

191. Über den Seiten n, h, c eines Dfi '«kes ABC sind drei gleich- 
seitige Dreiecke errichtet, und zwar so, daß das gleichseitige Dreieck liCA^ 
auf dersellxen Seit« der Geraden a liegt wie AJiC usw. Es sind die Seiten 
a^, &j. und Winkel aj, /j, dM zwaen ^Ä^B^C^ durdi die des gegebeneo 
anmdrflekeii. Der Prweß ist fortBusetmn: Aber a,* wieder drei 

gleichseitige Dreiecke mit den Spitzen A^^ J}|, zn errichten, und das 
A A^B^C^ ist nun zu untersuchen. U. s. f. Untt-r welchen Bedingungen 
hat der Prozeß nach einer endlichen Anzahl von Operationen ein Ende, 
d.h. stößt man auf Gebilde A^ß^C^^ die keine Drrieeke mehr sind, and 
weleker Art lind dann diese Ausartungen? 

Statt der gleichseitigen Drsiseks in TOfiger Aufgab« solUn gleieh' 
schenklig-rechtwinklige Dreiecke genommen werden {a, ^it ^i* ^ * * * 

sollen jedesmal die Hypotenusen sein. 

GremsmiUilen. Otto Meubsmeb. 



192, Gegeben im ein Körper -f- -j- o* und ein zweiter 
4?* + ^' + beider Sfdmitt ist m nnteiandien nnd «nf die drei- 

dimettsionalai Bftume « — 0, jr — 0, s — 0, « — 0 (die Eoordinateniiume) 
sn projizieren. 

Gremsmflhlen. Otto Mdssneb. 

Vom Nullpunkte 0 eines rechtwinkligen kartesisdien Koordinaten- 
systems tiigt m^n mf den Azen nach beiden Bichtangen hin die Sinhaits- 
stareeke ab; die Endpunkte mögen P., P_^, P,, heißen. Außerdem 
tragt man auf der positiven H&lfte der X-Achse die Sfereeke a bis Pg ab. 
Über PqP_^ als Durchmesser errichtet man den Halbkreis, der die jiositivp 
Y-Achse in Pj schneidet; über wird abermals der Halbkreis ge- 

sehlagen, sein Sohnittpnnkt mit der negativen Hftlfte der X-Achse heiße P^, 
mit P^ verffthrt man entsprediend nsw. Es ist dann also OP^ o, 
OPi — Ya, OPf ^Ya «iß. Es ist eine Kurv« mit möglichst einftusher 
Gleichung anzugeben, die durch die Punkte PoPt usw. gdit 

Gremsmflhlen. Otto MnaaiisB. 
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B. Lösungen. 

Zu 15 (Bd. I, S. 370) (E. N. Barisien). — La normale en un 
point M variable d'une ellipse de centre 0 renoontre le grand axe de 
Vellipse «n JV. Le point N se projetto m P sor OJf; la perpendicolaire 
Aerto ma N k NM rineontre OM «n Mcmtrer qat diMune des droitfls 
NP et KQ est normale a uns oUipw fixe. Trouver les lienx des pointe P 
et ^ et calculer l'aire de ces courbeg. 

Die Ellipse mit den Halbachsen a und h sei aut ein rechtwinkliges 
Koordinatensystem bezogen, dessen X- und Y-Achse mit den Achsen der 
EOqMe CTSummwifallen und deesen üxsprung im IGttelpankt 0 derselben 
liegen möge. Bezeichnet man die Koordinaten des Ellipsonpunktes M mit 
(«I, die des Punktes N mit (x', 0), so ist die Gleichung der Normele 

2rjf j^^p-j]]^ , wowuB lieh «'-^,a^ ergibt lllr«»-a«^ Herr 

Barisien behauptet, daß die Gerade NF Nonnale einer feeten EUipee sei 
Diese Behauptung ist nicht richtig. 

Ich bestimme die orthogonalen Trnjektorien der Geraden NP. Hat der 
gesuchte Ort auf den Geraden XP die Koordinaten (x, ff\ so stellt sich die 

Gleichung der Geraden AP in der Form dar: jfjfi'^ — ^as — Xj^ , oder da 

(^tPi) ^ £llipM angehört: 

/|:(.'-4)-4(.-;U)' 

oder 

Die Differentialgleichung dei orthogonalen Trnjektorien folgt durch Eli- 
mination von aus den Gleichungen: 

Da nun g^ — 2a*6*(a*^«;)yi — 2a'a^(a'Ä — e"«^), so nehmen 
jene Gleidrangoi, wenn noch = 1> gesetst wird, die Fonn en: 

Die Elimination von liefert die Differentialgleichung der orthogonalen 
Trajektorien: 

^ a^pi^+Pf^ - • 

und sie führt nicht zu einer Ellipse. Soll nämlich der gesuchte Ort eine 
Ellipse sein, so müßte die Differentialgleichung lauten: x-^py^ — 7~~-F — 

(vgl. 0. Schlömilch, Übungsbuch zum Studium der höheren AnalTSil, 2. Teil, 
2. Aufl., 1874, Leipzig, B. G. Teubner; S. HOfi. Nr. 31). 

Auch die Geraden SQ besitzen nicht die von Herrn Barisien behauptete 
Eigenschafti In diesem Falle wird die Differentialgleichung der orthogonalen 
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Trajektorien«+|>y = Y-|Tr ^ , die ebenfalls zu keiner £ilipäengleichaiig 

Die Gleichung des Ortes P ist: 

a* + y*)« (6 V + - e*6V. 

Diese Kurve Mchsten Gtades besteht ans swei ermmetrisoh sur X- und 
r-Achse gdegenen Blittem. Aus der Polughuchttiig r* - -^^ i,.co»»9 + a« sin«^ 
erkennt nun, d«A der Kullpiinkt, ein TierfiMther Pnnkt unserer Kurve, auoh 
Wendepunkt t und daß die F-Aehse Wendetangente ist 

Der Plicheninhalt dieser Kurve folgt aus: 



s 

' ^ a* J b>ooe'9 + a*rin*9 " 9a* 

Für a»^ ist F^O^ wie es sein moB. 
Die Ortdrorve des Punktes Q ist: 

8ie hat eine Bhnliche Gestalt wie die des Punktes P, beide Kurven be- 

rOhren sich in den Punkten — 0, y 0 und i:—, ff^O. 

Ich will Ar die Kurven der Punkte P und Q notk eine andere einfiMhe 
Konstruktion mitteilen. FQr die Kurve P gUt 

wonus unter Beaehtung der Ellipsengleichung 



6*008*9 -{-a*«in'9 * ^9 o '<* 



— — «, — cos 9 1^ gesetzt, so ist: « *= • v, und hieraus ergibt 



Wird 

C08<p ' a ^ o . ff 
sich eine einfache Konstruktiuu. Ahuliches gilt für die Ortskurve des Punktes Q. 
Der FlftchMoinhalt der letsteren Kurve ist gegeben duroih: 

0 

a 

-^"-2 J (6«röi«9 +^»8ii"*9)* ^9' " i a« * 

0 

Der Flächf'n Inhalt dpr zweiten Kurve kann in Beziehung zu dem der 
Ellipse, ihren Scheit«lkreiseu und ihrer Evolute gebracht werden Die Ellipse 

hat den Flächeninhalt E= <ih ti, ihre Evolute deu Flächeniuhalt D » j - 

Daher verhält sidi D:P=»a':6', d. h. „der Flächeninhalt der Ellipsenovolute 
verhält sich zu dem der Kurve wie die Quadrate der beiden Hülbachsen 
der Ellipse oder wie die Flächeninhalte des Haupt- und Nebeuscheitelkreises 
der Ellipse.'* 

Berlin. stud. math. Wbbnbb Gabdbckb 
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Za 47 (Bd. m, 8. 78) (0. Stoh). — Der Inhalt eines Edrpeis, 
welcher aus einer Begelflftche durch zwei parallele Ebenen geschnitten wild, 
läßt sich durch die Prismatoidformel berechnen. Bezeichnet man mit h den 
Abstand jener beiden Ebenen, mit g und G die Zahlen der in ihnen be- 
findlichen Gmndflftcben des Körpeis, endBoh mii JD die Zahl seiaes WM- 
sehnittes [d. i des Sdinittes in der dvrdi intteliiiinlEk Ton h parallel 
sn g und G gelegten Ebene], so ist der Inhalt des KOxpais 

Das vom AufgabensteUer bereits angedentete Beweisverfahren gestaltet 
sieh — unter Beibehaltung seiner Bezeichnung — im einzelnen wie folgt: 
Der Inhalt des zur Abszisse x gehörigen Querschnitte der Regel tliichf» 

bestimmt sich aus der Formol Q{x) ^Jifilz oder wenn man für y und z 
die Ausdrücke aus den Fläcliengleichimgen x^au, y= Y ^ ßu, »Z+^-m 

einführt, aus -J (Y + /Ju)d(Z + yn) (x-f- ^ a) d + ^ «). 

Berücksichtigt man, daß x iKngs des QnencUttes konstant ist, so geht 
der Ausdruck rechterhand Uber in 

Nun ist, wie unmittelbar ewichtliüh,yVdi^«i?. Setzt man noch 
/^Z+/V.(:)-B. fi^(J,)-A, 

so wird 

Q{x)^A9^+Bm + 9. 

Die Konstanten Ä und B ergeben sidi aus den Bedingungen Q — D 
und Qh — 

Aus dem quadratischen Ausdriicko fOr Q{x) folgt aber bekanntlich die 
'von Stolz angegebene Prismatoidformel. 

Berlin. stud. math. Wkkkek Gaeüeckk. 



Zn 64 (Bd. in, 8. 171) (E T.ampe). — Der Ausschlag « eines Pendels 
gegen die Ruhelage betragt 179°59'. Wie verhalt sich seine Schwingimgs- 
dauer T zu der Scbwingungsdauer Tq für unendlich kleine Schwingungen? 
^Für u 181)° ist bekanntlich 7'= oo). 

Erste Lösung. — Setzt man, wie üblich, 

K--!^— - K and / - — - K\ 



2K 



worin — sin y und h*^ oos bedeotei, so besteht die Oleiekung j — 
Da hier h nahesa n^eich 1 und Jt' sehr klein ist, so kann man die Entwick* 
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Inngmi Ton K wid JT* naeli PotenMn tob k* bmUtieii, welche (s. B. nach 
SebUmilch, Comp. d. höh. An. II. 8. Aufl. 1879, 8. 322) lauten 

K - ?f -..g i. - ^2 (4: i + i - - .^)»-. 

Mal 

r-;{,+2C:V.."".;")'*'"} 



««1 



Wegen der Kleinheit Ton ifc'« nn 80"— 0,0001464 - • • haben die SummeD 2anf 

die 7. Dezimalstelle keinen RlnfluB mehr, daher i>l f — ^ log ^ und Jf — Y' 

AUo ist mit derselben Genauigkeit 

l = log * - 6,507586. 

Aussig (Böhmen). stud. math. J. Kbuo. 

Zweite Lösung. — Man berechne aus dem Ausschlage a der Reihe 
nach «1, fl^r ffg, . . . mittels der Oleicbnngen (Landensche Substitation): 

«inf -tan«^, «in"*-tan«^, sin^--tan«*J • • 
80 folgt die Bchwingongsdaner T, welche sn 2« gehört, ans 



eoB» " coi"^^- ♦eoe•^•co■*^5s•" 
4 4 4 4 



Für « — ll%^b%' ergibt sich der von Herrn Krng gefundt^ne Zahlwert. 
Berlin. £. Lamps. 



Zu 76 (Bd. IV, S. 351) (W. Fr. Meyer\ — Trögt man in jedem 
Punkte P einer ebenen Kurv»- C an die Tan<;t'tite eine Gerade // unter 
konstantem Winkel y an, so umhüllen die Geraden eine Kurve E^y die 
im Falle, dafi / ein Rechter ist, in die Evolute E T<m C flbeigeilit. 

„Httt man einen Punkt P von 0 fest, so liegen die Berfihrungspunkte 
aller von P ausgebenden Goraden (j^ auf dem Kreise, der Uber dem Erilm- 
mungsradius von P als Durchmesser beschrieben ist.'* 

Erste Lösung: Die Kurve C habe, auf ein rochtwinkliges Koordinaten- 
system bezogen, die Gleichung y — fip^)- die Kurve zu finden, gehe 
ich aus von der CHocbung der Oeraden g^i 

^» 

wo a den Winkel bezeichnet, den mit der positiven X-Achse bildet, und 
wo sich (x}, auf die Kurve C, (£, y) auf die Kurve berieben. Da 

~ /'(^i) der RichtungskocfBzient der Tangente der Kurve C ist, so ist: 
^7 - » »i* /^(«.) - liervorgeht: i^u - j?!^^ - 
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8«tit min dieMo Wort in (l) ein, so ergibt rieh; 

F{x, y, X,) ^(y- y,) (1 — y[ ir/) ~ l'" - ^i) ^'i + tgy) = 0. 
Dnreh DifEarentiation nach erhftlt man, da f| » ^(^)* 

- - (y - yi) W'tgy - (i - Wtgy) yi - - ^i) yr + yi + tgy - o, 

woraus: ^ («— «i)^;' 

Um nnn den geomelrisdien Ort d» BerOhrongspunkte aller Kmren 

Jy mit den durch P=(ar|,jr,) gehenden Geraden zu finden, hat man 
jr, , y^ als konstant, t^';- dagegen als variabel zu betrachten. Die Sub- 
stitution des obigen Wertes von tgy verwandelt Gleichung (l) weiter in: 

y-yi _ yi' ~ y^) y" - + "i' '1 - - yr 

«-ii yiyr(«-*i) + (y-yi)yr-(i + yi)' 

oder 

U - yJ'yi" - 0/ ~ i/iKi + y'x') -^ (-^ - ^i)' ///' + (-^ - ^i) yi (i + yrj = 

Und diese Gleichung läßt sich leicht auf die Form 



bringen, wo 



s 



+ I»-, _.(> + yi")yi' „-.-+* + y" 

den Krümmungsradius der Kurve C, be/.w. die Koordinaten des Halbierungs- 
punktes von if bezeichnen. Der gesuchte Ort ist also in der Tat ein Kreis, 
der dA Krdmmimgiradiiis Ton P vom DordhrneMor hai 

Berlin. etnd. mafh. WsionBR Oaedeokb. 

Zweite Tjösung: Von zwei festen Punkten 3f, und mögen zwei 
Strahlen ausgehen, die sich in S schneiden. Drehen sich nun J/,.S' und M^S 
mit gleichen und gleichsinnigen Geschwindigkeiten um und 3f|, so darch- 
lioft ihr Schnittponkt den Umkreis Ton M^M^S. 

Es seien P und Q zwei unendlich nahe Punkte auf der gegebenen 
Kurve C\ dann schneiden sich die Normalen von P und Q im Zentrum Z 
des Kriimmungskreises. Eiu Punkt der gesucliten l'inhiUluiiLrslinie K,^, ist 
der Schnittpunkt ti zweier Geraden, die mit den Tangenten in P und ^, also 
anch mit den Normalen in P nnd Q denselben Winkel bilden. Daher liegt 
S auf dem Umkreise von PQZ\ dieser Kreis bertthrt natArlich die Tangente 
in P, ist also der Kreis über dem Krflmmnngsradins TOn P als Durchmesaw. 

Berlin, 12. Febr. 1908. E. Lampb. 

Zu 156 (Bd. X. S. .328) (0. Meißner) — Gegeben ist ein Dreieck 
ABC mit den Seiten a. h, c. dt-n Winkeln a, y und dem Flächeninhalt J. 
Gesucht werden alle eingeschriebenen, gleich wendig und ungleich wendig 
Ähnlichen Dreiecke A"B*C' vom FIleheniBhalte i 
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Vermischte Mitteüangoi. 



a) leh besohrliike mieli nin&dist auf den IUI, daß ÄSC imgleidiseitig 

ist und benütze folgende bekannte S&tze (EmmeHoh, die Brooardedien 
Gebilde. § 38, 9. Anm., § 61, 5. usw.): 

I. Es gibt sechs Punkte in der Ebene, deren Fußpunktdreiecke A^JSqCo 

dem ürdreiecke ABC uleichwendig ähnlich sind, und zwar 

I. den Umkreismittelpunkt 0: die Ecken A(u Bq, Co des zugehörigen Fuli- 

panktdreieckes liegen bezüglich auf a, 6, r. und der Fläi heninhalt ist ipl 0) = - • 

2 und :i die beiden Brocard sehen Punkte I) und K: die Ecken 
B'^ 6*0 der zugehörigen Fußpunktdreiecke liegen bezüglich auf c, a, 6 und 
d, c, o, und die Ittoheninhalte ttnd to(I>) ^^iß) ~ ^ sin*«, woVei » der 
Broeardsche 'Vinkel des Uxdreieoks ist 

4., 5. und 6. die Zentren der drei Apollonischen Kreise //, 3f ' 
und N''^ die Ecken Afy, Bq^ Cq der zugehörigen Fulipunktdn'iet ke liegen be- 
züglich auf a, r, 6 : r, b, a und 6, o, c, und die Flächeninhalte sind ' j 

• /T'N T ■in'fJain-j' . , Bin»y8in»a . /»-v . ain'asinV 

II. Es gibt femer fünf Punkte in der Ebene, deren FuBpunktdreiecke 
ÄcBqCq dem Urdreiecke ABC ungleich wendig ähnlich sind, nämlich: 

7., 8. und 9. die Eeken dee «weiten Brocardsdien Dreieeks X, M 
und N\ die Ecken A^^ Bq^ Co der lagehOrigen Fnfipunktdreiecke liegen 
besflglieh auf a, c, 6; c, 6, a und ^ o, e, nnd die Fllotbeninhalte sind 

= ^ sinn, io(3/) -(sinV, »o(A') - J «Q**» 

wobei k, fi und v die Winkel zwischen den Seiten, und ihren sageordneten 
ßchwerlinien im Urdreiecke sind. 

10. und 11. die durch Inversion am Umkreise aus den Brocardscheu 
Punkten 2> und E entstandenen Punkte D' und if; die Ecken AofBo^Ci 
der EugehOrigeu Fu^nnktdreiecke liegen besOglidk auf e» b und 5, o, 

und die FUcheninhahe sind ^)(i>')-«o(^') - 

b) Es werde allgemein irgend einer dieser elf Ponkte mit JP bezeichnet 
Die Lote PJt, FB% nnd PCi mögen nun um P im positiven oder negativen 

- Sinne um den Winkel $^ gedreht und gleichzeitig iiu Verhältnisse 1 : cos 0^ 

verlängert werden, dann bleiben die Endpunkte auf den Seiten des Ur- 

dreieckes und lnlden ein eingeschriebenes Dreieck A B C' ~ A^B^Cq ~ ABC 

»oW > 
mit dem Flächeninhalt ^lo't der — i sein soll Ist daher i^i^{P) ge* 

gebw, so lassen ndi ans jeder der elf Gleichungen 

(m) CO. 

1) Hat ein Punkt P von den Seiten a,b,c die Abtttttde x^y^z SO ist der 
Flächeninhalt seines Foßpuoktdreiecks bekanntlich: 

i^mm^iyttma -f^xiin^ + xyiiny). 

Die flenkreobten Abstände x, s (Nonnalkoordinaten^ der im Texte angegeboneu 
Punkte und bekannt (Emmerich, 1. c. Anhang.), daher komite überall aa- 
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entweder swei reelle (spitze) Winkel ± oder nur wa Wert 0 0, oder 
keiB reeller Winkel B finden. Die Anuhl der reeUmi LOeiugen f&r 0 

aas diesen elf Gleichungen (m\ welche ^22 ist, stimnit demnach mit der 
An/.ahl der einpreschriobenen, glcichwendig und unglriohwendig fthnlkben 
Dreiecke A'B'C' vom Flächeninhalte i überein. 

c) Ist ABC gleichschenklig, etwa 6 >— c, so f&llt vom zweiten Brocard» 
sehen Dreiecke die Seke L nach O, die Ecke M nach D und die Ecke 
N nach E, desgleichen tällt L' ins Unendliche, 3i' auf D' und auf E'; 
es gibt hier also nur 5 Punkt<^ nilmlich 0, T), E, T)\ K\ dpren Fußpunkt- 
dreieckp mit dem Urdreieck»' iihnlu h sind (ein l'nterschii'd zwischen gleich- 
wendig und ungleichweudig ühnlicb besteht hier nicht j, und daher nur fünf 
Gletehiingen (m) für 9 mit hOcbetens sehn reellen LOenngen. 

d) Ist ABC gleichseitig, so fallen von den vorigen fünf Ponkfeen D 
und E nach 0 und D' und K' ins Unendliche, weshalb also hi»'r nur eine 
Gleichung (m) mit höchstens zwei reellen Lösungen ftir 0 auftritt. 

e) Aus diesen Betrachtungen ist ersichtlich, daß die Aufgabe insofern 
inkorrekt gvatellt ist» als nidit ,^drei evidente'* Lösangen Torkommen; denn 
die Ansakl t der LOenngen genfigt beim ungleichseitigen Dreiecke der 
ün^eichnng 0 ^ r ^ 22, beim gleichschenkligen Dreiecke der Ungleichung 
O^^^IO und beim gleichseitigen Dreiecke der Ungleichung 0^z^2. 
Die Lösvmg auf Seite 107 in Bd. XII berücksichtigt nur den Brocardschen 
Punkt D, dessen Fudpunktdreieck t,-« / tin'«» iet; daber werden bloB zwei, 
eine, oder keine LOaung geftindoa, jenachdem 

J^-j oder ^^sia'e». 

Diese LOeong ist demnach nnToUstlndig. 

Aussig (Böhmen). stud. math. Josbf Eruo. 



Zu 178 (Bd. XI, 132) (G. Kober). — Eine Antwort anf die «rate Frage 
ist auch TOB Herrn stnd. Arthur Wieferich (Uflnster) eingelanfan. Bed. 



Zu 180. (Bd. XII, S. 91 ) (G. K.)ber(. - Die Gleirhune einer kubischen 
Pisrabei Pj sei «/ = Oq -f (i^x-\-a^x- + '/j.r^. Diese Gleicluing kann man schreiben 

^~ = a, + + <uid daraus erkennt man, daß 1^ das Erzeugnis 

des Strahlenbfischels 

(I) "-^'^ - i 

irad der ParaUehitrahleninvolution 

(II ) Ol -I- a^x -h ajflc* = A 

ist. Der Scheitel des Büschels (I) ist der Punkt A (siehe Fig.), in dem 
die //-Achse schneidet; seine Koordinaten sind 0, a^. Die Strahlen der Invo- 
lution (Ilj treffen die Pkrabel y — + a^x + a,x', die mit P bezeichnet 
werden möge, in den Punkten, in denen sie auch Ton den Strahlen dee Bflschels 

(m) jf-a, 
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Sebettel der nnendliob entfmte Pnmkft dar «»AdiM ist, geschnittoo 
1, und diese Schnittpunkte werden also Ton den StraUen der InvolutioQ 

auf die a:- Achse und auf jede zu ihr parallele Gerade projiziert. Die Parabel 
P schneidet die Achse in dem Punkte dessen Ordinate ist; ihr Scheitel 

C hat die Koordinaten — , 

. Der Schnit^unkt der 

Parabelachse mit derKurvePgSeiZ). 

Ja des StraUenhOseheln (m) 
nnd (I) entsprachen oiuuidar die 

Strahlen «»o. und ^o.; 

enlerar ist die PursUele dnxch B 
rar «-Adise, letxterer die Tan- 

1^ gente von P, in Ä. Femer 
entqnechen sich die Strahlen 



\ 

^ 


1 


r 










1/ 


// 








— TT 
/ / 




/\ 
1 /; 

r 



and 



4fli fl, — <i| 



ersteror ist die Parallele durch C zur x- Achse, letzterer die Tangente von in 2>, 
Das Erzeugnis der beiden projektivischen Strahlenbii.s( liol (III ) und (I) 
ist die Hyperbel y (.r — l) = — a^ ; sie heiße U. 8ie geht durch A und hat 
die Asymptoten a; = 1 und ^ ™ 0. Für die Schnittpunkte von // und P gilt 
die Oleiehong 

i—x ~ * + ^^^^ «0 + "i^ + + "«^' ~ (*i + + ^V^) — 

Diese Gleichtmg genügt auch den drei Schnittpunkten der Kurven P, und P. 
Demnach schneidet die Hyperbel // die Kurve Pj außer in Ä noch in den 
drei Punkten 6r, in denen P^ von P getroffen wird, i'unkt Ä ist immer 

reell; dagegen kOnnsn iwei der Punkte Ej G imaginär sein. 

Anmerknng: DieFignrentqpriohtderOleiehungy l +lx—\a^-\- \jc^, 

PrenzUo. W. Steoemahn. 



1 Anfragen und Antworten. 

(Yacat.) 



3. Kleinere Notizen. 
Das regelmäßige Tiernnddreißlg-Eek. 
1. Aus Fig. 1 läßt sich die Gleichung ablesen: 

(I) 2sin¥« + 9>m>,^« + Ssin|a + 2sin|o-il + 3siB^a + 2sin|a 
+ 2sin|« + 3 8in|« 
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oder auch folgende: 

(n) 2ooB«r + 3oMSa + 3e<M5a + 2oM7a — l + 2fi082a + 3eM4« 
+ 2 eM6a + 2 cos 8«. 

AJlgemein kann maa für emen Winkel a « 4,f^^i 0* ^® guue Zahl 

^ 1) sidi folgende Konstniktioii (s. Fig. 2 a und 2 b) ausgeflihrt denken. 

Vom Scheitel aus sei auf dem 
einen Schenkel eine beliebige 
Strecke » 1 abgesehnitteii, am 
I den EodpQokt des Absdmitts 
ein Bogen mit dem Halbmesser 
1 beschrieben, um den Schnitt- 
punkt iliesps Hogen.s mit dem 
' andern Schenkel sei wieder ein 
Bogen mit dem Halbmesser 1 
geseihlagen, und das Verfahren 
sei fortgesetzt, bis die ganze 
Figur ein gleichschenklif^'es 
Dreieck mit dem üasiswinkel 
2»« werde. Von den 2f» Teil- 
dreiecken liegen n mit den 







llif.1. 



1%. t«. 



Fl«, tk. 



Basiswinkeln a, 3a, • • • (2n — l)a dem einen Schenkel, n andere mit den 
Basiswinkeln 2», 4a, ■ • • 2 na dem andern Schenkel an. Das letzte Teildreieck 
ist stets dem ganzen DreieclM Ihnlich. FOr den rnnftehsten Fall, m 1, 

c s= y , ergibt sich die altbekannte Figur zur Herleitang der Konstruktion 

eines Winkels von 36**. 
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Aus Fig. 2a and 2b lassen sich für « •> -^ ^^^ dis aUgvnifllnea fomeln 
ablesen: 

am — ^ — a — 2 an — ^ — a + '- ' + Ssm-l« — 2iinY— ^1 

oder 

Scosa — 2coB2a + *>* + Sooe (2« — l) « — 2 ooi 2nu — 1. 

Die letztere Formel l&ßt sich auch schreiben 

2 cos a + 2 cos 3« + • • • -f 2 cos (2h — l) u 

+ 2 cos (2i» + 1) « H + 2 cos 1,4» — Ij o — 1. 

8. In ihnlioher Weise IftBt nch die Gleichang (II) acbreiben: 
2eoBa + Soos8a + 2c(M5a + 2cos7a + 2oos9« + Sc<M IIa . 
+ 2 00« 18a 4- 2 OOS 15a — 1. 

Nun kommt es nach (iauß'j an auf ilcu Ausdruck 

cos a + COS 9<>( + cos 13a 4- cos 15a — sin o — bin ^ a — sio I a sin */a. 

Setxt man in der Gleichung (I) 

sin^a + 8in<{-a + ain|a~8infa~jB^, 

sin I » 4- sin I « + sin y o — sin **a x,, 

so ist jc, — j- tührt man die Multiplikation x^x^ aus und wendet auf 
die Teilprodukte die Formel sin sin y = | [cos — y) — cos {ß -\- j )J an, 
80 findet man 

z^x^ — 2coea — 2co8 2a + 3cos8a — 2oo8 4a + 3co8 5a — 2oos6a 
+ 2 cos 7« •<> 2 OOS 8«, 

also nach Formel (II): .r, 1. 

Setzt mau weiter sui y a + sin ^ « =-= i/j, sin | a — sin ^ a = ^j, so ist 

i^i - - , 
9x9% i (*^* " ~ 2" + cos 3a — cos 4a 
+ COS 5« — OOS 6a + 008 7a — CO« 8a) — \, 

Ebenso ergibt sieh fBr «in " a + «in i « i^ii ein a — sin | a ji^ 

^1 — «I -= J,, z^z^ \. 

Endlieh findet man 

«in ''a sin y a « Y (cos 6a — co« 7o) ■« \ (sin | a — mn *• o) = i y,. 

Für die Sehnen der doppelten Winkel aber ergeben sich die (Jleichungen 
chord 11« -f chord In - uhord oo — flutrd 3a) = 2jCj =» tt|, 
chord 13a chord a — (chord 15a — chord 9a) — =■ «4, 

(ffl) 01 — «, — 1; 010,^-4, 

1} DisquiBitiones arithmeücaf, art. 364. 
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ferner 

cbord IIa + chord 7« — 2y| — h^, chord ba — chord 3« =- — 

(IV) &tJi-l. 

duHtd 18« + ehord a 2«| i> q, chord 15« — chord 9« » 2ir, » 

(V) Ci-<^-ai» qc^-l, 
«^lieh 

(VI) chord 13« chord a — i»,. 

Es kann omiiiiehr diord « « chord , die Seite des in einen gegehenen 

Kreis beschriebenen regelmäBigen Videdn von 84 Seiten, dnreh Konstroktion 
gefunden werden (s. Fig. 3). 

Man ziehe einen Durchmesser AO^B, mache AO., ± AB und = ' ^10,, 
beschreibe um 0^ mit O^A einen Kreis, ziehe und verlängere JiO^. Man ba- 




ng, t. 



schreibe am BC und um BD als Dnrehmesfler Kreise, mache BEA. CB und 

= B0^, ziehe und verlängere EO^ und EO^. Dann verlängere man BE 
um EG^ = EH , beschreibe um B und um mit ' EJ Bogen, die sich in 
0^ schneiden, schlage um 0^ mit j^EJ einen Kreis und ziehe in diesem den 
dnioh E gebenden Dnreiunesier. Bann ist BC — Oi, BD * a,, EB^ 5^, 
EG — i^, EJ — Ci, JBl*« e^, £Jr«> chord 18«, J?X aber — chord « di» 
Seite des in den gegebenen Kreia einbeschxiehenen regelmKfiigen Vienmd> 
dxeifiig-Ecka. 
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3* Es besteht zwischen der Beschreibung des regelmäßigen Vierunddreißig- 
Eckfl und der des regelmäßigen Siebzehn-Ecks in einen gegebenen Kreis die- 
adba Besiebung, die fltar die regebniBigen Figuren Ton 10 und von 6, Ton 6 
und von 3 Seiten gilt: das regelmüßigo Vieleck mit der doppelten Seitenzahl 
laßt sich leichter einbeschreiben , als das mit der einfachen Seiteuzahl, und 
letzteres konstruiert mau am eintachsteu mit Hilfe des ersteren. Diese Be- 
ziehung iindet bei der Berechnung der Seiten aus dem Halbmesser des ge- 
gebenen Ereiaee darin ihren Anedmek, daß fBr die Seite des Vielecks mit der 
einfachen Seitensahl eine Quadratwurzelziehung mehr erforderlich ist, der 
Wurzelexponent des nlgebraischen Ausdrucks die zweifache Höhe hat. 

4. Leitet man sn den Gleichungen (III) — (VI) noch folgende ab: 

dioid 16« • chord 9a — chord IIa -f- ehofd 7a 6| 

ehord IIa • chord 7a — chord ISa + dbord a — 

chord 5a • chord 8a >» ehord 15a — chord 9o»e^, 

so ist die Berechnung der acht Sehnen zurückgeführt auf die Lösungen qua- 
dratischer Oleidiungen. 
Es ergibt sidi 

1/17 + 1 yi7 — 1 

+ N - i (- 1/17 - 1 +K34 + 91/17) 

Ci-j(l/l7-l-|-V34-2 |/I7)j c^-i(-yi7 + 1+1/34-^21/17). 
B« der weiteren Berechnung ist su beaditen: es ist 

} 17 + 2 > 17 = 4 1/34 - 2 )/l7 + 1/34-1-2 j/l7 

1/17 1/34 - 2 1/17 - 4 Vir+ 2 Yl7 — l/84-9yi7, 
entspredieod den Fonndn 

1/0^ +T 1/2 (a« + 1) + 2 Ka» + 1 - a }/2 (a«Tl)^2 Va» +1 

+ l/2^+~l)+^l/^Tl 

Ya? + 1 1/2 (a« + 1) - 2 ]/a» + I - a V2\a* + 1) + 2 Va* +1 

-V2(«*+ l)-2l/^"+ 1 

für 0 = 4, oder den allgememeren Formeln: 

1/a« + V J/2 (a» + i Vf- V«* + ^ - « V2 (a* + 6*) - 25 yä«lh 

+ 5 K2 (a« + 5«) +^2 ö + 6« 
1/0*^+5* }/2 (a« + ö«)-2ftVa»+T« - a I/2 (a> + 5«) + 25 yä^+T* 

- 5 V2 (a« + 5»)-26}/o«Tt' 
für a — 4, 6 « 1. 
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Anderes Beispiel für die allgemeineren Formeln: 

]/i3 V26 + 4 yrs = 3 V26 - 4 yl•^ + 2 V2S -f 4 V 18 

Yiz ViB- 4 yi8 - 8 /ae +Tyil - s V^äe -7/18. 

6« IGt BerAdndcbtigiiiig dieser Fonnebi findet man 
ehoKd « - i (yi7 - 1 + ^84 - 2 VT?) 

— i -h 3 }/l7 — 2 1^34 -i- 2 |/l7 - ^34 — 2 |/l7 
chofd 18a - | (>^7 - 1 + ^84 - S Vn) 

+ i 1^17 + 3 yi7 — 2 1^34 4- 2 ]/l7 — 1^34 — 2 Yli 

chord 15« — 4 (- ^17 + 1 + Vsi - 2 ]/l7) 

+ i V^17 + 3 Vi? -f 2 ^34 + 2 V IT -f V7l(4 - 2 ^17 



dund 9«--t(-Vl7 + H-1^84-2yi7) 

+ J 1^17 + 3 Vl7 + 2 )^84 4- 2 ]/l7 -|- 1^84 — 2 ^17 

ehoxd 11« — i (Vl7 + 1 + 1^34 4- 2 Vi?) 

+ i V^17 - 3 ]/l7 - 2 1^34 - 2 )/l7 -j- Kj4 + 2 ]/l7 
eboid 7«- I (yif + 1 + K34 + 2 ^if) 

- i Vi7- 3 yi7 - 2 1^84 - 2 1/17 + K34 + 2y^ 

chord 6« - | (- Vl7 - 1 + 1^34 + 2 >/l7) 

-H J /l7 - 3 ]/l7 + 2 /34 - 2 ^17 - 1^34 + 2 V'l7 
ehofd 8« - - j (- ya — 1 + y84 + 2 yl?) 

+ i V^17 — 3 yn + 2 1^34 - 2 Vl7 ~ 1^84 + 2 ^17. 

Bekannt ist aulienlem chord 17« gleich dem Durchmesser 2, 

6. Zur Berechnung der (ihrigen Diagonalen des regelmäßigen Vierund- 
dreißig-Ecks aus dem Halhmesser des umbeschriebeuen Kreises leite ich aus 

2 V * ^ y i [* - ( Y ^ ^^^^ ^ -l/2~- choidö^ 2 ^ 

ArehiT der MtiUicuiatik und Phjrtlk. UI. B«ibe. XIH. 7 
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und finde wegen » — 17o, 

chord 2« « 1/2 — ehordTs« , diord 4« * Yi-^ diord 9« , 

chord 6« — » ]/2 — chord öo, chord 8« =- — chord ce, 

ehord 10« — 1/2 + ehord 8« , chord 12« — y2+~iÄörd~7a , 

cbord 14« — V2 +"0^0^411«, chord 16« — 1/2 4- AoriflöiT. 

Besondere Aufmerksamkeit v< i-dient chord 2a = choid ;r als Seite det 
einbeschriebenen regelmäßigen Siebzehnecks. Für dieselbe ergibt sich 



Vi (i7 -Vii-VsA - 2yn) - i Vn + si/i? - 2V34 + 2 V17-K34 — 2]/i7. 

Die Torstohendflu acht Diagonalen des regelmlßigen Yienmddreiftig^Edn 

sind die Seite und die Diagonalen des regelm&ßigen Siebcohn-Ecks; die alge- 
braischen Ausdrücke für dieselben sind Irrationalitllten vom 1 (> tcn firade. 
Die Ausdrücke für die übrigen Diagonalen (ait. 5), abgesehen vom Durch- 
messer, enthalten als höchst« Irrationalitäten solche vom H ten Grade. 

7. in Kltlgels mathematischem Wörterbuch, d. Band (bearbeitet von 
Grnnert), 8. 811, werden die Gloiehnngen TU — VI («ri 2) abgeleitet und 
auf dieselben eine Konstraktion gegründet. Die oben von mir gegoboie Kon- 
struktion scheint mir in AnsfBhxüng und Beweis einfacher so sein. 

'A. a. 0. ist chord >r »• 2 sin ^ aus 2y'l— oos* abgeleitet nnd gleich 

j]/34 — 2 yi7- 2V 34 - 2 /17 - 4 Vl7 + 3 }/l7 ~Kl70 + 38^17 
gofiindoD. 

Der Wort stimmt mit dem T<m mir geifandonon (s. 0.) flberein; denn os ist 

Vl70 + 38 |/17 - 2 /a4 + 2 |/l7 -j- >^34 - 2 ]/l7. 



SU 



In ihnficher Weise llfit sich 2 V84 - 2 |/l7 - 1^84 + 2 Yli 

— 38 y 1 7 zusammenziehen. Will man alle Sehnen berechnen, so bringt 
diese Znsammenziehung keäno Erleiehtsrong. 

Oanß gibt a. a. 0. art 865 fttr cos }j P, wo P den Kreisumfang beseichnet^ 
den Wert an: 



1^ {- 1 +j/l7-i- 1^34 -2 J/17) + ^^17 + 3 |/l7-K34 - 2 /l7 -21^34 4-2^17. 

Bs ist aber coB}jP^oo»^n'^\ diord 18« Die Ergebnisse stimmen also 
ftbevoin. 

Kassel. Karl Humrath. 
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Der FundamentiilsatK der Algebra. 

Einer der einfaclisten von <lt'n vielen Beweisen für den Fundanientalsatz 
der Algebra scheint mir derjenige zu »ein, der sich aut den bekannten funktionen- 
tbeoretifleheii Sats stfltst, da0 eine rationale Funktion jeden beliebigen Wert 
ebenso oft annimmt, als sie unendlich wird. Ist also vo spenell eine gamt 
rationale Funktion von » vom Grade it, also 

(1) «• — a,«* + a,_iS»-* H h «0, 

80 folgt, daß, wenn i alle Werte der komplexen Z-£bene durchläuft, w alle 
Werte der komplexen IT^Ebene annimmt nnd zwar jeden i»<mal, also auch 

den Wert Null, Man kann nun auf elementarem Weg ohne funktionentheore- 
tische Hilfsmittel beweisen, daß, wenn z alle Werte der Z-Khene durchlUuft, 
W jeden Wert, im besonderen auch dt n Wert Null, mindestens rinnml annimmt. 
Die Gleichung w — 0 hat also inmdestena eine Wurzel. In bekannter Weise 
folgt dann, daß die Gleichung w^O genau n Wuneln hat Dies su beweiBen, 
ist der Zweck der folgenden Zeilen. 

BewHs. Dem beliebigen komplexen Wert jTq entspredie nadi (l) der Wert 
tc^i wir setsen nun 

(2) « — «t-i-^i, tP — IP, + »1 

und erhalten aus (1) durch Ordnen nach Potensen von eine Glei«^ung von 
der Form 

(8) w, == (6o + + e-k^ + • • • + ^.^'i"-")» 

wobei die ganze positive Zahl den üngleidinngen 

genÜLTt und die h. konstante endlich»' komplexe Grüßen sind. Das von freie 
Glied ist in ( 3) verschwunden, da nach (2) für 0 auch u\ = 0 sein muß. 
Aus (3) folgt mm nach dem bekannten Sats Uber den absoluten Betrag einer 
Summe 

W kil^ I + 1 Vi + »4-? + • • • + ».-^«t"-"! • k"]- 

Da die KoefBsienten b^ alle endlich sind, so existiert eine positive Zahl m 
derart, dafi für alle t — 1, 2, • * • « — fi 

(6) \bA<»*'\h\ 
ist. .\u.-< (6) folgt jetzt 



(7) 



Wir sets^n von nun an fest, daß stets 
ist, dann folgt ans (7) 

(9) \b,z, + b,zl + . ■ . l>,_„^,-" I < (m + 1) • 6„ . j {1 - \z, 1-M 

<l«'oi-ll-Ui!''"}<l*oi. 



Digitized by Google 



100 Tennuebto MttMliiogw. 

Aus dieser Gleichung und aus (5 ) ergibt sich 
(10) k,|<|26.jf; 

Ar alle ^j, die der Ungleichung (8) genügen. Die Ungleichung (10) dHIckt 
oiehti anderes ans als die bskaante Tatsache, daB die Funktion ic(js) in (l) 
in der Umgebung jedes Punkt4>s der Z>Bbene eine FonUion von f ist 
Ans (3) ergibt sich weiter 

I I k I ^-y fti «I + W + •••*. -^'t I . 

und mit Hilfe von (9) 

,,,, Ii«-. >lMf -IM-t -U-kl-") 
^ ' l|».l>IM-l«.l'. 

Wir beschreiben nun in der Z-Kbene um den Punkt Zq einen Kreis n)it 

dem Radius | 2: — == <C ^ und in der Vl -Ebene um den Punkt ir^ 

zwei Kreise mit den Radien ] • j" bzw. [20^:'^ ; alsdann folgt aus (10) 
und (11), daß die liiider der Pehpheriepunkte des Kreises in der Z-£bene 
in das durch die iwti Kreise d«r fT-Sbeni li^prsnste Ringgehiet fallen. Es 
konnte nun immerhin der Fall sein, daß die Punkte dar &eisperipherie in 

der Ebene nur gewisse Bezirke des Bioggehiets als Bilder ergeben. Wir 
können aber im Folgenden zeigen, daß, wenn 5j die Peripherie Jenes Kreises 
durchläuft, also sein Argument um 'In wächst, das Argument von ir^ ebenfalls 
mindestens um 2 n gewachsen ist. Zu diesem Beweise brauchen wir folgenden 
HÜfiuatt: Seien c^, c,, • • beliebige komplexe Größen derart, daß 

ist, so ist der absolute Betrag des Arguments von 1 + q + <^ + • • • ^ <, 
wobei 

(13) sin t - C 

ist 

In der Tat, stellt man in der Ebene die Summe 1 + ^ + c^ + "*Cm ^ 
der üblichen Weise dun h einen Punkt A dar, so sieht man, daß Ä nicht 
außerhalb des um den Punkt 1 mit dem IJadiiis (' beschriebenen Kreisbogens 
fallen kann; zieht mau an diesen Kreis vom Nullpunkt aus die in der positiven 
Halbeben« Uegende Tangente, so bildet diese mit der Aohse der reellen Zahlen 
einen Winkel c, der (l§) Ifenügt und offisobar nie kleiner als die absolat ge> 
nommene Amplitude 7on Ä sein kann. Damit ist der Hilftsats bewiesMi. 

Aus (3) schließen wir nnn 

(13) Argip, - Arg6o*r + Aig {1 + ^ + ^ + . . . \-" • r.-" j . 
Nach dem Uilfssatz ist aber 

(14) Arg { 1 + .-, , ^ - + . . . ,,.-..) _ . . », 
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wo d eine positive oder negative Zahl vom absoltttm Betrage nicht größer als 
1 ist, und 

(15) sin* = j^z, + ^^^,+•••.^«^^-^ 

ist Wir aeigen aogleioh noch, daB flin e < 1 ist Ans (6) ergibt sidi nlmlidi 

rillt <m|z,|-(l + |si| + + |--''-M-~-K!-^iz^- 
und DMh (8) rin « < Ä (m + 1) j z, | { 1 - |— " j oder 

(16) 8in<<(m + l) - [tiU 

womit g«ieigt iat, daB in d«r Tat an < < t ist Ans (18) und (14) folgt jotst 

(17) Arg « , =» Arg + (i Arg + e». 

Aus (16) ergibt sich, daß durch hinreichend kleine Wahl von die (irnbe 
f und damit auch in (17) absolut kleiner gemacht werden kann als eine 
vorgeschriebene kleine Größe o. Wir setzen voraus, daß Zj j demgemäß ge- 
wddt sei, und lassen nmi in der Z'Ebene den Pnnkt r | mn den Pimkt den 
Kreis mit dem Radius | | dorcfalaafen , also sein Argument stetig von 0 bis 
2:r wachsen. Aus (17) und dem oben Gesagten folgt dann, daß der Bildpunkt 
ifj jenes Ringgebiet in einer stetigen Kurve durchzieht, die sich u mal [fi^ 1, 
vgl. ( i )] um den Punkt tc^^ herumvvindet. Ist der Punkt Zj au seine Ausgangs- 
stelle gerfiokt, so muB aach wegen der eindentigen Ablrildnng anf smnem 
nitprangiichen Plata wieder angelangt sein. Die Kurve in der TT- Ebene ist 
also geschlossen. Jetzt lasse man | stetig gegen Null koDTorgieren , dann 
zieht sich das Ringgebiet nach flO^ \nid (Ii) immer weiter zum Punkt ir^ 
zusammen, die Kurve in jenem Ringgeliiet wird dabei wegen der stetigen Ab- 
bildung allm&blich über alle Punkte eines um den Punkt Uq mit hinreichend 
kleinem Badins besehriebenen Kreises wegfegen: Es folgt der 

SatM: Um jeden Punkt der W-Ebene, der JBUäpmikt einet Punktes der Z-Ebene 
ist, la fit sieh ek$ Kreis mt endlidiem Sadhu hesdireiben, sodafiaüe Pmkie 
seiner FMe Bilder van Punkten der Z-Ebene sind. 

Wir nehmen nun irgend einen Pnnkt (w » ir«) der TT- Ebene, von 
dem man weiß, daß er Eild}>unkt eines Punktes der Z-Ebene ist, und ziehen 
durch Pq einen Halbstrahl //. Wir beschreiben um 1'^ den dem Satz entsprechen- 
den Kreis — wir nennen ihn kurz den „Kreis von i^' — ff A schneiden 
möge; um P^ aeichnen wir den yJKnh toh Pj", der die </ in (jenseits von 
J^Pi) sdmeidet nsw. Es folgt dann, daß, wenn man so bis so einem Punkt 
P^ vorgedrungen ist, alle Punkte von g zwischen Pq und P^ Bilder von ge- 
wissen Punkten der Z-Ebene sinrl. Es wilre nun «lenkbar, daß bei der Fort- 
setzung dieser Konstniktion die Radien der Kreise inmier kleiner würden, so 
dafi erst nach unendlich vielen Schritten ein Punkt P^ von g erreicht wflrde, 
fiber den hinans also die Konstruktion nieht fortgesetzt werden kSnnte. Dann 
mflBte aber der Punkt P,„ Hiiufungspunkt der Menge P^P, sein und 

zwar der einzige, da sonst der Prozeß schon vor P,, sein Ende ^.^ funden hätte. 
Die Punkte P^PjP, ■ ■ • mögen die Ililder der l'unktmeuge VcVi*?? ' * ' 
Z-Ebene sein, letztere Menge ist unendlich, da höchstens n verschiedenen Punkten 
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der Meuge Q «iu und deraelbe Puukt der M«inge P enuspacht (eine Gleichung 
«tten Grades hat höchstem n Wnnelnl). Die Menge Q hat also mindeetens 
einm Häufungspunkt Q^,. Es Iftßt sich nan leicht zeigen, daß das Bild von 
Q,^ notwendig P,,, ist. Denn wttrdo dem Punkt 9« '^'^^ ^-Ebene in der 
Vl'-Ebene nicht entsprechen, so möge P' das Hild von sein, wobei mit 
einem Punkte zusanunen fallen kann oder nicht. Jetzt läßt sich um P' 
ein Kreit h mit hinreichend kleinem Badins beedireiben, daB all« Ponkle d«r 
Menge P (anfier selbit) anflefhalb k liegen. Wegen der atetigen Abbildong 
gibt es dann um Q^^^ einen Kreis so daß alle Punkte innerhalb l ihre Bilder 
innerhalb A liab»'ii Da nun Q,,^ Häufunpspunkt der Menge Q ist, so liegen 
innerhalb / außer Q,^ unendlich viele Punkte von ihnen fallen die Bilder 
von höchstens fi — 1 mit P' (falls P' ein Punkt der Menge P ist) zusammen, 
die anderen mflßten sn Bildern andere Punkte der Menge P als haben, ihre 
Bilder müßten also außerhalb X' fallen, was ein Widerspmdi ist, also ist 
das Bild von Q„^}\ Nach dem obigen Satz gibt es aber min um P^^ einen 
Kreis mit endlichem Radius, so daß alle Punkte desselben Bilder von Punkten 
der Z-Ebeue äiud. Die Zahl der Punkte der Menge P außerhalb dieses Kreises 
ist eine endliehe, die sngehOrigen Kruse susammen mit dem am P„ und daher 
nueh in endlicher Zahl. Man kommt also mit einer endlichen Zahl von Schritten 
übpr den Punkt hinaus. Damit ist /.ugleich gezeigt, daß alle Punkte von n 
Bilder von »gewissen Punkton der Z-Ebene sind. Endlich lasse man g um P^ 
in der IV- Ebene rotieren, so folgt der Öatz: 

Alle Ponkte der VK^Ebene sind ansnabmslnt Kider von Ponkfeen der 
Z-Ebene oder die Funktion w (s) nimmt jeden Wert also nueh den Wert Noll 
mindestens einmal an, w. z. b. w. 

In der Üblichen Weise folgt daraus, daß jede Gleichung »ten Grades n 
Wurzeln hat. 

Heilbronn a. N., den '61. Mürz 1907. K. Kommbrbll.. 



AbwioUnnr eines BotatioaseUlpsoids anf die BotatlonsUcke einer SinusUnie. 

Jed»' Rotationsflache ist nach einem bekannten Satz einer stetigen Ver- 
biegung fähig, l)ei der sie stets Rotationsfläche bleibt, und bei der die Meridiane 
und Parallelkreise iu ihrer Eigenschaft als solche erhalten bleiben. Alle auf 
einer vorgelegten Rotationstläche 

X — /(«) cos u, y — / (i) sin M, z = 9 (t>) 

1) Dies entmnicht der bekannten Tatsache, daß dae endliehdeutige stotige 

Bild einer abgescnlnsscnen Mi ii^c wieder eine abgo«chlosflenf .Menge ist. über- 
haupt läßt sich der Bcweiagang mengentheoretisch kurz so skiszieren: Die Punkt- 
menge P iit in «leh dicht, weil m der Nadibandiaft jedee {hrer Punkte ffildpunkte 

liefen. Die Mcnj^o P ist abfrcschln!iscn. weil sie jeden ihrer Hrcnzpunkte entbillt, 
Hie ihI aUo perfekt. i)a weiter <lie Menge im Sinne Cantore in äich zusammen- 
hängend ist, 80 ist die Menge das zweiaimenoionsle Kontinnnm. Die Menge er- 
füllt also entweder die ganze H'-Ehene oder gewisse Teile dcrficllien. In letzterem 
Falle hätte die Menge, funktionentheoretisch gesprocheu. eine natürliche Grenze. 
Da alMT ringK um einen Punkt dieser Grenze Punkte der Menge liegen, so sieht 
man, daß eben eine solche Grenze nicht existieren kann. Die Ponktmenge besteht 
daher auä allen Punkten der U'-£bene. 
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«bwiekellMveii Botatio M flftchen und dnroh folgende Gkichongen gegeben: 



gi ist c eine willkttrlidie Konetante. Das gemeinsame Linienelement 
aller dieser Fliehen ist 

Wendet man diese Formelu auf das Rotationsellipsoid 
(l) xa>aco6t;oo8M, y — acoscsinM, ü — 6sint> 

am, so sind alle auf ihm abwickellNuren Botationsfllohen gegeben durch 

iß) X =• ca CO» V <ioa , y ca cos f sm , 



-^Vft'oos» 



» + (1 — fl") a* sin* V de. 



Es ist hemerkensirert, daß sieb das bei t aoftretende elliptisobe Integral 
xweiter Gattnag flir einen Wert der Konstanten c rednsierai llAt Setst man 

nftmlich (l — «■) a* — 6*, c* — — , , so wird m — hv. Nur wenn das 

SDipeoid abgeplattet ist, wird e reell und swar gleich der nnmerisohen Ex- 

xenbizität e der MeridianelUpse. Die dem Wert c c entsprochende Fl&cbe 
ist die RoktÜomfiäehe einer SmusweUe um ihre Achse; ihre Gleichungen sind 



(3) :r •> ta cos r OOS y , y » «a cos « sin * , f «> 5v. 

Die Gleichung der Meridiamkurre ist r » sa eoa t ^bv oder in ezplisiter 
Fonn 

s 

r — ea cos . 

Die Spitzen dieser spindeinimugtm Rotationsfläche gehen aus den Polen 
lies EUipsoids herror, wie sich durch Einsetaen von o » ± * in die Glei- 

ohuogen beider Flächen ergibt. 

Wenn sich das Rotationsellipsoid einer Kugel nähert, konvergiert f gegen 
O, h gegen a. Demgemäß nimmt die Amplitude der Sinuswelle gegen 0 ab, 
wihrend sidi ihre Fhase der Llnge eines Mendiaas nihert Das entspricht 
dem bekannten Bats, da8 steh die spindeUHnnigsn Botationsfliolien konstanter 
Krümmung der Rotationsfläche einer Sinuswolle um so mehr n&hem, je mehr 
die Dicke der Spindel itn Verhältnis zu ihrer T^ilnge ahniranit. 

Es sei noch auf eine geometrische Erzeugung der allgemeinen spind«l- 
förmigen Rotationsflächen (2) hingewiesen welche, wie sich durch Normierung 
dee elfiptisdhen Int^prab sofort ergibt, den Werten c* < 1 entsprechen. Schneidet 



1) TecaUgemeinemng eine« SatMi von Scheffers; Arehiv (8) 6, pag. 149. 
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man mnen elliptischMi Zylinder "H j^t 1 dureh xwei Ebenen, von denen 

die eine auf der Richtung der Eneugendcn senkrecht steht, während die zweite 
mit der ersten den Winkel X. einschließt und durch die Achse o ihrer Schnitt- 
ellipse geht, so peht die Schnittellipse der zweiten Ebene bei der Abwicklung 
des Zylinders in die Meridiankurve einer Rotatioustläcbe (2) über. Bezeich* 
net man iribnludi mit £->asin«, i|"-^oob« die Koordinaten und mit 
iIj» » y«* OOS* V -{- j^ p dv das Bogenelement der enten SehnittelliiMe nuf 
dem Zylinder, so sind 

e 

I » |}eo8t>tgil, # — I eoB* » + ^* »in*^ dv 

V 

die Koordinaten der zweiten Schnittknrve in der Abwicklung. Das sind in 
der Tat die Oleichungen der Meridiankiirven der FUchen (2), wenn man 

«« . ft«, ^1 « (1 _ ^) ^« ßtgl^ ea 

setzt, nod disie letstemi Glrtdinngen sind redl auflOsimr, solange 1 — e*>0 
ist, d. h. bei allen Flicben (2) vom spindelförmigen Typns. 

Kaiserdantem. 31. Laoau.t. 



Eine elementare Uerleitany fQr da« Keplersehe Gesetz von der Gestalt 

der Bahn. 

Das Keplersche Gesetz von der Gleichbeit der Flächen, sowie die Gleichung 
der lebendigen Kraft gestatten dementare Beweise, die hinlinglidi bekannt 
sind. Die Komlnnation dieser beiden Gesetze liefiert ftr die Bahn des Planeten 

die Oleidnmg 




(1) 



Sa 



in der r den Radiusvektor, p das Lot 
von der Sonn«' auf die Bahntangente, 
a und b je eine Konstaate bedeutet. 
Will man die Gestalt der Bahn kennen 
lernen, so eradieint es awsckmlAig, (1) 
als Ausgangspunkt zu wfthlen. 

Sei demnacli eine Kurve C vor- 
gelegt, die (l) befriedigt. P sei ein be- 
liebiger Punkt von C, FF eine Tan- 
gente an C, OP sei der Radiusvektor 
r und OF das Lot p. Zu C konstruiere 
man die Inverse F, deren Badiusvektor 

9 den Wert ^- besitzt. Man denke sich 

eine in 0 befestigte starre Gerade ß und 

la>so sie mit der Winkelgeschwindipk«nt 1 um 0 rotieren. Ihre Durchschnitts* 
punkte mit C bez. F mögen sich zur Zeit ( in /* bez. /7, zur Zeit / 4- iti P' 
bez. 77' befinden. Man wähle e so klein, dsS die Kurvenstücke PP' und 
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Iirr als geradlinig angeseben werden können. Jene Schnittpunkt« beschreiben 
infolge der Rotation von G gewisse Bewegungen auf G, deren Gesobwindig- 
kmten mit v bes. ip bezdehn«t werden iiil^w. 1^ leiehne die Kreitbogeii 
HP' und KU mit den Radien 0 P' hcz. 017 und bat dum drei ihnliche 
Dreiecke: OFi> FHP\ KUn'. Aus ihnen ergibt sieb 

VV^— Kjr_ 
p " kn ' 

Da nun KII und KIT bes. die Werte und ipe haben, so folgt aus dieser 
Gleichmig 

d. h. wegen (1) 

-j- ^» »= 2a^ + 6 

oder 

Wü eine Konstante ist. Denkt man sich auf (r im Abstände a = q — a 
von 0 einen Punkt so vollfUhrt auch dieser bei der Drehung von G auf 
G eine Bewegung mit der Ge- 
tebwindigkeit 9« and es gilt 
flr diese Bewegung die Glei- 
cbmig 

(2) 0» + ,»»-*«. 

Sie teigt, dafi die van 8 auf 
Q OMgefSkrte Beilegung eine 
hm tnottische mU der Phase 
t -j- lymst. ist. 

In der Tat. Über einer 
Btreeke ÄS^^OÄ-mik als 
Durchmesser beschreibe man 
einen Krei.s K. wähle auf AB 
den Punkc S so, daß er zur 
Zeit t von 0 um a absteht, 
ond lasse ihn auf AB die 
dnrdi (3) geboimaeidmste Be> 
wegung ansfnhren. Gleichzeitig 
vorfolgp man die Bewegung des 
Kadiuä 0'J\ dessen Projektion OS ist. Zur Zeit t -\- e mögen sieh S und T in 
5' bez. T' befinden. Da nun der Winkel, den SS' mit T f bildet, gleich dem 
Winkel 0T8 ist, so folgt 

SS': Tr^ST'.h^ |/P ^« : k 

oder wegen (2j 

Tf h ' 

d.b. 

TT' - ke. 
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Ifitiiin bewegt sich T wa£ K mit der konitantsn Oeeehwindigkeit und der 
BmUu OT dreht steh mit der konstMiteii Wiokelgeechwindigkeit 1. ^et 

OT zur Zeit 0 mit OA den Winkel «, 
so bildet es tU-mnach zur Zeit f mit 
OA den Winkel a •{■ iy und man hat 



















H 




rif. s. 





folglich 



tf — Ä" cos (a -f- ^ , 



womit die obige Behauptung be- 
wiesen ist. 

Aus der letzten Gleichung folgt nun 

9 » a + A COS (« + <)» 

« JL 

d. h. (7 ist ein Kegelschnitt. 

Zusats. — 'Will man nur zeigen, 
dafi stets ein Kegelsohnitt eristiert, der 
('l) befriegt, so führt folgende Be- 
trachtuntr kürzer zum Ziele. 
Sei die Direktrix, 0 der Brennpunkt, P ein Punkt, eine Tangente 
eines geiriSMB Kegelsehnitts, dessen nomerisohe Snantriiitlt i «sd Panmeter 
Sm noch niher »i bestimmen sind. 
Sei femer 

Aus dem rechtwinkligen Dreiecke POQ ergibt sich ohne weiteres 

Die Ähnlichkeit der AA OKQ und OlfP gestattet, durch OK^-^n^ 
OP — r und OM ^ — n auszudrücken. Es ergibt sich 

und folglich 



1 » 1 

j»«"eir"*" 



Bestimmt man e und im aus 



m 



-2a, 



so ist der (1) befriedigende Kegelscimitt gefunden. 
BiedenkopH 



H. Dörr». 
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Über die Zahlen der Form a**~*— 1, wenn p eine Primzahl. 

1. Ist p eine Primzahl und a eine yanee ZaJd klviurr als so ist ' - 1 
durch ohne liest teilbar für — 113, a — 68. — Infolge einer Anfrage: 
.„Kann a^~^— 1, w€oii p eine PkirnnM und a dne ganw Zahl kleiner als p 
iirt, durch p' ohne Rest teilbar sein?" hat Jacobi die Primzahlen bis p = 37 
hierauf untersuchen lassen. Es sind 6 solcher Werte i/efunden. Sp&ter bat 
noch Desmarcst die interessante Lösuiiij frefunden p — 187, a == 10. 

Die J aco bische Untersuchung ist von mir fortgesetzt, um zu erforschen, ob 
«8 aaeb Werte tod ^— 1, a < gibt, welche dordi p* obne Beel teilbar sind. 

El wurden alle Frinisahlen bis 307, außerdem 881, 868, 487, 678 unter- 
encht; ferner almtliobe Primzablen swieeben 807 und 751, aber nur fBr o 
und p — a, wenn n <cYp ist. 

In diesen Grenzen sind nur die oben angegebenen Werte gefunden. Es 
ist Dämlich 

fl'-»— 1 = 8/)» (mod //) für — 113, a — 68. 

Wird in der erwähnt^ni Kra^^e die beschrünken<lp Bedingung gestellt, 

daß a < Yp ist — alsdann entspricht auch der Frage — , so sind in den 
angegebenen Grenzen folgende 5 Werte gefunden worden 

/> = 11 ; a =» 3, 9 

|> — 331; a « 18, 324 und 71 

p — 858; a - 14, 196 

p — 487; a — 10, 100, aber anob 175 und 807 
p — 678; a — 2S, 484. 

2. Bickmore hat in den Noavelles annales (3) 15, 222—227 (1896) in 
der Ahhandhing; „Sur les firactioDS d^dmales p4riodiqnel" die reduaerten Werte 
▼on lO'"* — 1 angegeben für /> == 1 bis 100. In der Tabelle sind drei Druck- 
fshler vorgekommen; für p — 29, 88 und 64 mtlesen die Faktoren sein bes. 

48087, 1 3446S8 210818 298873 

und 

5040 068544 932211 078070 G61761. 

Femer ist der große Paktor fttr p = 99 nicht durch 1001001 (der reduzierte 
Wert von 10^ - 1) dividiert. Ich selbst habe fOr — 35 und p * 84 bez. 
noch die Primfaktoren gefunden 

123551 und 22(55411. 
Die Zerlegung für p = 11 in 2 Primfaktoreu 

2 071723 und 5363 222357 
Ist erst sfAter gefnnden worden. 

Literatur: 1) Jaeobia gesammelte Werke Bd. 6, 8. 988—289 und Grelles 

Journal 3 , ."Ol — 302 '2 T><'.-*inare8t, Thdorie des noinbre«, Paris 1852. 8) Er- 
ung zum Fermatacbeu und WiUonachen Satze. Von W. Fr. Mejer-KOaigS- 
im IzcMt der Mathematik (8) 2, 141— ue, im. 

Halensee. H. Hbrtzer. 
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thvt Mm fltar dl« Dreleektireoiiietrl« wtehtlfe 91elcliuiff Mehttmi €hr»des. 

Das Problem der Winkelhalbierenden, welches von F. Bützberger in 
Angriff genommen und von W. Hejmann nnd A, Koraelt besfli^idi der 
Lösbarkeit geprüft wurde, ist von mir^) in dem Sinne erledigt worden, dnß 
die Gleichung zehnten Grades, durch welche die Seiten eines Dreieckes ans 
den Winkelsjmnietralen desselben bestimmt sind, aufgestellt und die mit 
dem Problem zusammenhängenden Kurven 4. Ordnung, welche eine Übersicht 
Aber die möglichen Lösungen desselben gewähren, unt eg w efat wurden. Dnbei 
eingab ndi, daB die Geometrie der Ponkt^teme auf den wwShnten Kurren 
YOllstilndig von einer Gleichung sechsten Grades belierrscht ist. 

Der Zweck der vorliegenden Stuilie ist nun,, dieselbe aufzulösen und 
damit eine endgültige Erledigung des Probiemes der Winkelhalbierenden her- 
beizutUhren. 

Seien x^y u\ (< « 1, 2, 3) die Seiten, bes. die Winkdqmimetralen eines 
schiefwinkligen Dreieekes; dann bestellen bekamitlieb folgende Belationen: 

(1) (* - T,)* - * . ar, a^a-, (* - 2«,), (i - 1, 2, 3) 

wenn k == -f- xj gesetzt wird. Durch Einführung der durch: 

Xf^k- u^ (i = 1, 2, 3) d^nimrten QrOBen «, nnd durch darauf folgende Di* 

Vision der ersten zwei Gleichungen von (1 ) ergibt sich, -= p gesetzt, die 

nachstehende Gleichung: 

j, . i»j . (1 - 2is) (1 - u,y - «, (1 - 2 (1 - «,)*, 

welche, wenn und als rechtwinklige Koordinaten gedeutet werden, eine 
Kurve 4 Ordnung dai-stellt, deren Plttckersche Charaktere (nach der Beseich- 
nung von Salmon) sind: 

^—4, x = Oi v«.10, T=-16, «—18; /> -= 2. 

Von dem Doppelpunkt (1,1) aus können an die Kurve seehs Tangenten 
gezogen werden, deren RicbtungskoelBsienten durch die folgende QUiehung 
sechsten Grades bestimmt sind: 

(2) t^sfi — 4i>V + (4i>* — 4j>) + 6i>«* + (4 — 4j>; jc^» — 4« + 1 — 0. 

Diess Gleichung ist es nun, welcher die früher angegebene Bedeutung 

ankommt, und deren Wurzeln wir aufzusuchen haben. 
Wir schreiben zunächst (2) in der Form: 

(8) (p«' — 2px* — 2« + 1)* — 4i>a!» — 0 

nnd fuhren dann für den Klsmmerausdruok die GröBey ein, so daß wir erhalten: 

(4) 3f« « ip^. 

Eliminieren wir nun p aus (3) uud y =• p3i^ — 2px^— 2j;-f- 1, so liefert 
die 80 erhaltene Gleichung 

(5) 2 0y + 2x)« = x(y4-2)« 
in Verbindung mit (4 ) die Wurzeln x. 

1} Siehe Programm der Bealsehnle Bger, Jahrg. IMS, 190a und 1904. 
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Wir können nämlich auf Grund der TraDsformationstormtiln 

y-|-_2« 

^ yH-8 • * 1,-1 
für (4) und (5) admibtn 
(6) 2i?«-l, 

w«nn a «— . gesetzt wird. 

Wird aus (6) und (7) rj eliminiort [und die Eliminationsgleichung rational 
gemacht], so erkennt man, daft Gleichung (2) durch die beiden f<^end«i enetst 
werden kann : 

Ipat» (ya^ + 21»)«* + (2 -K^öp)« - 1-0. 
Ihre Diskriminanten shid 

sie belehren uns, daß die erste Ton den kubischen Gleichungen (8) inreduzibel, 
die zweite reduzibel ist. 

Es macht nunmehr auch keine Schwierigkeit, die I>iskriminante der 
Gleichung (2) tu benehnen. Nach eiiMm bekannten Satte erhalten wir hierfllr, 
wenn die Beniltante der Gleichungwa (6) mit R beseiehnet wizd; 

oder 

D = - 2"i>« {p — ly {12Hp* + 87i> + 128), 

welcher Ausdnick in der firlther litiertMi Abhandlung anf einem gans anderen 
Wege gefunden wurde. 

Es mag noch einer interessanten Eigenschaft der Gleichung (2) Er- 
wähnung getan werden. 

Es ift lAmlich, wie der Bau dieeer Gleidinng leigt, wenn — 9> (p) 

eine ihrer Wnneln ist, auch — - eine Wnnd Ton (2) nnd swar entweder 

wieder oder — ^(p)* ao daß in diesem Falle audi umgekehrt die 
Relation x, — — an gelten hat 

Niheren AnfrehluB Aber die angedeutete Beaehung der Wurzeln geben 
uns die Gleichungen (8). Bezeidinen wir die kubische Variante Ton einer 
derselben mit A, die kobisohe Betroiariente mit B, so dafi also 

27 • il -> ± 2p - 16p« T ep'V'Sp - 16p», 

21 ' B" 16 ± 6ySp + löp T 2pySp 
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ist, 80 lassMi sioli die Wnrselo wie folgt danteDen 



WO D|, , durch (9) beetumiit and J — ~ ^ * iit Auf gleiehe Weise 
erhalten wir 

1 _ 1±1L. _ 1^ fTfy^ - f - 1 + 4 

Setzen wir nun l/p für p in A, B und ^ ein ^was durch einen Strich oben 
an den betnAbnden Buchstaben angedeutet werden mag), so ist 

'^■""-p»» -''—""p«» ^'iit"""^« « 
und daher geht ^ duroh die angegebene Substitution in 4^, ^ in d% und 
• in au ttber. Das soeben gefundene Besultat setst uns in den Stand, die Wurseln 

der Gleichung (2j fQr Werte von ^ sofort anschreiben zu können, wenn sie 

ff'ir NWrte von p bekannt sind; t-ine weitere VprMin faAlinng in Hat- R«a timtnim y 
der Wurzeln scheint es jedoch nicht zu gewähren. 

Kger. Jorar Schiuut sen. 



Der Sehwerpunkt des Pata>el> e geM> 

Jeder Faxabelbogen 2b, deesen Behne 2s auf der Achse senkrecht 
steht, hat, wenn p der KrflmmungshallnDe^ser im Scheitel und r d^snige 

1 /T 8 \ 

der Bndpunkte ist, in der Entfernung o ^ ( ^ ~ ^ ) Soheitel seinen 
Schwerpunkt. 

Holuninden. 6. Kobbb. 

Diese elegante Formel folgt aus dem bokanuteu Ausdruck iür den 
Behwerpunkt des I^urabelbogeuä, wenn man an Stelle der Koordinatm des 
Endpunktee den KrOmmungsradins und die BogenUnge einführt. 

Barlin. E. Lampb. 
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Federigo Enriques, 

ord. ProfMaor an der UnlvanJUt Bologna. 
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rinter dar Preata.) 
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r" " -'lanti la geot ■ .lü. iiIj.; " war aua der Anregung 

n mit sein i .;t: VortnV' .uBgeirilhlte Frai;f»n dei 

'if>, gegeben hatte. I! lu dieser Sc- legi, „v. 

^. . , ■ iiaft tlber die AT" •'■.-hkfi . . iiiuntargeomeii . .. n ustnii' 
weiß", so wünschte 1 noch in andern Punkten zu 7.«-iecn, wi 

Buchungen der modi' 'tuatik ' Frug< 

um auf diese Weise U.. . lagen, il.i^ ...... . iriclit 

schulen von höheren GesichtHpunkteu an» erteilt werde. So hat 1 
„Lösung der geometrüicheM Aufgaben" 
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Erledigung seines Programms einen Kreis Ton M: >, dem neben 

seinem Frei^i! ' ' 'astelnuovo in Rom mehre ■ ■ ^ 

Das Original < vierzehn, auch das Histtj. 

denen die ersten sechs sich mit grundlegenden Fragen der (i' o und li 

acht mit den geometrischen Aufgnl ' ' : iinil L^.-^. ' ' 
Für die deutsche .^Tl9£rnb•», dip n: »t nln pin»> ■ 

rollst&ndigung de 
zwei Bände, TOI iu<it 

der „Fragen dc'i utargec. . neueA 

oben erwähnten Kleinsciien Schrift i>ulracbtet werden, die seit längerer Zeit vergntl'eu t.nt 

AusführHoher Prospekt auf Verlangen umsonst and postfrei vom Verlag. 



Hierzu Beilagen von B. 6. Teubner in Lelpilg. die wir der neüolitung unserer Le««r 

bestens empfenlen. 



ER MATHEMATIK UND PHYSIK 

MIT BE80NDEBER BÜCKSICHT AUF DIE BEDÜRFNISSE 
DER LI \i AN HÖHEREN l ITSANSTALTK^ 

GEGBiiNDET 1841 DURCH J. A. GbüNERT. 
DRITTE REIHE. 
SITZUNGSBERICHTE DER BEKLLSUi M 1 UEMATISCHEN GESELLSCHAFT. 

HERAU80EGBBBV 

YOII 

R LAMPE W. FRANZ MEYER E. JAHNKE 

Ol MMBXJM, Vi sOirrounu t. rm. Di aaBua. 

13. BAND. 2. HEFT. 
KIT e TBXTrisinuai. 

AUSGEGEBEN AM 19. MAI 1908. 




LElPZiO ÜJSD BERLIN, 
DBÜCK UND VERLAG VON B. G. TBUBNEB. 

1908. 

6e«»ralr«giat«r xan Arebir der lUthematik ttid Fliyiik, IL Beilie, Baid 1—17, 
■■eng^ OB E. Jahnke. Mit eiaea BUdnii ud Bie^phie IL Hoppes. [XIXI i. 
^ ' i ul. gek. 1. Mk. 6.— 




ARCHIV DER MATHEMATIK UND PHYSIK. 

HS&AUSOBOEBIUV VON E. LAMPE, W. TBAUZ MJBTEB. UITD £. JABNKX. 
DRUCK Uin) VXBIiAO VON B.G.TEITBNXB IN IiSIPSIO. P08T8TRA88B 8. 



Alle f&r die B«d*ktlon b«atlaint«n Sendunccn (Briefe, Manaekript«, Be- 
■eneloneexemplsre u. ■. w.) sind m den geeehlfUführenden Bad*kt«ar: 

Prof. Dr. X. Jahnke, Berlin W 15, Parüieratrafie 86 
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Berlin W IS, TaMuaenatraBe 64, ond Prof. Dr. W. Frans Meyer In Köni«aberg ' 
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Über di« Verteilung der redien Wurseln dreier rational al n algebraitiehe}. 

Von V. Eberhard in Halle a, 8 i:* 

r Kugel. Von R. Heger i- ' 127 

i tu r .y -fiin-.^^ i' flche mü der Tf.. ■ , . jAisthen Funl-tinnm 

im Von P. Kokott in Neisse. Mit 1 Figur 138 
Syst , ßmuiel, weiche eine gegel>ene ergeugen. Von Wolfgan .e^ Vu^t 

lu ; !37 
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— Papias, Karl Frhr. roD, Das Radi tmdioaktiron Stoffs. Von 

B. Aiekklsal. S. 170. — UetsoD, Psol, L« Radium et Ia Radioaetirtt^. Ton B. Avckkiaai. 
S. 171. — Zcnnsck, J., ElektromigDStiBebs Sehvingnnfen luid drahtlose Tolegraphic. 
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über die Yerteilung der reellen Wurzeln dreier rational 
abh&ngigen algebraischen Gleichungen« 

Von V. Eberhahd in Halle a. S. 

In meinem Befemt» lyEin Beitrag rar Theorie der Gleiehungen**') 
l»be ieh das Problem der Tiennang der reellen Wuneln einer allge- 
meinen Oleichung N-ten Gradee auf die Beatimmung der entsprechen- 
den Wnraehi sweier Oleiehungen (m— l)-ten Grades BorflckgefAhrt Nach- 
dem ieh dort nnter I die Notwendigkeit eines solchen Znsammenhangea 
nad^^ewieaen, habe ich mich bei seiner Ableitong in II anf den spe- 
nellen Fall einer Gleichung mit » reellen Wnradn beechiinkt nnd für 
den allgemeinen Fall in III mein damaliges recht kompliziertes Beweis- 
Terüshren nur angedeutet Bei dem Bestreben, einen einÜMsheren all- 
gemeinen Beweis zu finden, erkannte ich jenen Zusammenhang als 
speziellen Fall eines allgemeinen Qesetsea Aber die Verteilung der reellen 
Wuneln dreier algebraischen Gleichungen 

zwischen deren linken Seiten eine ganze rationale Identität statt hat: 

äW/.W + A(»)f.W + ftW/iW - 0. 

Die folgenden Ausführungen geben in den Nrn. 1 — 3 die Ableitung 
dieses Theorems und in Nr. 4- seine Auswertung für die Mher be- 
handelte Anfgabe. 

1. Ein ßmdamentales Pasitionsgegef», — Zwischen drei ganzen ratio- 
nalen Funktionen fi{ß), f»{e), fM der Grade N^, iV„ AT, mit resp. den 
xeeUen NuflsteDen 

«i<c^ <•••<««, ßi<ßt< - <ßö, Yi<r2<-"<Yc 

und drei positiv defiuiten analogen Funktionen gi(M), g^iM), g^iä) be- 
stehe die Identität: 

gxipyfxiß) + äW -^W + äW •/•(') - 0 . 

1) Jahiefberiehte d«r Deutschen Mathematikec • Vereinigung, Band XL 1908, 
Heft 4. 

Jüvbiv Sw MMbnMkltk «ad Pbfrik. IILBeih«. Zm. 8 
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114 V. Ebbuibd: 

Dann gilt rüeksichtlich der Verteiluiij^ aller o + + c Werte a, ^, y 
im reellen Zahlgebiet day Fundamentalgesetz : 

I. Ordnet man sämtliche reellen Wurzeln der Gleichungen 

/iW-o.AW-o, /•,(#) -0 

der Oröße naeh sn einer einzigen «nftteigenden Folge 

-..<«(J)<a(})<..<a(*)<^*i<^(J)<...<^<y(*)<y^^^^ 

s • • • < ('^ I < < (/ä-A <'-^Ä 

(«, - 0, 1, 2, . . . , a ; 6, == 0, 1, 2, . , fe ; = 0, 1, 2, • • •, c ; 

+ + + 

80 wird irgend ein Paar aafeinanderfolgender gleielinamiger 
Wnrseln 

«,<«,+! oder /J»<A+i oder y,<y,+, 

entweder durch je eine gerade oder durch je eine ungerade 
Anzahl von Wurzeln der beiden anderen Gleichungen ge- 
trennt. 

Beweis. Ans den gemachten Voraussetzungen folgt, daß die Vor- 
zeichen der drei Funktionen ^(«) für ein beliebiges g in 
einer der Beziehungen stehen: 

(1) ») mfi~ ■gnA--8ga/t, 

^) «gn/i »gaÄ- »g«/»» 

c)-8gn/i- egn^- agn/;, 

aleo allgemein 

8gn /-j Bgn agn /; ^ 1, 

welche an den Nullßtellen «, ß, y die Formen annehmen: 

(2) a) - 0, agn /.(«) Bgn /;(«), 

b) m - 0, Bgn .gn fMf 

c) ^(y) = ^, «gn - 8gn 

Wenn daher das Wurzelpaar «j < < f<j — es genügt diesee eine 
an betrachten — getrennt ist durch die Größenfolgen: 

ßt<ßt<"-<ßp yt<yt <•••<?,» 

80 bestimmen sich gemäß den fUr das Argument <- gültigen Ke- 
lationen 

fiM 0, sgn /",(«,) agn /,(^aj 
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die Vorzeichen von f^{g) und f^ijs) an der Stelle g ^ durch reap.: 
8ga ^t(«i) - (- l)* • «gn ftW, ign /iK) - (- 1)»+». agn . 
£& gilt aber wegen (a«) — 0 wiederum: 

«gn /iW «gn /•(%) 

oder 

(- 1)"*^ 8gn /;(«,) - (- 1)«*' 8gn /,(«,). 

Die beidm in Frage siehenden Aniwhlen 

p — 0, ly2y><> nnd {-»0, 1,2, 

genügen mithin der Gleichung 

d. h. ihre Differenz g — j) ist stets eine gerade Zahl. q. e. d. 

Zusatz 1: Besteht die Gleichheit der Vorzeichen Ton 
g^{B), 9t{*)) 9a(^) einzelnen Teilen des reellen Zahlge- 

biets, 80 behält der Satz für jeden dieser Teile seine Hieb- 
tigkeit 

Zusatz 2: Er besteht ferner gegenüber allen Folgen, 
welche ans der gegebenen ^1 durch Löschung eines Paares und 
folglich beliebig vieler Paare benachbarter gleichnamiger 
Wurzeln hervorgehen. 

2. Folgenmgen. — Das gewonnene allgemeine Grundgesetz ge- 
stattet wichtige, die Komposition der Wim d folge A^{tif f) ^^^^^ 
aufdeckende Konsequenzen. — üm diese präziser aussprechen zu können, 
führe ich ein^je abkürzende Bezeichnungen ein. Es soll jede in A TOr- 
handene miimterbroehene Aufeinanderfolge gleichnamige Wurzeln 

(«)^^ oder {(S)^ oder {y\. 

a) bei gerader Anzahl solcher eine paare, 

b) bei nnge»der Anzahl eine nnpaaie 

Stammfolge oder Stammgrnppe, 

ein aus m sieb aneinamlerreihcndeu Stammgruppen zweier oder aller 
drei Kategorien zusammengesetzter Bestandteil 



{ 



^' ' (}') iß) ^ (y) ^ iß) r, ^ ^ (y) 5.. ^ ^fij 
^1 H- r, + . . • + r — rj + s, + Vs^^^s, 



116 V. 

aber eine m-teilige Elementurfoige genauut werden. Man Bchlioßt 
ohne Mfihe nacheinander die Sätze: 

1. Eine paare Statu nii^ruppe (a)^^. kann sowohl zwif^ehen zwei 
gleichnamit^en als zwischen zwei niigleichnamit^en, — eine unpaare 
Stammgruppe aber nur zwischen zwei angleichnamigen Ötamm- 
folgen stehen, 

b) iß\, < ^1 < (rh be«w. (y)^ < < (ßX.. 

2. Eine Elcmentarfolf^e zweier nnpaaren Stammgnippen 

< , . stellt iillemal zwischen den gleichnamigen Gruppen (u)^. und 
(«)„„, die analoge dreiteilige Folge (f(\a'4'i<{ß)itf^i<i}')t^+i 
zwischen den anderen (yj^, < ••• < {u)gf.- 

3. Setzt sich die £lementarfolge 

aus durchgängig nnpaaren Stamnigru})pen zusammen^ so treten 
alle gleichnamigen Gruppen in periodischer Anordnung auf: 

(«I y)^, ^. ^ • • • < C«).* < iß)^ < < («).- < < (y).- < • • • 

4 Zwei aufeinaiiderfolgende gleiehnaniige Wurzeln oder deren 
Ghmppen 

sind allemal durch eine Elementarfolge der Typen getrennt: 

») «i<tf»y),,,,<«i+i = 

< OOr < ^ < ^ < (y). c, < N < • • • < Wt < frV < «I + 1, 

Ol) p 0 mod. 2, 2 ^ 0 mod. 2, 

6 -0, 2, 4, .., j», c'-O, 2, 4,. .,g; 

Ol) i> ^ 1 niod- ^»2^1 iiiod. 2, 

6' »= 1| 3, • • «1 1», c' 1, 3, • • 

^ = ü mod. 1', q —0 mod. 2; 
bi) d s^sO mod. 2, b^) i'^d' ^l mod. 2. 

Ich definiere eine elementare Wurzelfolge 

I. als neutral oder indifferent, 
Ii. als konstituierend oder determinierend. 
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wenn aw dmeh inkieniTe Lösehimg aller QTsprfis^ch ▼orhmdwwn 
odor nachtriglieh entstahenden paaren Stammgrappen 

L TÖUig zum Veracliwindeii g^bnchi, 
II in 61116 irr6duktil»l6 Folge nnpaarer Stammgruppen 
▼erwandeli wiid; 

und ich unterscheide als Grundformen 

I. Der neutralen: 
1. Die pwre Folge 

2. Die gemieohte Folge 
K fit y, ff fif «1 

- • • • < < < (yk+i < (y Wi < tfWi < («Wi < • 

IL Der konetituierenden: 
1. Die ToUsiSiidige Folge 

{^ß,y\M^<<ßi<ri<<<ßt<y,<- <«ßL<YL' 

2. Die imTollatSndigen Folgen: 

OemU der T511igen Oleiehberechtigung der Baclirtaben a, y 
aomdeni lieli die teehs Typen einer iirednktiblen Gnmdform II in drei 
Paare inTerser Folgen, 

1. die vollflündigen m die Paare: 
{«> ßy y\m, inv- {y> ßf a)«k> 

\y* «f fi]m \ßy y)».; 

2. die unvollständigen in die anderen: 

(«, ß» yU<^t<ßi iaT. Ä<«;'< {y, /i, «u 
Ii», y, «U<Ä<yr üiT. y;<Ä'<(«, y, /l)^, 

[y, «, < /i' < «'i' < < /» < {/^, «, 
b- l«i y)«,<«i ««'<{y»/^> «U* 

|y» «I /^U<yr Yt<{fif «» y}.». 
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Man erktmit unmitteUwr, daft die Zmammenriahnng mxm FkaiM 
inTerser Folgen in eine emsige 

1. bei Gleichheit der Indices, emer gemischt ueu- 
tralen Elementarfolge 

(«» ßf r]m<{rp ßf = ß, y; y» fi, «]» 

(«, ß»Y\m<<<ß'i<ß»<<<{Y^ ^, = 

i«> ßf y)ii.<«i'<«i'< (y» «)m«[* -y» «; «» y l; 

2. bei ungleichen Indices aber, t», > m, oder m, < n^, stets wieder 
zu einer vollständigen deteiminiefendMi Grundform fahrt 

{«> Y\m,-n, <^ {y» ßf «U-«r 

Zugleich aeigen die identisdien ümfoimongen 

daß alle aufgestellten Grundformen — yoUständige wie nnvollstandige - 
mittels eines einzigen Paares inverser [a, ß, j'),,^ und [y, /3, a}^ und 
deren Nebenformen sich zusammenfassend darstellen lassen durch die 
Schemata: 

ßTr'X {a,ß,y\^<a^ß und « < {y, ß, «L<y;^. 

8. Die BedUkUon der Wurzelfolge A auf ihre irreditktible Gruiid- 
forvi. — Nunmehr gehe ich dazu über, den invarianten Charakter der 
durch die Gleichungen fy{e) = 0, /",(jer) = 0, f^iz) — 0 definierten Wurzel- 
folge A « (ce, /3, y)a.6,c ^' ihi*® irreduktible, im engeren Sinne de- 
terminierende Grundfolge abzuleiten. 

Zu dem Ende streiche ich in A alle vorhandenen paaren Stamm* 
gmppen (jit^^^, (fik^^r (y)ieA reduziere Ä daduroh auf mne tot- 
erst durch Lflcken unterbrodiene Sukzession konstituierender Formen: 
il« — Ci < C7, < < • • • < Cv . Indem man diese dorch die inTenen 
Gnmdfblgen ausdrackt {«, ß, y] und [y, ß, «], ethSH man für die 
zusammengesetzte Elementarreihe < wegen des sie behenrsehen- 
den Fundamentalgesetzes 



1) Dueb dsa Bogen wird die YsctaaieUiariceit der nnter ihm stehenden 
venehiedenen Boobitaben aagedeatet. 
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I. falls Cj und C, gleichartig sind — 

1») A> < I«, Ä y < {«, A y < «T/J = /»ry < «, A y < 

b) Ay < {«, A y ) < „"^ < V < { «' ^' y ) "H < ^ 

2«)ä'«< |y,/J«)^< (y,A«)«,<y7^ = /r«< {y.A «U+n,<yr/J; 

l»)Ä«< |y,A«),.<yf,j<V< ly'A«),.<y^^^A« 

< ly»A«U+«.+i<y7/'; 

U. faila Q und j ungleichartig sind — 

A>< {«»Ay}iH<«r^<^r«< (y'A«)i^<yrA 

welche durch Streichung der neutralen Zwischenfolge ^^'^ «J 

a) f&r > Ni , b) fUr mj » »i , o) fOr < fi| 
sich siiMmmeiixielit in resp: 

und unter BenutEimg des Symbols {«, ß, y\_^mm [y, a)^ einheit- 

lieh geechrieben werden kann ß7y<, {«t, ß, y}a,.„,<yji* 

HiemacE wird die ZusammeoEielraiig jeder Ornppe in anfbin- 
anderfolgender — yollstäadigw wie onvollständig^ — gleichartiger 
Konatitoenten in eine Elementaifolge m einer der Anordnungen ftthren: 

< {«, Ay),:<- •<{«,AyL,<«i>j 

welche naeh LOeehnng der neutralen Zwischenfolgen unter Anwendung 
etniOr frohem Fonnel die irrednktible Form annehmen: 

^ = A><{«, Ay),<y,>. 

Der gBDBahlige Index ^ ist aus der Reihe ^ leicht ahsnleean. — Be- 
seiehnet nämlich die Anzahl der in letzterer benachbarten utvoll- 
st&ndigen Folgen erster Art 

V die Anzahl benachbarter unToiletandiger Folgen zweiter Art 

{y,A«l.,</^<'';."<{y,A«}.,^,, 
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Y. Eauuso: 



BO berechnet aich 

Unabhiingig von der Aufeinanderfolge der ausgeführten 
Löschungen definiert diese Zahl die Charakteristik der ur- 
sprünglichen Wurzelfolge 

Die noeh voiliaiideiie Meih»l«iti|^ttt Öm reduzierten Syitems 

hängt davon ab, wie viele und welche der drei Funktionen /", (/), ff{t)f 
fiiß) geraden oder ungeraden Grades sind. — Indem man diesen Um- 
stand gebührend in Rücksicht zieht, kann man die gewonnenen £rgeb> 
niese zu dem Satze zusammenfassen: 

II. Löscht man in der ans den reellen Wurzeln 
«!<«%<•••<««, A<A<*"Oi, yi<yt<" <y« 

der drei Gleichungen f\ (z) = 0, /*, (z) = 0, (i) —» 0 gebildeten auf- 
steigenden Größenfolge A = (a, ß, y) ^ ^ . successive alle ursprünglich 
vorhandenen und nachträglich auftretenden Paare benachbarter 
gleichnamiger Wurzeln a,a, ß, ß, y,y, so gelangt man zu einer 
ganz bestimmten, der reduzierten oder determinierenden Folge 

und zwar gemiSB den vier unienobiedliohen Annalunen 

1. N, - 2iV;, • N, - 2iV^ N, =^2ir^ 

3. ^i-2iV,-i-l, i^,-2Ä; ^,-2JV; 

4. N^^2ir„ Ä;-2jr, + i, i9i-2Ä; + i 

in einer der typischen Formen: 

1- i^ßfrlt*** iß*y>^\±tmf {y>^ß)±9mf 
^ |y>Ä«li«; {y»A«)t«+ii y,ß 

tM-f 1* 

— w 0, 1, 2, . . . 
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Der Satz gewinnt besonderes Interesse durch seine Umkehrong: 
HL Ordnet man die reellen Wurzeln 

fit<ß»<'"<ßt «nd yi<y,< -<y. 
sweier GleiehiiDgen 

/;(#)-Ound/;(#)-o 

der nacii dem Modul 2 kongruenten Grade 

iV. and JV, 

der GiBße nach in tine eiosig» aufttelgende Folge 

iß, rKc ^ < (ßK < (y)u < (P\^x < Wci+, < ••• 

tind bxingfc diese in bdunnter Weiie nf ihre rednsierte Form 

•) Ä<y;<Ä<y;<- <A.</«. 

oder 

b) n<Ä<y;<Ä< ••<y«<ft., 

80 besitst die dritte Qleichnng (ß) — 0 

1, für JVj = Xf, iVj mod. 2 

gleichfalls mindestens m reelle Wurzeln tt^ < tt^ <, ^ '< am» 
and zwar in einer der Anordnungen: 

») {^ß»y)mf lAy»«)«.; 

b) {«,7,^}., {y,«,^}«, {Y,ß,^]^\ 
2. m N^-^i^Nt, mod. 2 

mindestens entweder m — 1 oder m -f 1 reelle Warsein 
<i4<«4<*" <t^m*if swar in einer der Anordnungen: 

•) {Ä?',«}«-!»/^,^ oder {«,/3,y},„,a; 

b) {y,Aa)«-i,y,/3 oder {a,ß,y\^,u. 

Der Beweis folgt onmitkelbar aas dem Fandamentalgesets. 

4. Die Trmmmg der reeUm Wtmrjsdn der allgemeinen Gleichung 
nf^ Qradea. — Das Theorem M fUiTt natorgemäB zu der Frage : Exi- 
stieren im Bationalitfttsbereich einer CHeiehung n*^ Orades 

f (js) = a^ß'* — (i^ß—^ + a, = 0 
mit den reellen Wurzeln 

»1 < «1 <•••'»#•< <^ 1 < »it +t <••< «ii 

soldiB Paare von Okichnngen (n — 1)*^ oder niederen Grades 

/»W-O und/iW-O 



122 V. 

mit resp. den reellen Wurzeln 

«1 <«%< ••< und /li<A< -.</l,, 

daß die durch kfastere bestimmte determinierande Folge BSmtiiehe reeUen 
Woneln der ursprfinglichem Gleicbuig gegeneuiaiider iaoliert? 

Die ftr eine Bejahung der EVage erfordeiiielLe Eigenschaft des 
gesuchten Gleichungspuares l&fit sich offenbar in die Bestimmungen 
aeilegen: 

1. dafi je swei benachbarte reelle Wurzeln < U j^^i {h « 1, 2, 3, • • 
m ~ 1) durch eine ungerade Zahl reeller Wuneln « oder ß getreimt sind, 

2. dafi eine Identität der oben charakteriiierten Art Toxhandcn ist 

- 9o t ^ 9i t\ (^) + 9t ft 

Der ersten Fordwung genfl^H nach einem bekannten Satz von Rolle 
die aus der gegebenen durch einmalige Differentiation nach m abge- 
leitete Gleichung (» — 1)**° Grades 

„a.^— - (» - 1) a,,'-' + — ±0... -A.,W -0. 
Die Ausführung der Dirision 

iiMert 

f, (#) - - a,i-» + 2a,#-« - 8a,#-» + . . . ± »a, - (i), 

und man erhält zwischen den ganzen rationalen Funktionen /' (jb), 
/*i,o (4/0,1 (^) Identität 

«/"W = '/i.fW + /"<», iW- 

Innerhalb jedes der Interralle 

0 < z < -f- 00 und Ü > ir > — c» 

zeigt diese aber die im Fundamentaltheoreme I Torauagesetate Konstans 
der Voneichen der drei Hilfsfunktionen 

Ä — «> ^1 — Ä — 1» 

und es gelten daher für das eine wie für das andere Gebiet auch alle 
seine Konsequenzen, d. h. es bestehen die Sätze: 

1. Je zwei benachbarte positive oder negative Wurzeln der 
Gleichung f(z) = 0 schließen eine ungerade Zahl entsprechen- 
der Wurzeln der anderen /ö 1 (-2') = 0 ein, und 

2, die determinierenden Folgen der positiven und der nega- 
tiven Wurzein der Gleichungen (n — Grades/i^Q (e) — 0 und 
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f^i(M)^0 ichrinken retp. i&mtliche positiTen und iftmiliohe 
negfttiTen Wnrseln der Gleichung Grades f (#) — 0 auf be- 
stimmte außer einander liegende InterTalle ein. 

Die BiehM^eit dee ersten Satne laßt sich auch direkt leioht naoh- 
-weiieo. — Zwei benachbarte Wnneln gleichen Voneiohenfl < »a^.! 
der Gleiehnng 

f (ß) — a^g" — «I + 0,1"-* — • • • ± — 0 

bestimmen nimlioh ein Paar analoger Wurzeln rr- — < -j^- der anderen 

g'f (l) » Oo - o,/ + 0,/« ± a,/- - F{z') - Ü, 

nnd diese schließen ihreneits eine nngerade Zahl reeller Wonein 

'~ "ity letzterer abgeleiteten Gleichung ein: 

Es liegen mithin die l Wonein 

der Gleichung (n — 1;'*" Grades 

j-ij- 0) -_a,f-»-f-2a,*-«-...±iia.-/;^>(jr)-0 

wie behauptet zwischen den Wurzeln u\ und «/ j^i. 

Im besonderen folgt mit Rücksicht auf die im negatiyen und im 
poeitiven Zahlgebiet vorhandenen kleinsten und größten Wurzeln 
iei<ifff,<0<Wft+t <w„ der Gleichung /'(jr) «- 0 und die entp 

sprechenden Wuseln — < < 0 < ~ < — ^ der anderen JP(jO-"0, 

daß das Intervall 

1 <0<— 

eine ungerade Zahl reeller Wurzeln von {e') = 0, und also das korre- 
spondierende ^ . ^ 

ebensOTide reelle Wurzeln der Gleichung /j,^ i (^) 0 entluilty während 

das Intervall ^ ^ 

— > — 00, -i-oo> 

entweder aneh nicht eine oder eine geiade Zahl von Wurzeln der 
Gleiehnng IT" (/) — 0 nnd folglich das korrespondierende W/i <0<w^^^ 
ebensoTiele anderen /^^ (i) — 0 anfweist 
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Ans letzterem Gnmcle gilt die den Funktionen und f^iiß) 
■n der Stelle # » 0 sukonunende Gleiobbeit der Voxieieheii 

Bgn f (0) = 8gn /i, , (0) = sgna, 
auch innerhalb des ganzen Bereiches 

lim^-O, 

lind mau bat für ein genügend kleine» positiyes i übereinstimmend 

die Beziehung: 

8gn/ (f<?^+j + «) - agn^o («f^+i + «) - - ^S^f%x («^it+i + «) 

und 

V f (»^ - «) - V> (»I. - 0 /"i, 0 - «) - - «gn - <)• 

Uierdnrch werden aber die Annahmen, daß den Wnndn w^^^ und 
in den Intervallen 

«"« + 1 <^< "V'+s and > z> 

Bwei solche a[ und 'a^ der Gleichung /'i,o('^) 0 benachbart seien, illn- 
soriBeh. Denn diese wflrden an den Sti9llen 

# — «4 + * '"^^ # — — « 

die mit der Identitftt 

«/•(#) = ir/;,o(ir) + 

unvereinbaren Zeichenreihen bedingen 

■P»/"« + «) - - "IP^M W + «) - - "gn/i^ j « + «) 

und 

sgn /('«i - •) - - sgn ('«^ - «) /i^ 0 C«i - «) - - «gtt /iy 1 ('«i - «> 

Damit ist die Beiheniblge der Wnnein u, ß mcht nur swisdi» 
den Wunelpaaren 

»M+i < w^+t «nd ip^ > 

sondern auch zwischen allen weiteren Pnaren benachbarter Wurzeln 
^»»<#<W4+i nnd M'|>#>V|_i 

definitiv festgeftdlt^ nnd swar in den ^ypiiehen Formen 

tv^<ß <['"']< tt< «4^.1 und Wt> ß >['■]> u> Wf^^. 

Was schließlich die Anordnungen der Wuzieln ^ in den noch Ahzigen 
zwei Intervallen anlangt 

1. ir^ < 0 < und 2. > — oo, + 00 > w., 
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80 Buid dieie dnioh don enten Haaptnis typiaeh beitimmt und gemU 
den untenchiedlidien I%Ileii 

1. 8gna,_j i Bgua, und 2. agaa^^ — ±_ agnOg 

dargestellt durch: 

la) agna,., - sgna. 2a) sgnOi - sgno, 

%<«<[••]< < < ^ <«<«<[••]<« < « ' . + n 

Ib) 8giia^_, — — sgna^ 2b) sgna, — — egna, 

w> <«<[•••]<«<«< 0 < a < L- • 1 < «Wn 
tCi>ßl"]>ß>-oo, +oo>/3>/3>[.. 

Nomnehr kann man zusammenfassend als Spezialfall der Theo- 
reme n nnd ni die bereits a. a. 0. ohne Beweis aufgestellten jetat 
woblbegrOndeten Sitae formulieren: 

IJteorem IV: Besitzt eine Oleichnng Grades f{z)mmQ 

1. m reelle und durchweg positive oder negative Wurstln 

2. negatire und m — jtt positive Wurzeln 

«^i < «'i < • • < < 0< + 1 < «^^ + s < • • • < 

so ordnen sich diese mit den reellen Wnneln der beiden abgeleiteten 
Gkiehungen /j^« («) — 0 nnd f^^^ {§) — 0, nämlich mit respektiTe 

«1» «s, • und ßv ßv ; 
aüemail mu einer Folge des Typus: 

1. 0$«'^ [■ .] $ t€,^ßS [■ ««'^ $ Ä $ [• •] $ > "3 

2. - oo, ^~ <' /3i < [• •] <' ^, < m;, < ^ < [• J < pl, < <r, < 5, 

<[•••]< Ä < "'3 < • • < '^-1 < %-X <[••]< < 

<v>^< «1 <[• •]<'«,< o7«^ <«;<[••]<«;< 

_ [•••]<«•- i<«'«<Ä<[--]<Ä< + «>,Ä, 

1) Die veriinderteu hidiiieruagea der a und ^ dienen lediglich daza , das 
YerleQiingigesetK der Wonela stftiker herronuhebsn. 
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126 V. Ebuuusd: Über die Yerteilong der zeellen Wan«ln usw. 

WO jode emgüiammerte BoUie [•••, «, • ßy ßy - '\ oiiie wniMe 
Folge Ton Wnraeln a, ß dantelli 

Und umgekehrt: 
V. Ordnet man die reellen Wonseln 

der beiden abgeleiteten Gieichnngen (»— 1)** Grades ^i,o(') 0 nnd 
^ j (ir) — 0 der Große nach in dne einzige auftteigende Folge, und stmtM 
man in dieser sukzessive edle ursprfinglich yorhandenen und nachtiig- 
lich hervortretenden Paare benachbatier, gleichnamiger WurtebHf 90 
r emit i e rt sehUefiUch notwendig eine der Anordnungen: 

1. — Bei nur positiTen oder negatiTen Wurzeln 

^ Ä $ «1 ^ /3, 5 «, $ ■ • ^ ß^.^ $ «„.X, 
la) — bei geradem n — Ib) — bei ungeradem n — 

2. — Bei positiven und negativen Wunsein — 

-^fßl<^<A<^<~ßt< ' <%^l <ßf,< ^^^M 
< + 1 < + ! < < 1 <««-!<+ Ä- 

Dann aber besitzt die Stammgleichung n*^ Grades 

1. genau m redlc und positive odir negative Wurzdn 

la) auch mchi eine Ib) eine einsige 

reelle Wurzel; 

2. genau ^ negative und m — [i poaiHve Wuräeln 

— oo,Ä < < «i < < «P| < < < < < or«^ 

<Oyü^< u„^^ < (i^^^ < «^^.1 < tv^^f < /J^^, < • < ä^_, < w^_i 
Halle, den 20. Oktober 1905. 
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Zur Geometrie auf der Kogel. 

Von R. U£6£B in Dresden. 



Wie LexelP) gezeigt hat, werden die Hauptkreise eines Punktes P 
einer Kugel von einem Nebenkreise K so geschnitten, daß die Produkte 
der Tjmgenten der halbeu Bogen, die aul' einem Hauptkreise von 7' hie 
an K reichen, einander gleich sind. Bei Gudermann*) tritt der^ielhe 
Satz in zwei bemerkenswerten anderen Formen auf; wenn ein liaupt- 
kreis von P den K in A und JJ schneidet, so wird gezeigt^ daß 

C08 \ (PA + PB) nn PA sin PB 

Ton iMatfndiger Größe sind. Zwisehen dsn drei bestiadigeii Gr5ß«n 
findet der Zueunmenliaiig statt 

eoB^jPA-^ PB) l — tui\PÄ'iMa\PB 
ooe i (PA— 1*11) 1 + tui • tu ^PD > 

sin PA »inPB _ ^ _ ^'_:ijZA±7'^) 1^*° \PA- tanj PB 



Sind A* und B* die Gegenpunkte Ton Ä und also die Schnitt- 
pankte dee Haaptkreises PA mit dem Gegenkreise K* des so ist 

coe 4 (PA^ + PJQ coa ^ {PA -f PB) 

eM\iPA' — PB^ " eM\{PA — PB)> 

mtPA'riaPB rin Pui' ♦ sin P 

Im Hinblick auf die ebene Geometrie wird das Produkt 
tan I FA ■ tan | FH als die sphärische Foienz von P für Ä" bezeichnet'); 
diese Bezeichnung ist aber nicht unter allen Umständen zweckmäßig. 
Denn wenn mau bei geometrischen Untersuchungen auf der Kugel jede 
Figur mit ihrer Gegenfigur zusammen als eine Figoreneinheit auffaßt, 
so wird man den Namen Potenz nur für eine Große wählen, die für 

1) Lexell, Acta Peirop. 178S, I, 8.6&; vezgl. aach Baltsex, Elem. d. Math., 

8. Bd., 6. Aufl., Leipzig 1888, S. 827. 

2) Gudermann, Nied. SphArik, Mflnster 1886, g 855. 
8) Baltzei, a. a. 0. 
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K und A' iü gleicher Weise gilt. Es empfiehlt sich alsdÄim, den 
zweiten Gudernianuschen Quotienten 

%\n^PA sin PB 

mit dem Namen ,,Potenz" su bezeichnen; man könnte übrigens diesen 
Namen auch für jede andere symmetrische Funktion von tan j PJ. • tan - 
und dem reziproken Produkte verwenden; die von Gudermann an- 
gegebene hat aber vor anderen eine einfache geometriache Deutung 
Toraus. 

Als Potenz eines Punktes V für einen Nebenkreis AT verstehen 
wir also das Produkt der Hinus der auf einem Hauptkreise des P an 
den K reichenden Bogen, geteilt durch den Quadratcosinus des halben, 
innerhalb des K auf dem Hauptkreise enthaltenen Bogens. Die Potenz 
ist dieselbe für die Gegenkreise K und K'. 

Wenn ein Bogen auf einem Hauptkreise des P bis an A", der 
andere bis au A" gerechnet wird, und zwar so, daß die Punkte auf K 
UTid A" nicht Gegenpunkte sind, so ist das Verliälhns der 'iiDtijmim 
der Hälften diesn- Jioffcti von beständiger Größe. Ersetzt man iu der 
Potenz ß durch i>*', so erhält man 

«nP^ -8111(180« — 7\B2 sin l'A sin P 
cO8»i(180«'^XB') »u\-i,AB' 

Einem Nebenkreise als Punktgebilde entspricht der Kreis als Ort 
der Hau;)tkreise, die mit einem gegebenen Hauptkreise einen bestimmten 
Winkel bilden. Ist P ein Punkt eines Hauptkreises sind femer A 
und B die Hauptkreise, die P mit einem Kreise ^ gemein hat, und 
wird der von A und B begrenzte Kugelwinkel, der Ä nidit enthalt^ 
Ton in die Teile HA und HB zerlegt, so gilt der Satz, daß 

tan I • tu i HB, 

und damit sogleich 

w%\{HA-{- HB) . nnH A'tinSB 

«M^iHA—HB)' GO»*^ AB 

für alle Punkte des II von Instiindiger Große sind.^) Wir wollen 
die letzte Zahl als die sphärische Fotenz des Hauptkreis^ H für den 



1) Gudermann, Niedere Sphärik § 296 und 27. Auf S. 288 muft die dritte 
Zeile TOD unten lauten 

II — * . ; und — » . Tyii 4 » »l»o**; 

ÜKner ist in § 297, 1 oruiel 2 „sin* ^iß — u)'^ liatt der ersten Potenz zu seteen. 
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J&ms beieiehnai} die Potemeii toii fBr die GegenkxeiM ft und 
$t* sind glMch. 

Wird der Koofdiaetenbeetiminnng fllr Pnakto und Hauptkreiee anf 
der Engel ein dreireehtwinkliges Dreieck 2 YZ ragrunde gelegt, und 
gelten ala Koordinatan x, m einei Pnnktes P die Skms der tphäritdim 
Jhstände des P Ton doi Baten YZ, ZX, XT, und als Koordinaten 
eines T die seines Poles, so ist die Gleiehnng des ErsiseSy der die 
Mitte abc nnd den sphSrisdien Halbmesser x htii, 

Je ax hy ^ ce — r' 0. *) 

Der Gegenkreis bat die Gleiobnng 

Jfe' s aar + 6y + + r' — 0. 

Ist l der sphärische Abstand eines beliebigen Kugelpunktes P von 
der Mitte M des K, sind ferner, wie oben, A und B die Schnittpunkte 
irgend eines iiauptkreises des P mit dem A\ so iat (Baltzer, a. a. 0. 

Da nun 

l' mm ax + by-^ e§f 
so hat man . 



Die Potenz p von P für K und K' ist dah 



er 



ikk' iflx + by-i-czy — r'* 
1»---^^')»- =- 

Der Ort der Punkte gleicher Potenzen für die Kreise K und 
bat daher die Gleichung 

r'« ■ - - - , 

oder 

^ (a» + 6y + C4f)« — ^ (a^a; + + c^ey - 0. 

Fafit man die Gleiehungen 

jfc _ 0, - 0 
in die eine homogene Gleichung zusammen 

JT s (a« + &y + c#) • - r' ■ (a?» + y » + # •) - 0, 

1) Hauptkreisbogen und Winkel sphärischer Figuren sollen mit deutschen 
Buchatabeu, ihre trigonomethschen Funktioneo mit lateinischen bezeichnet und 
dnrdi Akstote unteneMedn wardMi: 

■in r — CO» T — r', tan r » r". 
AHMT dar M rth— M k umä tkfük. ni.B«ilM. XSU. 9 
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so erhält man für den Ort der Funkte gleicher Foiaizen 

Diese Gleiehimg stellt zwei Hmiptkreise dar, die auf dem Hanpi- 
kreiM der Mitten Yon K und eenkreelLt st^en und mit den beiden 
zu K und parallelen Hanptkreieen 

ax -\- hy C8 '= 0 und a^x + ^iV + c^z — 0 

in Harmonie sind. 

Für je zwei der drei Kreispaare (oder kürzer Kreise) 

sind die Gleichungen der Orter gleicher Pnnktpotenzen 





1 




1 




= 0, 




1 




1 

rk* 




-0, 


i. 


1 




1 

rr 


Kr 


-0, 



woraos folgt 

+ L, -H = 0. 

Dies ergibt: Die drvt Paare wn jxileiiMftatteiMieti JSauptlreitm für 
je tum wm drei Kmaen sdmeiden «loft viermal tu je dreien in eimm 
PuiMe\ diese vier Pmkte habe» ßr die drei Kreiae gleidie Poteiuen, 

Sind femer ahc die Koordinaten eines Gmndkreises S, uvw die 
eines Teiioderlichen Hauptkreises so ist die Gkiehung des Ortee 
der Hauptkreise^ die mit ff einen gegebenen Winkel x bilden, 

St ^ {au + bv + cwy ~ r'' - 0. 

Die Koordinaten eines Hanptkreises, der ftlr die Kreise 

= 0 und Ä, = 0 

gleiche Potenzen bat, erfüllen die Gleichung 

ß ^ Ä - = 0. 

Der Ort der Haupßtreise gleidier Poteneen für eicei Kreise besteht 
also aus zwei Punkten. 

Diese Punkte, in denen sich die beiden äußeren und die beiden 
inneren gemeinsamen Tangenten von il und schneiden, werden von 
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Gudermauu (a. a. (). § 319) im Hinblicke auf die ebene Geometrie als 
Sjmmetralpunkte bezoiehnet. 

Wir zieben die Bezeicimung fjpoienzluUtende Funktef' oder kürzer 
jfPotempunki^' vor. 

Die Gleichni^eii fttr die Poinispimkte je zweier der dm Kreise Sti, 
Ä„ Ä, nnd 11 

2» = I Äi — ^1 — 0, 

fif — 0, 

Sf s -.1 — = 0. 

Aus der IdentitSt 

folgt: Dte <2rvi Faieiupunktpaare je eweier von drei Kreisen liegen vier' 
mal m je dreien auf einem HaupÜarem; diese drei Beuipthreise habe» 
(Reiche Fotetuen für die drei Kreise. 

Diese vier potenzhaltenden Hauptkreiee beuiohnet Gadermaan 

(a. 0. § 322) als Symmetralen. 

Aus der PotenzeigenBchaft der Schnittpunkte der inneren und 
der äußeren Tangenten iweier Kreise ergeben sich einige Sätze als un- 
mittelbare, keines Beweises mehr bedürftige Folgerungen. Z. B. Jeder 
Hanptkreis T eines der Punkte Sil sehneidet ^ und j^^ unter gleichen 
Winkeln. Wenn ein Kreis 9i die Kreise Ä und berührt, so geht der 
Hauptkreis der Berührungspunkte durch einen der Punkte fi. 

Diese beiden Sätze entsprechen dual den beiden folgenden: Von 
jedem Punkte eines der Hauptkreise von L aus reichen an die Kreise K 
und K^ gleich lange Tangenten. Wenn ein Kreis 7i die Kreise K und 
K^ berührt, so schneiden sich die gemeinsamen Tangenten auf einem 
Hauptkroise von L. 

Einige Sätze, für dif Oudorinaim Beweise beibringt, bediirlen 
nach der hier gegebenen Durstellung keines Beweises. Bezeichnet inan 
zwei Kreise als reziprok, wenn die Punkte des einen die Pale der den 
anderen umhüllenden Hauptkreise sind, so folgt ^^(iudermann i\. u. 0. 
§ 323): Die Potenzpunkte zweier Kreise sind die Pole der Potenzhiiupt- 
kreise der beiden reziproken Kreisi-. Ebenso folgt (Gu der mann a. a. 0. 
§324): Die vier Punkte gleielier Potenz für drei Kreise sind die Pole 
der Haujttkreise gleicher Potenz für die reziproken Kreise. 

Die Zusammenfassung von Kreis und Gegenkreis zu einer Einheit 
und die Ausdehnung des Potenz begriök auf liauptkreise rückt die Be- 

9* 
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r&tmngsaufgabm mif der Kugd in eine andere Beleaditang; einige 
dannf bestlglielie B«nerknngen dflrften aoeh an dieser Stelle niekt 
flberflÜBiig aein. 

Sind swei Gegeupimktpaare und ein Eboptkreia T gegeben , und 
liegen swei Punkte A und B, die nicht Gegenpnnkte aind, waf derselben 
Seite von T, so enthSlt ein dnrch die gegebenen Stfleke bestimmter 
Exeis A nnd B, der Gegenkreia A* und B'\ und wenn zwei Haupi- 
kreise T und U und ein Punkt A gegeben sind, so kann eine LSsung 
nur in dem Eugelwinkel TU liegen, der A entbSlt In jedem Falls 
kennt man eine Symmetrieachse der Ldsnng: daa sphärische lüttellot 
▼on AB, bes. die Ißttellinie des Eugelwinkela TU, und damit kennt 
man nodk einen Hauptkreis ü, bei. noch dnen Punkt B, nämlich die 
symmetrisch entsprechenden zu T bez. A, FOr die nun entstandene 
Au^be: Einen Kreis zu zeichnen, der zwei Punkte A und B enthält 
und twei Hauptkreise T und ü bttührt^ wenn .4 und B mit T und 17 
gegen denaelben Hauptkreis S' symmetrisch liegen, gibt es zwei Ldsungs- 
wege, die einander dual entsprechen. 

Beatimme den Schnittpunkt C Bestimme den Hanptkreis V 
▼on AB und T. Zeichne einen der Punkte TU und A Zeichne 
beliebigen Kreis f durch ^ und JB. einen beliebigen Kreis K, der T 
Zeichne von C aus eine sphärische und ITberflhrt Zeichne im Schnitt 
Tangente CD an K. Mache auf von V und K eine sphärische 
T die Bogen CE^ — CE^ =- CD. Ttogente an K. Zeichne in die 
E^ und Ef sind die Punkte, in Hauptkreise nnd W^, die mit 
denen T Ton den Lösungen be- V denaelben Winkel bilden, unter 
rflhrt wird. dem K und V einander sdmeiden. 

Wi nnd Wf sind die Hauptkreise, 
die die Lösungen in A berühren. 

Derselbe Dualismus gilt natürlich auch in der Ebene. Der Um- 
stand, daB die fUr den Unterricht bestimmten Darstellungen der Plani> 
metrie eich meist durch Ausschluß trigonometrischer HiHsmittel ganz 
ohne Kot beschränken, bedingt es, daß der Begriff der Potens einer 
Geraden fQr einen Kreis (Oudermann a. a^ 0. § 297, 2. Anmerkung) 
dort noch keinen Eingang gefunden hat, und daher die rechts stehende 
L(toungsweise unter einem ganz anderen Gesichtspunkte, nämlich als 
Anwendung der Methode der ähnlichen Abbildung, behandelt zu werden 
pflegt 

Die beiden Aufgaben: Emen Kreis £u teidaien, der durdi emem 
Kreis K und außerdem durth swei Punkte A und B, oder AntA gwei 
Biaupfhrase T und U hestimmi ist, entsprechen einander ebenfalls dual, 
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und lassen unter Verwendung der Punkt- and Hanptkreispotenzen dual 
entsprechende Lösungen zu. 

Zeichne: Einen Kreis Ii durch 
A und einen Kreis S durch A 
und B'\ den Tollständigen Ort L 
d«r Paukte gleicher Potenzen fllr 
R ond JrZ'; deoMlben Ort fOr 
8 nnd KK*\ ferner HauptkreiM 
dnreh die Scbnittpnnkte desHanpt- 
kreises AB mit den Hanptiavis- 
paarfen L und die den in Frage 
kommenden der Kreise K nnd JT' 
berUhran. 

Die aeht BerfihnmgBpnnkte 
and die Ptonkte^ in denen K und 
K' Ton den acht Löenngen der 
Aufgabe berflbrt werden. 



Zeichne: Zwei Kreise R und 
Sy die zwei TonT nnd Z7b^renzten 
Nebenwinkeln eiiqjeaebiieben sind; 
dem ToOstSadigen Ort L der Haupt- 
kreise gleicher Potensen für B nnd 
KK'', denselben Ort ^ fQr 5 nnd 
KK*'y femer die Hauptkieise dee 
Ponktes TU nach den Punktpaaren 
L und N, 

Die Schnittpunkte dieser vier 
Hauptkreise mit dem in Frage 
kommenden der Kreise K und 
sind die Punkte, in denen diese 
Kreise von den acht Lösungen der 
Au%abe berflhrt werden. 



(Foitsetsaog lolgi.) 



Über sternförmige Polygone, welche mit der Teilung der 
elliptisclien Funktionen im Zusammenliange stehen. 

Von P. Kokott in Neisse. 

Von der Peripherie des kleineren zweier konzentrischen Kreise 
niuclio man einen Schritt gleich a nach dem p^rößcren, von da aus 
zurück /Aiin kleineren u. s. f.: es entsteht eine sternförmige Figur, <lie 
sich bei günstiger Wahl der Größen ü, /• und <( schließen wird, und 
zwar ist es offenbar, daß, wenn die Figur sich einmal schließt, sie 
immer geschlossen ist, von welcher Stelle man auch ausgeht. Läßt man 
jetzt die Bedingung fallen, daß die Kreise konzentriscli sind, so entsteht 
eine Figur, welche ähnliche Eigenschaften in bezug auf die elliptischen 
Funktionen besitzt, wie sie der regelmäßige Stern in bezug auf die trigo- 
nometrischen Funktionen hat. 

Herr Arnold Emch gibt in einer Arbeit, ilie von der Universit}' 
of Colorado im Dezember li)ü2 herausgegeben ist, für den i all eines 
Drei- und Yiersternes die Lösung, wenn a gleich dem liadius des 
kleineren Kreises gleich ist. ' 

Im folgenden will ich das Problem in anderer Weise lösen nnd die 
Sehließungsbedingungen bis znm Sedis- nnd Achtstem entwickehi; ee 
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wild nfifa tau der Bahandloxig aadi der algebruiohe Zmunmeiihaiig 
der Figoren mit den Poneeletidieii Polygonen ergeben, anf den muk 
Hen> Emeh in geometruehem Sinne mfinerkiain gemaehi hat 

Drfiekt man A^Mi in doppelter Waiie am den Dreieeken Ä^M^M 
nnd MiA^Bi naeh dem Koaini M wa t Be ana, eo erbilt man 

2 Ra cos - iü* + a- - - + 2re cos o. 

Ebenso 

2 22» cos ^' — + a' — r* — c* + 2 rc cos «' («' bestimmt A^. 




Daraus folgt Ra (cos ß' ^coBß)^re (cos ~ oos a) oder 



Ma sin ' — sm ^ 



»1 » — 

a -f- a a — et 

re sm — ^ — sm — - — ■ 



Nim ist aber ans den gleiehschenUigui Dreiecken MA^A, ond 
I{^A^A^ erkennbar, daß a sin = r sin ~ * ist, also ist auch 

JS sin — e sin . Multipliziert man die beiden ersten Qlei- 

cliungen, so eutsteht 

a* Qoa ß eoB ß' " O + HS + KP, 

Hierin sind G, E nnd K Konstanten, P * cos «' ooe « nnd 

» eos «' + cos ct. Drflekt man noch 2 cos /3 cos ^' eos iP' -\- ß) 
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wi{ß' — ß) durch cos (a' — ff) und cos («'+«) vu, und setit man 
HB ff' an ff — P'y 80 erhält man 

(1) AP + BP' + CiS - i), 

wo 2(B»r« + aV - 2r««*), B- 2(IPr« - a"e«), 

C- - 2 re a-- ), 7^ = (R^- (a'- r»)«4- 2 rV-*- 2 o* ü«. 

Die Gleichung (1) stellt die Abhängigkeit des Winkels ff' Ton « 
dar nnd kann mit den elliptischen Funktionen in ZaBammenhaag ge- 
bracht werdni, wenn es gelingt, den Koeffizienten Ton S zum Yer* 
schwinden zu bringen. Es soll nun geieigt werden, daft dies immer 
mö^ieh ist. Setst man nämlich 

(*) coe ff ■- i-— - "7, cos « " 1 ' » 

^ ' Z cos <p — 1 ' i cos 9 — 1 ' 

80 geht die Gleichung (1) über in 
n(A -^^CX" Dl*) + n'Bil - A*) + £{fik* -U-l^A + Q- 

Hierin ist 77» 0019 eoe^', W » sin^ sin^' und eos^ + cosf)'. 
Über die noch unbeetimmte GrSfie X rerfDgen wir so, dafl 

(S) i«-.^i + l«.0 

ist Wir eibalten dann 

(4) ooegjcoey + ^^^sinfljsmy - 



Seti^t mau jetzt 

^^-A(«,«), ^^--cos«, 



so entspricht (4) genau der Formel 

cn M cn V -r sn u sn v dn ( ii — v) ^ cu — v) , 

nnd wir sehen daraus, daß die Differenz der Argumente, durch welche 
9 nnd q>' nnd damit auch k und a' bestimmt sind, konstaut ist. Wir 
beseichnen diese Konstante mit h. Ans der Gleichung (2) folgt 

Die Transformation ist also in allen Teilen reell, wenn A < 1 ist. 
Die Gleichung (3) zeigt, daß eine Wurzel A immer kleiner als Eins ist; 
hierbei muft Torausgesetzt werden, daß 4C^ < i . l — D f sei. 

Gehen wir nun von irgend einem Punkte Ä^, dessen Argument 
u ist, aus, so ist durch u-j- h, A^ durch u + 2h, A^^,i durch 
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u -t nh bestimmt. Soll nun der letzte Punkt mit zusammenfallen, 

so iiiiiBnA~4£ sein, woJT— r , ist Daraas fSokrt daft es 

« 

gleicbgOltig isi^ an welcher Stelle man anfingt, denn die Schließongs- 
bedingung enthalt nnr die Konstante des Problems. 

Eliminiert man in derselben Weise die Winkel «, so erhält msn 
eine Gleiehnng Übt fi' und ß, welche dieselbe Form wie (1) hat. Die 
Koeffizienten dieser Gleiehong nntersclieiden sieh nnr dadurch, daß Ra 
durch re an ersetaen ist, wahrend alles bis auf das Zeichen des 
Koeffixioitea TOn sin ß sin ß' unveriindert ist. Daraus orgibt sich, daß 
fttr die Winkel ß die Besiehung u' + o'-^' gilt 

Wir gehen nun daran, die Bedingungen des Schließens in Funktion 
der Größen Ii, r, c und a selbst anzugeben, und untersuchen zuerst das 
Stemviereck, das auf der Peripherie des kleinen und des großen Kreises 
je 4 Ecken besitst Da h dann den Wert K annimmt und cn 2l » 0 
ist, 80 erhaltui wir entsprechend den Gleichungen (5): — CX ^ D. 
Setzt man diesen Wert in (3) ein, so entsteht C* + AD — 0. Für das 
Dreieck ist die Gleichung an benützen 

4 « 



cn - ju. 

l' 1 



dn : K 

d.h. • 

6'^+ AB-\- AJ) + BC^O. 

Fflr das Sechseck ergibt die Elimination Ton X ans der Gleichung (3) 

m Verbmdung mit cn ^ iL H ^ — 1> die mit ^zLcJ B' 

identisch ist, {AD (U - D)*-4a). 

In ahnlicher Weise hat man die Bedingungen für höhere Vielecke 
an bilden. Betrachtet man die Konstanten der Gleichung (1) genaner, 
so sieht man, daß dieselben eine sehr einfache Gestalt annehmen, wenn 
a— »r gesetzt wird. Es wird iiäinlich ^=2r*; i? = 2r*; 6' — 2re; 
D» jFP — — 2r^ dsi «lurch tlt n Faktor — gekürzt werden kann. 
Man orhält dann für das Dreieck r-^B, für das Viereck 2}-^ 7i'* j » ^ 
für das Sechseck r* (3r* - Ji*) = e«(ii* + t"), endlich für das Achteck 
(K« - c*) { ((2r + - B*) ■ ((2r - r)' - 72*) } = (R* + .?» - 2r«)» Die 
Gröfie e ist willkürlidi, jedoch der Bedingung unterworfen, daß 
2r — c> ü ist 

Neisse, im September 1907. 
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Systeme korrelativer Bfindel, welche eine gegebene ^ 

erzeugen. 

Von WoLFGAKG YooT in Karknihe. 

Ein umfassender Zyklus von Arbeiten der Herren Sturm, Hirst, 
Schubert^) beschäftigt sich mit der Frage nach der Anzahl projektiT 
bezogener Gebilde enter, zweiter und dritter Stofe, welche gewisse vor- 
gegebene Bedingungen erfüllen. Die Bedingungen zerfallen in Lage- 
bedingungen fQr die Tragw und in Projektivitätsbedix^ungen. Die 
letzteren bestehen in Paaren konjugierter Elemente, das sind solche, 
die mit entsprechenden Elementen der gesuchten Projektivität inzident 
sein sollen. 

Die vorliegende Arbeit untersucht Systeme von korrelativen Bündeln, 
wolciu- eine gegebone Fläche zweiter Ordnung erzeugen und außerdem 

hinzutretende Bedingungen befriedigen. 

1. Wir schicken etcei Hilfsbdrachiungen voraus. Die dem Haupt- 
problem analoge Frage für einstufige Gebilde, projektive Ebenenbüsche], 
lautet: gegeben ist eine Regelschar und eine Anzahl von Paaren ,^on- 
jugieiier'^ Punkte, gesucht projektive Ebenenbüschel, welche die Regel- 
scbar erzeugen und nach den konjugierten Punkten entsprechende Ebenen 
senden. 

JJin Vnar l-onjiifjierfrr Punlic A^: Iq/i in der Ijiischar eine 
Vrojfkiivitüi „assoziinin'' Strahlen tt'M, d. s. solche Strahlen o^, Oj, 
welche als Achsen ])rojf»ktiver Ebenenbüschel ()bige Bedingungen be- 
friedigen. Den einzigen einem beliebigen Strahl Oj der Leitsohar asso- 
ziierten Strahl finde ich, indem ich die Schnittgrade der El)ene o^A^ 
mit der Regelschar mit .1., durch eine Ebene verbinde und diese Ebene 
wieder mit der Leitschar schneide. 

I'iir zwei Paar konjiKfiertcr Piinhte A^; A^, 13^; B.^ gibt es zwei 
Paan assoziierter Strahlen. Denn die durch -1,; Ao bzw. J^j; fest- 
gelegten Projekt ivitäten assoziierter Strahlen haben zwei Paare gemein. 

Auch folgende Betrachtung wird nützlich: Es liegt eine T lache 
zweiter Ordnung jp, ein Punkt Oj and eine Ebene w, vor. Auf allen 

1) Sturm, Math. Ana. 1, MS; 6, öl3; 15, 407. — le, 117. — 12» 164. 
— Hirat, Pwc ef Lond. Math. 8oe. 5, 40; 8, MS. — 81, 99. — Schubert, 

Kalkül der absählenden Geometrie, Lpzjf. 1879, 28 Ms 32. - Vgl. auch: 
W. Vogt, Korrelative Räume bei gegebener PunktkemflAcbe, Dim., Breslau, 1906. 
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Strahlen dnr(;h O^^ ist eiiio Prnjektivitiit bestimmt, in der die Schnitt- 
punkte mit Z'"* Koinzidenzpuiikte, 0, und der Schnittpunkt mit ent- 
sprechende Punkte sind. Der Ort lUr dem Oj = entsprechaiden 
Punkte ist eine Ebene to'i ; denn auf jedem Strahl durch 0^ ^ (Xj liegt 
genau ein Punkt, und 0^ = 0'^ ist selbst unter diesen Punkten nicht 
enthalten, weil auf keinem Strahl Identität herrscht Auf allen Strahlen 
Ton Q|3 0^ naoh dem Sehnittefcnlil der mit der Polavebene von 0^ = 0^ 
beiOglich F* herrBoht InTolntion, dämm geht «j doreh diesen Strahl 

Denke ich mir zwei Bftnme 2^, 2^ und lasse jedem Pimkle 
Ton Zi den Punkt ron enteprecheuy der ihm auf teinw Yer^ 
bindungsgraden mit 0^ ^ (/, zugeordnet ist in der eben besprochenen 
FtojektiTitSI> so entsteht eine em-eindeutige, m heideriei Sinne guadra- 
tudie f,iseHiraU^ Verwandisdtafl.^) 

L Problematelliuig. 

§ 1. 

3. Zwei korrelative Bflndel 0^, 0| mögen vorliegen; ich denke sie 
mir in zwei Tersohiedeneu Räumen Z^, Z^. Zwei Punkte und 
zwei Grade ttj; in Z^ und sollen ,^-onjugiert^' heißen in bezug 
auf die korrelativen Bündel, wenn sie mit polaren Elementen der beiden 
Bündel inzident sind, also wenn die Strahlen O^A^y O^A^ resp. die 
£benen OiQj, OjQ, in den Bündeln konjutriert sind. Einem Punkte.^ 
sind somit alle Punkte der dem Strahle O^Ä^ entsprechenden Ebene 
konjugiert, einem Strahle Qj alle Strahlen des StrahlengebüscheSy das den 
der Ebene O^o.^ entsprechenden Strahl zur Achse hat. 

Auf jeder (iraden des Raumes liegt eine Projektivität konjugierter 
Punkte. Der Ort der Koinzidenzpunkte, also dn- Ort <lrr sich srlhsf 
konjuyiirtni Punkte im Uaume ist die von den Bündeln erzeugte Fläclie 
jnveiteti Grades i*'.*) 

0, und Oj liegen auf der i*^. Dem Strahl O, Oj entspricht in 
dem einen und anderen Bündel die Tangentialebene au i'" in 0^ resp. Oj. 

3. Die Atisarft(Nffe)i erster Stufe'^) der lorrelativen Bündel sind die 
phinnre und axiale luindell.orrelation. Die planare besteht im wesent- 
lichen aus zwei projektiven Strahienbtischeln, jeder Strahl des einen 

1) Zentrale und windschiefe Kaumverwandtsehaften, Jahresber. d. Schlea. Ges. 
f. Yaterl. Knltw, 1908. 

2) In jedem Strahl enbflschel liegt eine Projektirit&t konjugierter Strahlen. 
Ort der sich selbst konjugierten Strahlen ist ein Komplex zweiten Grades. 

3) Vgl. Sturm, Math. Ann. 12, 861, Schobert a. a. U. § 82« Hirst, Piee. 
üf Lond. Math. Soc. o, 42. 
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entspridifc allen Ebenen durah den entopreehenden des anderen. Die 
ProjektiTitii konjugierter Punkte aof allen Strahlen dee Banmes ist 
aasgeartet^ die singulären Ponkte sind die Sdmittpnnkte mit den sin- 
golaien Ehmen dar BflndeL Die erzeugte ist das Ehenenpaar. 

Die emäU BStiddkomiatim besteht ans iwei projektiTen Ebenen- 
bOseheln, jede Ebene des einen entspricht allen Strahlen des Strahlen- 
bOsehels in der entsprechenden Ebene. Die eneogte ist das Er- 
aeugnis der projektiTen EbenenbfiseheL 

FaUen die Achsen zusammen, so besteht die eneugte JP aus den 
Koinzidenaebenen der koiyektiTen EbenenbfiseheL Fallen die Achsen 
snsammen und wird die ProjektiTitiit der Ebenenbflsehel Identität, so 
wird keine eigenttiche JP* erzeugt, alle Punkte des Baumes sind sich 
selbst konjugiert 

Gibt es bei Torliegenden korrelatiTen Bündeln 0^, 0^ auSerhalb der 
erzeugten I* einen sich selbst konjugierten Punkt, so sind die Pro- 
jektiritäten konjugierter Punkte auf allen Strahlen durch ihn Iden- 
titäten, alle Punkte des Raumes sind sich selbst konjugiert. Jeder 
Strahl jedes der beiden Bündel liegt ganz in seiner entsprechenden 
Ebene. Das ist nur möglich bei der speziellen axialen Korrelation 
mit gemeinsamer Achse und identischen Ebenenbüscheln. Ich kann 
daher s^en: sind bei vorgen^cbenen konrelativen Bündeln neun sich 
selbst konjugierte Punkte bekannt, so ist die durch diese bestimmte F* 
das Erzeugnis der korrelativen Bündel, es sei denn, daß die spezielle 
axiale Korrelation herrscht. 

Sind 10 nicht in einer Helfende sich seihst konjHf/iertc J^nnkte 
bekannt, so hetrscht notwendig die spezielle axiale Biindclkurrelution. 

4> Wir tcoUen das System korreiaHver Bündel untersuchen, teekhe 

eine gegebene zum Erzeugnis liabeti. 

T'j)ir fiJh/emeine F^ wird durch Biindellorrelationen erzeugt; denn 
die beiden Scheitel sind auf selbst willkürlich, und nehme ich sie 
fest, so gibt es noch oo' Korrelationen. Einem Strahle von Oj , der 
noch in % schneidet, entspricht in diesen je eine Ebene des Ehenen- 
büschels Oj2t. Nehme ich eine von ihnen als fest, so ist damit die 
Korrelation eindeutig bestimmt. Einem weiteren Strahle h^ von 0^, 
der F^ noch in 23 schneidet, entspricht die Ebene durch 0,, 93 und 
den von % verschiedenen Schnittpunkt der Ebene OjOj^i mit dem 
Kegelschnitt (oj/'"). ') 

Zur Festlegung eint'i endlichen Au/ahl von Bündelkorrelationen 
werden wir noch 5 einfache Bedingungen oder mehrfache in äquivalenter 

1) Schröter» Obeifl. zweiter Ordnung, Lpzg. 1880, 8. Ml. 
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Menge hinzufögen können. Als solche werden wir die folgenden be- 
nutzen, in denen wir über den Rahmen der Ton Sturm nnd Sobnbert 
bebandelten hinausgehen. 

Wir beseiehnem nach Sohnberts Beispiel^) jede Bedingung sym- 
bolisch durch einen Bncfaetaben, eine Anzahl Yon Bedingungen durch 
dae symbdiiehe Fh>dnkt der ingehSrigen Bnehetaben. Eine Summe 
von Symbolen beieichnet die Bedingung, daß einer offer ein anderer 
der gjmboliechen Summanden erfüllt sein solL Sdiliefilich soll ein 
symbolischer Ausdruck, der die zur Festlegung einer endlich«! Anzahl 
▼on Bfindelkorrelationai nötige Dimension hat, zugleich die Zahl der 
Lösungen bezeichnen. 

6. Soll Ol auf einer Ebenem einer Graden liegen, oder ein gegebener 
Punkt sein, so ist das eine ein&che (jpi), zweifache (p*), dreifache Be- 
dingung wobei die beiden letzten sich als Produkte der ersten 
denken lassen. 

Analoge Bedingungen fQr 0^ sind j^, p], jfi. 

Da nun in unserem Falle die Scheitel stets auf .F* liegen mOssen, 
so kommen und jp{ gar nicht in Betracht^ und |>J und Terlangen, 
daß 0} nsp. 0, einer der beiden Schnittpunkte der gegeböien Graden 
mit F* ist Obgleich es hier ftbersichüicher enoheint^ eine fieste Lage 
für den Scfaeitsl auf als Bedingung einzuführen, bleibe ich doch bei 
dieser Symbolik, weil nur so die zweifache Bedingung sich als Potenz 
der einfachen darstellen laßt, und das zur Aufteilung der Tabelle 
praktisch ist. 

Außer diesen Lagdted'i'irnificn für die Scheitel nehmen wir folgende 
elementare Bedingungen für die Kurrelaticm, die aber, wenn sie die 
Vielfachheit 9 erreichen, auch Lagebedingungen für die Scheitel abgeben. 

Einfache Vwjekiivüütshidinfinngm sind ein Paar koigugierter 
Punkte [A^\ u, ein Paar konjugierter Graden [Oi; (x^ v. 

Lege ich von der dem Strahle Yon 0| nach einem festen Punkte 
entsprechenden Ebene er, nicht nur, wie in jii, einen Punkt, sondern 
eine Grade o«, oder gar sie selbst fest, so ist das eine zweifache, drei- 
fache Bedingung: {A^; 0,1-^*1» \A\ «t] - «nalog: [Oji ^]-^*„ 

K; -iJ = Mi- 

Aus der Hcdiiigniig i' gewinne ich drei verschiedene zweifache Be- 
dingungen: Ich verlange von dem der Ebene von Oj nach einem festen 
Strahle Q, entsprechenden Strahle: 1. Er soll durcii einen Punkt 
gehen — diese Bedingung ist identisch mit [a,; A^] == «g. 2. Er soll 
in einer Ebene «, liegen: «sJ =• 3. Er soll zwei Grade a,, 

1} Schubert, a. a. 0. S. 8. 
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•chtieideii, d. h. ieh gebe xu 0| swei koigngierte Qnden: [a, ; a,, a,] =- i'i ■ 
Dureh RaumrertauschuDg entstehen die Bedingungen: [^1^; "~ f^i» 

Femer gewinne ieh ans v zwei diei&che Bedingungen, indem ich 
Ton dem der Ebene Ton 0^ nach einem festen Strahl entsprechenden 
Strahle verlange, 1. daß er einem Strahlenbflsehel angehört: {A^y a,)] 
^ ¥x, 2. daß er drei Strahlen o^, a^y schneidet, d. h. ich gebe 
drei konjugierte Strahlen zu o^: [Ot; Osl ~ ^i* Dvch Banm- 

Tertanschnng ergeben sich: [(Att ~ Ki ^it 4 1 * ^t* 

Schließlich erhalte ich eine Tierfaehe Bedingung, wenn ich jenen 

Strahl selbst fisstlege: [a^ ; a^] » v^y dnrch Raumvertanschung: [a^ ; a^] ^ v,. 

7. Es ist bereits gesagt, daß eine F* durch oo^ Bündel-Eonre- 
lationen erzengt wird: 14 einÜM^ Bedingungen legen eine oidliche 
A«fyM Ton korrelatiTcn Bflndeln fest, die F* ist nach (8) mit neun 
sich selbst konjugierten Punkten SqniTalent, es bleiben also fOnf Be- 
dingungen frei. 

Danach kSnnte man glauben, daß die hier gefundenen Resultat^ 
so weit sie sich sonst anf diesdben Beämgungen hetidim, sich Ton denen 
da Stnrm>Schnbertsehea Arbeiten bei Bedingung^nippen, welche 
enthalten, nicht nnterscheiden werden. Dem ist aber nicht so. Zum 
Beispiel ist bei jenen |^fi*>->8^), wahrend hier bei gegebenem 
Jfitt gloich 0 ist, weil 0^ nicht in dem durch dargestellten Punkte 
außerhalb F* liegen kann. Der Grund dazu liegt in folgendem: 

8. In dem System fünfter Stufe Ton Bflndel«Konelationen sind 
pUtnan KorrdaÜonm, die ja ihr Ebenenpaar zum Erzeugnis haben, 
gamicht enthalten. Axiale können in zwei Gestalten auftreten. Erstens 
können die beiden Achsen, einer der beiden Scharen der JF*' angehören, 
die Scheitel sind auf ihnen willkürlich, die projektiTcn Ebenenbflschel 
snEeugen die andere Schar. Dieser Art gibt es in dem System oo*, 
welche bei imaginiien Schaven der JP' sämtlich imaginftr sind. 

Femer aber hat jede spezielle axiale Bflndel-Korrelation mit zu- 
sammenge&llenen Achsen nnd identischen Ebenenbflscheln alle Punkte 
des Banmes zu sich selbst konjugierten, erzeugt also auch die ge- 
gebene F^. Die Achse kann <x* Lagen im Räume haben, die beiden 
Scheitel sind auf jeder noch willkürlich. Es gibt oo' spezielle axiale 
Bfindel-Korrelationen, also eine höhere Mannig£idtigkeit, als es allge- 
meine Bündel-Korrelationen gibt, welche erzeugen. Diese Anomalie, 
welche zunächst die Abzahlung mittels der Ausartang^en erster Stufe 
unmöglich macht, bewirkt den obragenannten Untenchied zwischen 

1) Schubert a. a. O. 8. S91; dort steht p tOi p^^ p' fdi p^. 
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meinen Resultaten und den Sturm- Schuhedacheu. In deui Beispiele 
pIpI gibt es zwar keine lösende allgemeine, aber oo* spezielle axiale 
Bfindel-Eorrelationen; die Achse ist frei in dem StrahlenbOschel um 
den durch dargestellten Punkt nadi der durch dargestellten 
Oraden hin, 0^ ist jedeimal jener Punkt, 0, der Schnittpunkt mit 
dieser Graden. 

In das KmUmumm 4er attgememen BikM'Korrdaiioiim gdim nur 
diejenigen speei^m axkdm Karrdaihnm mü muammengefaBenm Aduen 
imd ideniidAm EbenenbUtdidn em, wdcke ihre Bändekt^eitd m den 
SdmUipiimkten der Achse mii F* U^gen haben. Deren gibt es ooK 

Die ein£uhe Bedingung^ daß eine geeuchte Korrelation eine Aua» 
artimg der speziellen axialen Art sein soU» will ich mit if, die Be- 
dingung, daB aie eine axiale Korrelation sein soll, welche durch ihre 
projektiTcn Ebenenbfischel wirklich F* ersengt, will ich mit if* be> 
zeichnen. 

II. Pnnktbedingnngen. 

9. Wir wenden uns zur Behandlunij solcher Bt*(liii}fungs^ruppen, 
die außer Tiagebedinguugen für die Scheitel nur Paare konjugierter 
Punkte enthalten. 

Zwei Punkte 0^, Oj, welehe die Schi'itel von korrelativen Bündeln 
sind, die den auferlegten Bedingungen genügen, sollen jflssoziiert^ 
Punkte heißen. 

§ 1- 

10. Es ist F* und ein Paar konjugierter Punkte — |» 

gegeben. 

0|, O^f seien zwei beliebige Punkte der F*^ Strahl OiA^ schneide 
F* noch in %, Die dem Strahle Oj^lj entsprediende Ebene ist dnreh 
die Punkte 0,, A^ eindeutig bestimmt und mit ihr die ganze 
Korrelation dar Bündel') Sehneiden sich die Graden OjOt, A^A^, so 
liegt der Strahl OiA^ ganz in seiner entsprechenden Ebene, ohne doch 
der F* anzugehören, darum herrscht die spezielle axiale Korrelation 
mit znsanimeng;efaUenen Achsen und Ebenenbfiseheln. 

Die Korrelation ist nur dann nicht eindeutig bestimmt, wenn die 
Punkte Oj, §1, vi, in einer Graden liegen, wenn also die Strahlen 0^.1, 
und Ojvlj sich in einem Punkte der schneiden. In diesem Falle 
haben alle oo^ korrelativen Bündel mit den Scheiteln Oj , 0.,, welche jp* 
erzeugen, die Punkte , zu konjugierten. Zu jedem Punkte Oj ^bt 
es genau einen assoziierten, der mit ihm in dieser besonderen Beziehung 

1) Schröter, Obeifl. twdter Ordnung. S. 461. 
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steht; man erhält ihn, indem man die Grade O^A^^ mit F* noch, in %, 
die Grade ^5 ?! mit F' noch in 0« schneidet 

Jedem FunlcU' 0^ ist jeder Punkt 0, — heide auf fjrh;fcn — • 
assoziiert, die hfrrelativen Bündel siud int (dlf/oiieifx-ti eindrutlf/ }» stimmt. 
JV»r ein Punkt O3 ist in uusgezeu lou U r llV/Vr (is.«i:iirrt , sadufs die 
korrehüivcn Bündel unhestimmt sind. Jhisselbe f/ilt natürlich, irenn tnan 
von einem Punkte 0, ausyeid. Symbolisch kann ich schreiben 

11. Lftnft 0| auf einem Kegeltcbnitt (a>|), so Iftnft sein ausgezeichnet 
anoiiierter ebenfalls auf einem EegeUohnitt (0|). Denn IC linft auf 
dem Eegelschnitt («), welchen der Kegel von nach (id^) noch in 
einschneidet^ nnd 0^ aof demjenigen, den der Kegel von A^ nach («) 
noch in F* einschneidei Dnrchlftoft 0^ eine Oiade 0| der F*, so % 
die sweite Schnittgrade a der Ebene a^A^ mit F*^ nnd 0| die zweite 
Schnitlgnde 0^ der Ebene A^Cl mit JF^. Darans geht herror, daB die 
em-emdeuüge Btßidmmg der ouageeeidMiet assoeiiertm Funkte em Am- 
sehnüt einer räumUdten KoUineaHon i8t% welche die F* in sich selbst 
fibezf&hxty sodaB jede ihrer Begdseharen in sidbi selbst übergeht*) 

Der Kegelschnitt der F* in jeder Ebene durch AiA^ geht enicht- 
lich auch in sich selbst Aber. Die Kollineation hat also einen BOschel 
▼on sich selbst entsprechenden Ebenen mit der Achse ÄiA^. Der da- 
durch mitbedingte Strahl Ton sich selbst entspredienden Ponkten ist 
die Polare von A^ nach F"^^ wie man leicht daran erkennt, daß ihre 
Schnittpunkte mit JP' nach der oben angegebenen Konstruktion sich 
sdbst ausgezeichnet assoziiert sind. Die oc^ korrelativen Bündel, deren 
Scheitel in einem dieser Punkte zusammengefallen sind, sind spezielle 
aztsle und haben je eine der Tangenten der in diesem Punkte zur 
gemeinsamen Achse. 

Die KolUneation ruft in jeder I» (»gelschar eine Projektivität von 
Strahlen hervor. Entsprechende Stnihlen sind Achsenpaare je einer 
in dem System enthaltenen axialen Korrelution vom Typus Die 
Projektivität ist dieselbe, wie die nach (1 j durch die konjugierten Punkte 
Ay^ Af hervorgerufene Projektivität assoziierter Strahlen. 

(Fortsetanng folgt) 

1) T. Staudt, Beitrftge z. Geom. d. Lage. 1866. 8. 6. 

2) ^uf die ente Ait*\ Sturm, Katbem. Ann. 80, 467. 
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Einige S&tze über die rftunliche Hyperbel. 

Von G. Majcen in Agram. 

Die räumliche Hyperbel nimmt unter den vier Arten der llaum- 
kuiren dritter Ordnung insofern eine Ausnahmestellung ein, als viele 
für sie geltende Eigenschaften nicht zugleich auf die anderen drei Arten 
reell ttbertragbar lind. Li den mir bekannten, eiDsehlSgigen Arbeiten 
▼on Loria, Stnrm, Mebmke, Heye, Schröter, Geisenheimer, 
Timerding, Erfiger, Duporcq u. a., in welchen anoh metrieche 
Eigenschaften behandelt wi>Tden, ist von diesen, insbesondere fiBr die 
iftnmliehe Hyperbel geltenden, teils projektiven, teils metrischen Sitien 
nnd Konstruktionen nichto enthalten. 

Ich fllhre hier diese Sfttee*) nnd swar ohne Beweise an, weil ich 
der Meinung bin, daft es yielleicht einfiMsher sein dOrfte, diese Beweise 
SU fuhren, als die Sitae selbst m bemerken. 

Die drei in dem Eckpunkt 0 susammenstofienden Kanten OB, OD, OG 
eines Parallelepipeds seien die Koordinatenachsen x, ff, § einee lanm- 
liehen Eoordinatensjstems. Die der Ecke 0 diagonal gcgsollberliegende 
Ecke d<^s PamUelepipeds sei E, und EA, EH, EF die drei in a;, y, ^ 
parallelen Kanten im negativen Sinne der Koordinaten gemessen. Die 
drei windschiefen Kanten ÄE, BF, OG seien die Asymptoten d,, 
einor räumlichen Hyperbel, welche also durch die Angabe dieser Asymp- 
toten bereits bestimmt ist Die Kantenlangen des ParaUelepipeds aof 
den drei Asymptoten seien bsw. a, 6, c. 

Die Hyperbel erhalt man als einen Teil des Schnittes sweier 
Zylinder 

a;jf — ay — i>Ä 0 und y<? — 6c — 0. 

Die Restgemde des Schnittes ist unendlich fem. 

1. Es sei Q irgend ein Punkt der Kurre. Legt man durch Q eine 
Ebene parallel zu den beiden Asymptoten nnd e„ so schneidet diese 
die dritte Asymptote a, in einem Punkte Q^. Man erhilt in derselben 
Weise auf den beiden anderen Asymptoten die Punkte und Die 
Ebene (Q^Q^Q^^^V etUhäU den PiuiH Q \md (U^mige DiagmaU DE 
des Parallelepipeds, welche keine der drei Asymptoten sehneidet. Die 

l^i Zum Teil sind diese Sätze in den Herichteu der südsl. Akademie der Wissen- 
scliafttiu und KünBie (Agram;, mathmu.-naturwissensch. Klasse, Bd. 165, 1906, samt 
Beweisen enthalten. 



Digitized by Google 



Eüiig« Sitae aber die xftamliche HjperbeL 145 

Diagonale DH ist eine aneigentliche zweipunktige Sehne der Kurve. 
Für die beiden imaginären Schnittpunkte erhSlt man 

Man kann diese Eigenschaft zu einer bequemen KnuMruktton der 
Kurve k\ henützen, wenn deren drei Asymptoten «j^o^eben sind. Das 
Parallelepiped ist durch die drei Asymptoten bestimmt. Durch die 
Diagonale, welche keine der drei Asymptoten schneidet, lege man irgend 
eine Ebene F,.. Diese schneidet die Asymptoten in den Punkten (^^, 
Die drei Ebenen, welche durch diese Punkte parallel zu den bezüglichen 
Asymptotenpaaren gelegt werden, haben ihren gemeinsamen Schnitt- 
punkt Q^ in der Ebene V^. Dieser Punkt gehört also der Kurve Ii au, 
und es können auf demselben Wege beliebige weitere Kurvenpunkte 
ermittelt werden. 

2. Die durch einen Kurvenpunkt P zur Asymptote gezogene 
Parallele schneidet die Ebene yOe und die parallele Fläche des Paral- 
lelepipeds in ('.en Punkten und i/,; die durch P zu 5^ gezogene 
Parallele gibt mit xOm and mit der parallelen Fläche die Sohnitt- 
pumkle und 2),; die Pinllele zu e, dmeh P sehaeidel aehlieBlicli 
Ebene zOy und die sn dieser panllde Fliehe in den Punkten Dg and 
H^. Jfam bat die Benehnng: 

Man bemerke, dafi die drei Punkte D^^D^fD^ in denjenigen Seiten- 
flächen des Parallelepipeds liegen, wdohe im Eckpunkt I) der aus- 
geseichneten Diagonale DU /nsamnienstoßen. Die Punkte H^, H^, 
liegen in den Flächen, welche den Eckpunkt H zum Schnittpunkt haben. 

Der Punkt P bestimmt mit den Punkten A(* ~ 3» ^) 
traeder, mit den Punkten H^ (i 2, 4, 6) ein zweites Tetraeder. Die 
Inhalte beider Tetraeder sind einander (absolut) gl^^ Ein jedes iet 
em Sechstel des Inhaltes dos ParnUelepipeds. 

3. Die drei aiijmptotischen Ebenen von Ii seien a^, ß^, y^. Man 
ziehe durch irgend einen Punkt P der Eurve drei Parallelen su den 
drei Asymptoten. Die Parallele zu schneidet /3, und in den 
Punkten die Parallele zu trifiFt und y» -Pri ^ 
Parallele zu gibt mit cc^ und die Durchstoßpunkte P«, Pf, 

Man bekommt dann wieder die Gleichheiten: 

Die Inhalte beider Tetraeder PP'^P'^Py und PP'^PiP., sind ein- 
ander gUkih\ jedes ist ein Sedutd des Inhalts des Parallepipeds. 

AnUr MrthwMMk «iid »vtlk. VJ. B«I1m. zm. 10 
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Legt man wieder durch irgend einen Knrrenpunkt 5 drei Ebenesi^ 
denen jede mit je einer asymptotisehen Ebene parallel iety so eclmeidet 
die m u, paiaiOde Ebene die Asymptoten h, und in den Paukten 5^, Se\ 
die zu parallele Ebene a, und c, in den beiden Punkten 5«, S'c^ achließ- 
lidi die zu y» parallele Ebene die Asymptoten a, und h, in den Punkten 
und S^, Es entstehen also auf den drei Asymptoten die Strecken £^5«, 
Sh S^fK'S«, Werden diese Strecken in dem angegebenen Sinne ge- 
messen, 80 bekommt man das VoMlanie Frodukt 

Wir haben weiter den Sata: JDas Produkt aus den drei J&Ufenmugm 
eines Kurrenpunktes von den drei osympIMisdbeii Ebenen ist eine lum- 
stanie Große." 

4. Es seien i, 17, ( Koordinaten irgend eines Punktes P Ton kt mit 
Bezug auf das angenommene Koordinaten^stem; trigt man auf die 
Asymptoten a,, h„ c, Ton den Punkten Ä, B, biw. 0 die Strecken Sl—a^ 
39— 8( — e an^ so ist die durch die drei gewonnenen Endpunkte Ä^, 
B„ Cg bestimmte Ebene die Sdimteg^rnfftebene im Punkte P. 

Man kann die Schmiegui^pMbene eines jeden Punktes im Zusammen- 
hange mit der im Art. 1 gegebenen Konstruktion der Kurrenpunkie 
einfacher auf die folgende Weise erhalten. 

Die drei asyniptotischen Ebenen a,, ß^, bilden bekanntlich ein 
Prisma» dessen Kanten folgendennaßen bezeichnet werden mögen: 

Legt man dureh iij^n ud einen Kurveupunkt V drei Ebenen, deren 
jede mit je zwei Asymptoten parallel ist, so schneidet die zu und 6^ 
parallel gelegte Ebene die Kante Cq in einem Punkte T"', die zu a, und 
parallele Ebene die Kante im Punkte i/", schließlich die zu und 
parallele Ebene die Kante im Punkte yl". Die durch A",H',C' be- 
stimmte Ebene enthält P und ist die Schmwriuugscltcne im Punkte P. 

Die Sehmiegungbebuiie m irgend einem Kurvenpunkte schneidet 
die drei Asymptoten in einem Dreieck 7" und ilie (irci asymptotischen 
Ebenen in einem Dreiseit T'. Die Flädit des Dreiecks T ist ztceinwl 
so (jroß wie die Fläche von T". 

Die beiden Breiecke T und T' sind affine Figuren; das erstere 
Dreieck ist dem letzteren eingesehrieben. 

5. Eine beliebige Ebene 6 schneidet die drei asymptotischen Ebenen 
in einem Dreieck T*** Ein jedes diesem eingeschriebene, mit ihm 
affine Dreieck T< wird nach einem bekannten Satze einen zweimal so 
großen Flächeninhalt haben wie das Dreieck T", wobei die Richtung 
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der Affinitätsstrahlen eine beliebij^e ist. Der Scliwer])mikt P. eines 
solchen Dreiecks T,' kann als ein l'unkt einer kubischen Hyperbel be- 
trachtet werden, welche die angenommeneu drei asymptotischen Ebenen 
liat und für welche die Ebene 6 die dem Punkte zugehörige Schmie- 
gungsebene ist. Die in den asymptotischen Ebenen liegenden Eckpunkte 
des lietreffenden Dreiecks 1| smd Ponkte snf den entsprechenden Asymp- 
toten der Hyperbel Man kann zur BestiiDinung der Ennre noch eine 
zweite beliebige Schmiegangsebene % wfihlen. Wird hier das Schnitt- 
dreieok mit dem asymptotischen Prisma mit bezeichnet, so kann 
ein diosflm affines und eingeschriebenes Dreieck 2^ so ermittelt werden, 
daß der Schwerpunkt Pj von %\ der letzten im Art 8 angegebenen 
Bedingung genOgt 

Weil die Eckpunkte ron wieder auf den betreffenden Asymp- 
toten liegen, so sieht man, daß die Kurve bestimmt ist. Denn je zwei 
in den asymptotischoi Ebenen liegende Eckpunkte von TJ und SCJ geben 
je eine Asymptote, und die beiden Eurvenpunkte P, und P, sowie deren 
zugehörige Sohmiegangsebenen tf und % stehen zu den Asymptoten in 
den für die Kurve notwendigen Bemehnngen. 

Weitere Punkte der Kurve können auch mittels der durch P^ und 
Pj gelegten Ebenen erhalten werden. Eine jede solche Ebene 
schneidet die drei Asymptoten in einem Dreieck, dessen Schwerpunkt 
bekannt ist. Der dritte in der gelegten Ebene liegende Kurvenpnnkt 
wird mittels dieses Schwerpunktes auf bekannte Weise ermittelt 

6. Die Tangente in einem Punkte T) der Kurve sei t. Diese kann 
auf die folgende Weise konstruiert werden. Man nehme die Koordinatoa^ 
und 7] des Berührungspunktes doppelt, und lege in der Entfernung 2| 
eine Ebene parallel zu yOz^ eine zweite Ebene wieder in der Ent- 
fernung 2y\ parallel zu xOz. Diese letztere schneidet die Ebene flfOjf 
(welche die Asymptote 6^ enthält) in ein» Geraden h't\ die erstere von 
den parallelen E))enen schneidet die zu xOy parallele Fläche deH Parallel- 
epipeds (in welcher a, liegt) in einer Geraden aj. Die durch I) gelegte 
Gerade, welche (Xt und 6' sclineidet, ist die Tangmie in I). Diese Tan- 
gente kann auch mittels der beiden übrigen Flächenpa;ue, welche je 
eine der Asymptoten und a, zu Schnittlinien haben, auf dieselbe 
Weise wie oben ermittelt werden. 

Die drei Punkte, in welchen die Tangente t die drei asymptotischen 
Ebenen u^, ß^, schneidet, seien A^, i?,, C,. Ist der Punkt durch 
das Paar B,, von D getrennt, und werden die entsprechenden Strecken 
mit den zugehörigen Vorzeichen genommen, so hat man die Gleichung: 

10* 
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Miui bildet suf gleidie Weise die beiden Qleicbiingen, wenn D 
von Bf oder getrennt ist 

Zwischen den drei Strecken DAf, DB„ DCf aof irgend einer Tan- 
gente bestehen die Beiiehnngen (mitBerOcksichtigiuig der entsprechenden 
YoraeiGhen): 

DaI {DBt +- DCt) - Dät {DA, + DCt) - Dc] {DAt + i>Ä) . 

7, Man kenn durch einen Ptankt P der Kiure Vi drei Geraden ziehen, 
deren jede je zwei der drei Asymptoten schneidet Die eine Ton dieeen 
Ctoraden trifft h, und in den Ponkten bzw. Cj*, die zweite bestimmt 
mit e, und a, die Schnittpunkte CJ und jj, die dritte trifft a, und h, in 
den Punkten A!^^ B^, Auf den Asymptoten entstehen drei Strecken yon 
jbmston^ Grofie: 

Nimmt man etwa auf der Asymptote irgendwo die Strecke 2b 
so, daß im positiven Sinne der Koordinaten ]i'Ii'= ^ 2h wird, so kann 
ein Kurrenpunkt P folgendermaßen konstruiert werden. Man lege die 
Ebene (J?, , aj und die Ebene (B^, cj . Die Schnittlinie dieser Ebenen 
ist stets eine einpunkiifje Sehne der Hyperbel Ii . Die erstere Ebene 
schneidet die Diagonale I)H des Parallelepipeds in einem Punkte P^, 
die zweite trifft J)H in einem Punkte F^. Legt man durch P^ eine 
Ebene parallel zu und c^, durch P., eine Ebene parallel 7.n und h^, 
so treffen beide Ebenen die Sehne |^ in demselben I'unJUe, weicher der 
Myperbel angehört. 

8. Die oben bestimmten Punkte A^, AI, . . können mit dem 
Punkte F in folgende zwei Gruppen eingeteilt werden: 

fa\b;ci, fa;b;c:. 

Die durch beide Gruppen bestimmten Tetraeder sind inhaÜsgleuh, 
Ein jedes liat rtm Drittel Tom Inhalte des ParaUelepipeds, welches 
durch die drei Asymptoten bestimmt wird. 

Die Produkte der drei in jedem Tetraeder durch ]* hindurchgehenden 
Kanten sind (absolut) gku^, d. h. man hat die Begehung: 

PAt PBl PCt - 
PA\ PB\ PC* 

Für eine gleichseitige räumliche Hyperbel hat man überdies noch 
die Gleichheiten: 

pa;^pa;, pb;^pbi, pc;~fci 
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9. Mit Rücksicht auf die Bezeichnungen im Art. 6 können für die 
Punkte D, Af, B„ C, Doppel Verhältnisse mit D als einem und je einem 
der übrigen Punkte als zweitem Grundpunkte gebildet werden. Mittele 
der Asymptotentransversalen durch D können diese DoppelvcrhäUnisse 
durch einfache Verhiülnisse ausgedrflckt werdeiii und zwar in den drei 
möglichen Fällen (P = i>): 

DB» C,Ai B,A, 
DC- ^ 'C,D ' BJt ' 

T)Al B.C, A,C, 
DBl ~ BJ) ' A,D ' 

DC; _Ä,B, ^ C,Bt 
da; ~ AfD ' CtD ' 

Berücksichtigt man ein oegfttiTeB Yoizeiehen in einem der drei 
linkssfeehenden Verhältnisse, so kann man bemerken, daß das Produkt 
sweier rechtsstehender DoppelyerhältmiMe dem reuprokeii dritten mit 
▼erändertem Vorzeichen gleich ist. 

P'ür irgend einen Punkt der Hyperbel Ij, hat man zwisch^ den 
Abecbnitten auf den AsjmptotentnuuTerialen die Gleichung: 

I^jkT^L M pä; ^ pb: ^ 

PBt . PCt PJ; ' PC*' PÄ(' PS* ^ 

wo die Strecken mit den entsprechenden Vorzeichen zu nehmen sind. 

Agram, den 30. Dezember 1906. 



Die involutoriscliea konformen Ponkttransformationen des 

Raumes. 

Von Eugen Meter in Gharlottenburg. 

Nach einem bekannten Satie yon Liourille UBt jede konforme 

Pnnkttransformation des Raumes alle Kugeln inTarian^ und umgekehrt 
ist jede Punkttransformation, die Kugeln in Kugeln verwandelt, konform. 
IHe genannten Tranafoxmationen fallen also mit den raumlichen Kreis- 
Verwandtschaften zusammen. Die folgenden Zeilen haben den Zweck, 
alle invohitoHsckm Transformationen, die unter ihnen vorkommen, auf- 
zustellen, und zu enuitteln, welche Kugeln bei jeder einzelnen Art 
invariant bleiben. 

Jede konforme Pnnkttransformation des Raumes, die nicht eine 
einfache Ähnlichkeitstransformation ist, laßt sich auf eindeutige Weise 
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als Aufeinanderfolge einer Ahiilichkeitstranatorinution und einer solchen 
Transformation durch re/.ijuoke Radien darstellen, bei welcher das kon- 
stante Produkt je zweier entsprechenden Hadieuvektoren gleich 1 ist 
Ist C die konforme Transformation, so läßt sich also setzen: C ^ A • R, 
wenn A die Ahniickkeitstraasformation, R die genannte Inversion mit 
der Potenz 1 ist. 

Soll nun C involntorisch sein, so muß A das Zentrum Oh der 
Inversion in sich überführen. Wäre dies nämlich nicht der Fall, und 
würde A den Punkt Oh nach 0)^ und R den Punkt 0'n naeli O',] bringen, 
so wären Or und 0« im Endlichen gelegene, von 0« verschiedene reelle 
Punkte. Umgekehrt würde Oh von A nach dem endlichen reellen 
Punkte O'h gebracht, und dieser könnte daher durch R nicht nach Or 
zurückgeführt werden. Es muß also das Ahnüchkeitszentrum der- 
selbe Punkt sein wie O/t; er heiße kurz 0. 

Wenn nun A den Punkt P nach Paj R den Punkt Pa nach Pjt 

OP 

überführty und der konstante Quotient gleich q gesetzt wird, so 

iaty weil OPa • OPr 1 ist, OP * OPm * 9- Bezeichnet man mit 
diejenige InTeraion, ftr die 0 das Zentrum nnd q die Potenz ist, so 
kann man C a • Rj setzen, wo A| eine beatimmie llmliehkeits- 
transformation bedentei Diese Tertanscht die Strabloi des Bflndels 
0 nnter sieb, Iftßt aber die AbstSnde aller Punkte Ton 0 invorianty 
Sndert deshalb Oberhaupt die Längen dw Strecken nicht nnd ist folglich 
eine kongmente Transformation. 

Soll nun C inTolutorisch sein, so muß A| • A^ jeden Strahl des 
Bündels 0, also auch jeden Punkt des Raumes in sich überführen, 
d. h. Aj muß eine involutorische kongruente Transformation sein. 
Solcher Transformationen gibt es aber, da eine involutorische KoUineation 
entweder eine Perspektivität (Homologie) oder eine KoUineation mit 
Achsen (gescharte KoUineation) ist, außer der identischen nur 3 Arten: 
die Spiegelung an einem Punkt, die Spiegelung ui einer Ebene und 
die Sp-cirelung an einer Geraden. 

bind aber C, A, , Rj sämtlich involntorisch, so sind Aj und 
vertauschbar sodaß man auoh C = R| • setzen kann. Also er* 
halten wir: 

Tvv ////// nur f rcrsrhifdenr Arfm ron imutlutorischeu hoiformrn 
PutikUrans/onnatiotwn des Itaumea, die niclU einfache ÄJmlichkeitstratis- 

l) Lie-Soheffers, Geometri« der BerflhrangBtrantfoniiationeii L Leipzig 
1896. S. 4S6. 

8) H. Wiener, Ber. d. Kgl. Sächa. Ges. d. W. 1890. 3.964. Beye, Die 
Geometrie der I«ge. 8. Aufl. ü. S. 108. 
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formaticmcn sind. Eine solche Transformation kann nämlich sein: 1. eine 
ItirrrsidU mit rniler Cfrumlkwifl, ciui' solche Inversion in Verhiudting 
ittit einer Spieffehtnf/ au don Zruirnm dirxr Itiversian, 3. rine solche In- 
version in Vcrhindunfi mit einer Spiefiilun;/ an einer durch das Zentrum 
gehenden FJtene, 4. eine solche Inversion in Vcrhind>in<i mit einer Spiege- 
hmtf an einer durch dcu> Zentrum yehcndm (Icraden. Die liciJonfoUie 
der beiden Transformat ionm in jeder dieser \'crbindunf/cn ist nleichffidtig. 

Fragen wir nun nach den Kugeln, die bei einer jeden dieser 
4 Arten von Transformationen in sich übergehen. Bei der ersten Art 
bleiben außer der Grundkugel mit dem Radius r alle Kugeln invariant, 
für welche das Zentrum 0 der Inversion eine äußere Potenz gleich r* 
hat, d. h. die oo' zur Grundkugel orthogonalen Kugeln. 

Ist für die BweUe Art — H das konstante Pkodukt zweier von 0 
ausgehenden entsprechenden BadienTektoren, so bleiben bei ibr alle 
Kngehi uiTKrianiy Ar die 0 eine innere Potenz gleich hat Das 
sind Aet alle oo' Kugeln durdi irgend einen ron denjenigen oo* Kreisen, 
deren 2ientnim 0 nnd deren Radios r ist 

Ist bei der dritten Art E die durch das Zentrum 0 gehende Ebene, 
nnd sdmeidet diese die Grundkugel im Kreise % so werdm zonidist 
offenbar alle durch ft gebenden Kugebi durcb die TnuufotmatioD in 
neb übergefthrt Jede nicht durch A gebende inTariant bleibende 
Kngel K muß von jeder sie schneidenden, durch 0 gehenden und zu E 
normalen Ebene E^ in einem Kreise getroffen werden, der gleich- 
falls inTsriant bleibt Dieser &eis muß, wegen der Art der Trans* 
formatioD, sowohl Punkte innerhalb als außerhalb der Grundkngel, so- 
wohl solche auf der einen wie auf der andern Seite von E haben. 
Schneidet E^^ die Grundkngel in S^ty bo treffen sieh ^| und ^ in zwei 
Punkten, die zn E symmetrisch liegen. JT muß also ihren Mittelpunkt 
in E haben, und da folglich die Potenz yon 0 in bezug auf K gleich 
ist, so bleiben außer den genannten oo' durch ^ geheudeu Kugeln nur 
noch diejenigen oo' invariant die zur Grundkugel orthogonal sind und 
ihren Mittelpunkt in K haben. 

Für die vierte Art endlich sei g die ausgezeichnete Gerade; sie 
treffe die Gnindkugel in A und B. Dann gehen zunächst offenbar 
alle durch A und B gehenden Kugeln in sich über. Jede andere 
invariant \)leibende Kugel muß die Gmndkugel in einem reellen Kreise 
schneiden, und da alle durch g gehenden Ebenen in sich übergehen, 
so müssen die Punkte dieses Kreises paarweise zu g symmetrisch liegen. 
Die Kugel hat also ihren Mittelpunkt auf g, und da folglirb die Potenz 
von 0 in bezug auf diese Kugel gleich ist, so ist sie zur (irund- 
kugel orthogonal. 
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Mit Benutzung der von Uerm Keje eingefÜhrtea Bezeidmongen^) 
können wir zusammenfassend si^en: 

Bei der ersten utid zuritm Art Ueärt jede Kugd desjcniffen Kugel- 
gthUscheSf das mit der betreffenden Inversum das gleiche Zentrum und 
die gleiche Totenz hat, und keine andere invariant; bei der dritten und 
vierten Art Uedten alle Kugeln je eines bestimmten Kugelbüschels und alle 
Kuf/ihi des zu ihm ortlwgonalen Kugdlnindcls und keine anderen in- 
rariayit. Dir ausqi zeichnete El>ene der drittrn Art ist die Potetizehene 
df's nnuiriaufru Kugdbiischels, dir ausgezeiümetr Gerade der vierten Art 
ist die Totenzachse des invarianten Kugdbündds. 

luToIntorische konforme Punkttransformationen des Raumes werden 
■chon yon Möbius gelegentlich der Behandlung der Aufgabe betrachtet: 
Zu einem System von Punkten im Räume ein kreis verwandtes derart 
zn bestimmen, daß erstens drei beliebige feste Punkte des Systems mit 
den ihnen im andern Systeme entsprechenden Punkten identisch sind, 
und daß zweitens eine beliebig gewählte durch die drei Punkte gehende 
Eugelfläche K in dem andern System sich selbst zur entsprechenden 
hat.^) Möbius findet drei diesen Bedingungen genügende und dem ge- 
gebenen involutorisch entsprechende Systeme. Von den dort als erster, 
zweiter und dritter Fall bezeichneten Systemen gehört das erste und 
dritte zu unserer ersten Art; sie unterscheiden sich bei Möbius da- 
durch, daß A' (bei Möbius: s) in seinem dritten Fall die (irundkugel 
der luTersion, im ersten aber eine zur Grundkugel orthogonale ist; 
sein zweiter Fall gehört zu unserer dritten Art. Unsere zweitb und 
vierte Art konnte bei Möbius nicht auftreten, da bei der zweiten kein 
reeller Punkt, bei der vierten nur zwei reelle Punkte invariant bleiben, 
aber nicht drei Punkte, wie die Möbiussche Aufgabe verlangt. 

Gharlottenbarg, Marz 1907. 

1) Reye. SynthotiHche (reometrie der Kugeln und linsaiea Kngelsjrsteine. 

Leipzig 1879 Nr. 11. 45. 41». 

i) Möbius. Die Theorie der KreisverwaudtBchaft in rein geometriacher Dar- 
itellung. § 38 c). Abbaadl. der IL Sifihs. Ges. d. W. Bd. S. — Werks Bd. S. 8. SM. 



Digitized by Google 



JoMF KflMoais: Üb«r Foffm<n, die ToUfttodig« FotenMD rind. 158 



Üb«r Foimm, die ToUstäiLdige Potenzen Blnl 

Von Josef KübschIk in Budapest 

!• Herr Darid Hilbert hat beieita im 27. Bande der Mathe- 
matifldieB Annalen in eleganter Weite die Bedingungen anagedrttckt, 
unter welchen eine binSre Form oder die entepreohende ganae rationale 
Funktion f{s^) ale eine ToDstSndige |i-te Poteas dantellbar iat Hingegen 
echeint ee biahar unbemerkt geblieben an Min, daß damit die Be> 
dingungen einer aoehen Darafcellnng aneh fBr die ganien rationalen 
Funktionen Ton mehreren Yerinderliohan beafcimmt und, indem der 
folgende Sata gilt: 

2)Mpoii«e nilibiiafe PtmiUMMi f(xi,Xf,.,.,x^ tmn Grade n^fip ist 
NNT dam «mmI diemii mmtr die Boiene einer ratiomalen gmum Fmüb- 
Hm wm Qrade v, wenn 

Uofi als Funkkm wm l betradUet, eine wMändige ^^te Fotene ist. 

DaB f(x^, Xf, xj) nur unter dieser Bedingung all eine toII- 
s^dige /i-te Potenz dargestellt werden kann, ist selbstverständlich. 
Daß aber diese notwendige Hedingong auch eine hinreichende ist, ei^bt 
lieh aus den folgenden Überlegungen. 

Em bedeute ^(^r^, Xg, x^) die Summe derjenigen Glieder T<m 
f{Xi, «j, . . ., x^), die genau vom n-ten Grade sind, und 
■eien solche Zahlen, für die giß^, a^, — 1. Es ist dann in 

der Koeffizient von X" gleich 1. Die Koeffizienten der übrigen Potenzen 
von A sind ganze rationale Funktionen der Parameter x^, x^, . . x^. 
Wenn nun 

faloA als Funktion von A betrachtet, für jeden Wert der Parameter 
X und jf als vollständige ^-te Potenz darstellbar ist, so gilt dies auch 
dann, wenn — — «f^, . . « o^. Somit ist im betrachteten 

Falle Fi^xy eine rationale ganze Funktion von iL Entwickeln wir 
diese Fimkfeion nach absteigenden Potenzen Ton X, so kann dies so 
geschehen, daft wir 
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setzen, in der lieihe 

* ^«i-r[i + *(i)f-.-[i + Q*(i) + -] 

die einmliien Glieder nach den abeteigendeo Potenxem toh X entwickeln, 
endlioli diejenigen Glieder, welche dieeelbe Potenz Ton l enthalten, 

zasammeuzieheiL In ^uch in der für J;\Ji.)'^ erhaltenen 

Reihe, sind die Koeffizienten ganze rationale Funktionen Ton jP|, 2^, . . x^. 

Außerdem wird die Reihe mit der nullten Potenz TOn l abbrechen, 

1 

weil F(iy eine ganze rationale Funktion von k ist. 

Bezeichnen wir die rationale ganze Funktion von x^, x^, . . 

1 

mit weicher die uullte Potenz von X in der fttr 0{X)*^ F(xy* erhaltenen 
Reihe multipliziert ist, mit <p(Xi, x^, . . ., ar«), so folgt ans der 
Gleichung F(X) ^{Xy für A = 0 unmittelbar f-^<p^. 

2. Wir wollen uns bei der Anwendung des gefundenen Satzes auf 
homogene Funktionen beschränken. 

Sind al-^bl^"- Symbole einer homogenen Form /' der Ver- 
änderlieben x^, . , Xmt 80 ist f dann nnd nur dann die vollständige 
w-te Potenz einer linearen Form, wenn (a^ + Aa^)", als Funktion von ). 
betrachtet, eine vollständige »-ie Potenz ist. Dafür ist aber betamntiich 
das identische Beetehen von 

(1) (».6, - (a. + la,y-* (b. + ii,)— - 0 

die notwendige und hinreichende Bedingung. Diese Bedingungsgleichong 
läßt sich noch durch die einfachere Gleichung 

(2) (a.fe,-a/J«ar^6;-^-0 

ersetzen. Denn schreiben m x, — Xff, in (1) anstatt Xf, oder x^ + Xpf 
in (2) anstatt Xf, so gehen die Gleichungen (1) und (2) in einander aber. 

S. Ll ähnlicher Weise erhalten wir für jeden Wert yon |» und v die 
gesuchte Bedingung, daß f(Xi, x^, Xm) die |»-te Potenz einer 
homogenen Form von y-tem Grade darstelle, wenn wir in der Ton 
Hilbert f&r bimüre Formen gefund«ien Bedingnngsgleichung anstatt 
der symbolischen Faktoren Ton der Gestalt {ah) die entsprechenden 
{Viktoren ajb^ — a^b^ setzen. 

Wie aus den Untersuchungen Uber das ron Glebsch angestellte 
Übertragungsprinzip bekannt ist, kommt es auf dasselbe heraus, wenn 
wir statt (ab) und überall (abvw,..) resp. (auvw»,,) setzen. 

Budapest, den 27. Janner 1908. 



Digitized by Google 



LDan OoDiAoz: Sur va mode d« gfainiACn de 1* enbiqoe gtnehe. 155 



Sur nn mode de g^nöration de la cubiqae gauehe; 

Par LuciEN GoDKAUX, a Liege. 

Dans oette note, nons donnoDB nn frooSdi de g^n^ration de la 
enbiqae ganehe que nons croyone oonTean. Nous en montrons quel- 
ques appUoatioiiB Ii l'^de de certaines eongineDOes de enbiqaee gaaches. 

1. Soieni A^, deoz pointo quelconqnee fixei; a^, denx plane 
fixes et a^, denx droites fixes. 

Le troisi^me c6t^ d'nn triangle dont lee denx premien paasent diacun 
par nn des points A^j s'appnie n^ceasairement snr la droite A^A^. 

IMsignons par Q le sjatöme de droites s'appuyant snr a^, et 
Ax Ag. Oes droites marqnent g^^Fslement snr «i, tt| des ooniqnes t^, <|. 
IVqjetons de et ^® • ^ cönes ainsi obtenns ont en com- 
mnn la droits ^^1^ et nne enbique gaucbe x, passant par A^, A^ ei 
s'appnyaot en denx points snr la droite («i, a^)» points ^tant pr^- 
eisÄaient ceux oü oette droite renoontre le ajst^e r^l^ Q. On a done: 

Si un Man^ h dS^orme ife iäU mamien qm« diraa; wmmdi dM- 
mU lea pUuu «|, a^, iandis que les t&Ui oppaaA passent par ks poinis 
Ai, Af et que le trMeme cöte decrit un Systeme de generairices d^une 
quadriquc pasaani par la droite A^A^, le iroisieme sommet dvcrira 
vme cubiqm gaudie passani par A^, A^ et reneoniraid deux fois la droite 

Ge th^rome pennet de constmire facUement nne eubiqne ganehe 
donn^ par six points, par exemple, mais nous allons nous en serrir 
iet pour engendrer quelques congrnenoes de cnbiqnes gancbes. 

2, Par la droite (a^, a^) et par la eubiqne ganehe passent tontes 
les qnadriqnes d'nn fiuseeuu. 

Cbaeume de ces qnadriques peut dtre engendr^ de la maniöre 
snivante: 

& un triangle se d^orme de teile manüre que deux de ses sonmets 
dierivent deux plans ». , tandis que les cut^ opposes passent par les 
points A^, A^et que le tr&isieme cöte s*apfuie sur deux droites a et A^A^, 
le troisieme sommet decrira une quadrique paesant par A^^ A^ et par la 
droits (%, Of), 

Kons avons etabli ce th^oreme Bous nne forme plus g^^rale dans 
nne note *'Sur la (fAt^ration de qudquee eurfaees dlff^briques*' qni 
paraltra sous peu. 

NouB nous serrirons de ce theoreme dans la suite. 
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Lpcbodi Gopsatix: 



3, Supposons que la (Iroite Oj decrive im faisceau -])lan de sommet 
Pj et de plan x^. De meme, faisons decrire ä la droite im fiaisoeau- 
plan (P„ a:,). 

Nous obtenons de la sorte cx;^ Syste me s Q. Les cubiqueo gaoehfle 
correspondantes engendrent une congruence q^. 

On voit immediatement que les points et sont des points 
fondamentaux et que la droite (a^, o,) est ime droite fondamentale de 
la congruence p^. 

Recherchons l'ordre de , c'est ä dire le uombre de cubiqaes 
gauches de la congruence passant par un point X. 

Par le point X menons les droites Xj = (A^, X) et = X). 
La diroite x qni Joint les points («i, x^) et (a,, x^) s'appoie ^videm- 
ment snr la ciroita A^A^, Le point (xj, Tt^) d^ternune ima cboite dn 
fiuscean (P^, x^) et le point (;r,, une droite dn ihisoean (P,, tc^). 
Lea droites qni s'appuient aur oee deux droites et snr A^ engendrent 
nn syst^e Q comprenant d;. A ce systtoe Q eonaspond nna cnbiqna 
gandie paasant par X, donc la congruence est du premter ordre. 

Bedierehona maintenant la cüasse de p^. 

8oit ff nna droite. Projetons la droite ff des points ^ et 
respeetiTameint en jr^ et aar «i et Ans points de jf eonrespondent 
lee droites s'appnjant sor y|, et ^ Af* La clssso de la eongmence ^ 
est ^demment ^ale an nombre de systimes Q qni out deoz droites en 
commnn atae le syst^e eonrespondant 4 y. Le prindpe de Chaales 
permet de r^rifier ais&nent qne ee nombre est qnatre. Donc la con- 
gruence est de dasse qnatre. 

Nous ayons dit plus baut que la congrumee possedait deoz 
points fondamentaux ^ et une oorde fundamentale (kj, a,). Les 
enbiques ganebes de la congmenoe atmi encore assujetties k d'antrss 
conditions que nous allons ^num^rer. 

Aux droites qni s'appnient snr ^ ^ et snr nne droite du faisceaa 
{P^f sr,) correspondent les points d'une quadrique. Lorsqne o^te der- 
niere droite d^crit le faisceau, on a un faisceau de quadziqnes qni pasaent 
toutes par A^, A^ et («j, ce,). Recherebons les aotres pointa oommuna 
ä toutes les quadriques de ce faisceau. 

Les congruences aux droites desquolles correspondent les points 
des quadriques ont en commnn deux faisceaux-plans. Lo premier a 
pour sommet (A^ .4,, x^) et pour plan ä^, le second a pour sonunet P^ 
et pour plan J\ A^ A^ . 

Tous les systemes envisages dans la question qui nous occupe 
ont une droite situee dans chacun de ces faisceaux-plans, donc les lignes 
qui correspondent u ces faisceaux sont des lignes singuli^res de Q^. 
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Anz droites da premier fittsoMQ oorrespondont les poiati d'mw 
droite qui s'Appuie rar «%) et anz dioitea da teoond les points 
dune conique passant pur Äg, A^, B^appayant gor (a^, 14) et Bar la 
droite trouTee ci-dessus. 

On aorait la mdme ehoae en oonsid^rant le faiBoeao (P|, 
En resome: La congrttence est d^ordre un et de dasse quatre, 
die possede deux pomta fondamentaux d une droite fnidanieniaie; les 
lignes sit^uUeres sont deux droites ^appmfmU sur la corde fotuhmentale 
et deux coniques noti co-planairea passant par les points fondametUaux et 
par les points smgidiers situes dans leur pian, 

4« Soieat 91 et ^ dexa fiuaceaox de oomplezee UneaireB. 

Prenons poor ]a droite la ooigngo^ de la droite Ä^A^ par 
npport a an complexe da fiuflceaa qt^ et poor la droite 1b con- 
jogaee de la möme droitfly maia par rapport k an complexe da fiuBoeaa 

Lee droitea Oj et o, aont en nombre 00^, on a donc oo* systfemea Q 
et par cons^nent une congruence p, de cubiqaei gaaehes. 

Äux droitee qui s'appoient aar et aar une droite corres- 

pondent les points d'one qaadrique passant par A^, et (a^, a^). 
Lorsqne la droite a^ varie suivant la regle indiqu^ plus haut, il est 
aise de constater que la quadrique decrit un faisceau dont la base 
eet formee par la droite (a^ , a^) et par une cubiqae gaache C| bis^oante de 
(oj, «,) et passant par et yl,. 

On obtient de meine avec un faisceau et une courbe 

On en conclut que les oubiqnes gauches de la congruence sont 
les intersections partielles des quadriques de deux faiseeaux tl\ et p^. 

De lä: La a^nffriience (>, est bilint'airc et jxjsside deux 2)oi)ifs et une 
corde fondamrutaux. Elle possede deux euhiques gaudies sinf/ulifres 
teJles que chaqne cubique de la congruence s'appuie deux fois sur chacune 
de ces li(jnes siiujuUires. 

Cette congruence est un cns particulier dune conf^ruenoe de 
M. Veneroni (Sopra alcuvi sisfcmi di cuhirhc (johhf. Re)nii',,nti di 
Palermo. 1U02, tome XVI). M. Stuyvaert fera paraitre avant j»eu un 
memoire sur un Systeme plus general. On peut aussi consulter de ce 
deniier Geometre deux Memoires oü il expose uno theorie complete des 
congruences de varietcs algebriques (C R. novembre 1900; Journal de 
Creüe, 1907 — totne 13;^). 

Li€ge, 27 JanTier 1908. 
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4» Thomae. Orundriß einer uMlTtlMdMii Qaonwtele dar Mbtn», 

Leipzig 1906, B. G. Teubner. 

Tier Grundriß bietet eine in langjiihriprr Krfahrunp bewährte Auswahl 
von Eigensc'hafteu der Gebilde ersten und zweiten Grades mit gleichmäßiger 
B«>1klcnchtigung der projekÜT«! imd der nuAriMdiMi Bidktung. 

Er beginnt einleitiiiigfweise mit den Begrifien der Kollineataon und 
des DoppplverhJlltnisses, die zuerst ohne geometrische Deutung nur algebraisch 
eingeführt werden. Sodann folgt zuerst die neometrir in der Geraden und 
im Strahlbüschel. Hieran reiht sich die Lehre von den Punkt- und Linien- 
koordinaten in der Ebene, worauf in größerer Ausführlichkeit die Geometrie 
des Kreises geboten wird. Naidi Entwicklung der HraptsStM ttber swei- 
und dreireihige Determinanten folgt die Theorie dir Kegelschnitt«, die in 
fünf Abschnitten niifh den verschiedensten Richtungen ansgefülirt wird. Ein 
Abschnitt über die KoUiueation in der £bene und ein Abschnitt vermischten 
Inhaltes bilden den Schluß. 

Der reiebe theoretisdie Inhalt des Bndies wird dureh EonstmktiimeB 
und Aufgaben in anregender Weise ergänzt Bei der sorgiUtigen und klaren 
Darstellung wird das Buch den Studierenden ein willkommener Leitfaden sein. 

Wenn ich einige Stellen herausgreife, um sie mit kurzen Zusätzen zu 
versehen, so mag dies nur das Interesse kennzeichnen, das mir selbst durch 
das Buch erweckt worden ist. 

I. Zq § 18, B. 16 wflrde sich leidit ein tiemmtaret Beweis eines Haupt- 
satzes über vereinigt gelegene projektive Punktreihen anschließen lassen, der 
vielleicht neben dem auf dir •••t/mholbrhc T>ar.<tiUnnn (hr Invarianten ge- 
gründeten (Clebsch-LindeuKinn, Geometrie der Ebene, 1. AufL Ö. 200, 
2. Aull. S. 397) nicht uuwilikommeu sein dürfte. 

Ist in gemeinen ]&>ordinaten x* auf der Ponktraihe die Gleiehung 
einer projektiTen Beziehung: 

(1) Axx' ^Bx-\-Cx* -^D^O, 

so sind die beiden sich selbst entsprechenden Punkte oder Doppelpunkte: 

, « -(g-HQ -n/^ ^ + r _ VK 

wo: 

(3) i; - + - AAD - _ (7)* - 4 {AD - BC) 

nicht Terschwinde. 
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Kmi iai IBr ^ -h 0 die linke Seite m (1): 
Axs' + + *') + ^-^(x -x) + D 

Nach (2) besteht daher die Kientische GleicJiutig: 

(4) + + 0«' + D - -4 { (* - ^) («' - O + — 27 ^ I • 

Das Vor/eichen von ist in (2) und (4) überall dassflb»«; mit Änderung 
dieses Vorzeichens vertauschen sich und r«. Demnach kann die Gleichung (1} 
fflüc A 0 in jeder der beiden Formen dargestellt werden: 

Hieraus folgt durch Division: 

. V — r,) ij- ' — <>,) B — r — yE 

^ ^ ix -e^ ix' - B - C + yji ' 

also: 

Jn MM» vereiM^ gekgenen prosjeJdwm ^mkbnlkm M ibw Dopp^ver- 
hlütms twtkr enttpreektndm JMUe a? «nd x' tu dm htidm DopptipuiMm 
% umd konstani. 

FBriii-O, B+C+Ohat man statt (S) die Doppelpunkte: 



D 



sUtt der Identittt (4): 
und statt (5): 

W «'-"i B' 

IL In der sorgfältig durchgeftlhrten Transformation der Parabd auf 
die kanamsdte Oleidirnggform § 88, 8. 87 und den sogehiMgen Detenninanten- 
Atsen § 85, S. 85 wäre vielleicht eine weitere Ergänzung in der Biditung 

zu machfin, daß die Stellung der Pinahrl einerseits im Ifaitptadiscn- und 
aiiiit rt r'-fits im MiftflpHHktsprohletn deutlicher hei-\'ortritt, und zugleich die 
Deienmiiaiitensätze § 85, Ö. 85 als die nolwctiäiye Grundlage zur Geltung 
kommen. Dasa mögen die folgenden Bemerkongen dienen. 
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1. IM« DetaimiiMatoiuUM llb«r dM TaiHrthiviiidni Ton Au» Für 
die ^ymmetriaelie Determmaiite des Kegelsohiuttet; 

(2) *,i-1.2,3, 

deren ünterdetemiiiftaten mit A^, beseiehnet aeieii, ist unbedingt: 

(3) ^,^„-^5, = ^a,i, Ä^Ä^^-Äl^'^Aan, 
Wenn daher: 

(4) Au-O 
wird| so folgt: 

(5) — -^n " -^'»11 » — -^w '^'*tf » ^J3^« = ^«u • 
8etit man daher snr AbkOrzong: 

(6) -^t-«u+«»» 

80 gibt die Additioü der beiden ersten (Ileichungea ^^d): 
(7) 

Bei reellen a^, sind daher die Bedingungen (die der Purabel): 

(8) Äfg » 0 , Ä^g und nicht beide 0 
gleichbedeutend mit: 

(9) AA^t'^O, 

Es folgt unter diesen Bedingungen auch aus (5): 

(10) Ai,: An" — Oit' Ou " - ^• 

fl. AUgemeliM Tmuftnuuitloii de« rMlttwliiUlg«i Xbovdlliittteii* 

Systems. Die auf ein rechtwinkliges Koordinateo^fStem Oxp beiogeoe 
Gleichung (1) werde durch die Substitution: 

(11) ji!-ai, + «il + «tit f-yo + A€ + An 

anf ein neues rechtwinkliges System Sl^ri traustomiiert, dessen Anfangs- 
punkt Sl die Koordinaken «g, und dessen Achsen $ und ij die Bichtungs- 
korinns fi^ und «f, haben. Man eihllt fttr das neue System die 
Olddiimg: 

(12) a; + + + 2a;,fi + 20^1, + oi - 0 , 

wo die Koeßizienten die Werte haben: 

^ Kt-«ii«i«i + «it(«tA + «tA) + awAA, 
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und zur Abkürzuni? gesetzt Lst: 

8. ^uptaoliMiuialitiiiigoii und HAnptsobMnkoefBsIcnteii. Die 

KoefBnenten (13) hängen nicht von Sl = jr^, y^, sondern nur von Irn Bieh- 

tungen ttj, /?j ; a,, /i^^ ab ^fan kann diese in bekaiititor Weise so bestimmen, 
daß = 0 wird, und die (Ueichung (12) die Form erhält: 

(16) + W + 2a,;S -i- ia^V + - 0 . 

E> sind dann 1|, 1^ die stets reellen Wnraeln der qnadratisdien Gleichung: 

(") !«!! ^--1,-'*-^'+^-*'' 

und die Adueniichtungen «|, |3|(f — 1, 2) bestimmen sieh aus 

(18) «««. + (ö2ä-i.)^i = 0, 

bis auf die Pfoil<;ptt7en eindeutig, wenn und ilj verschieden sind. Diese 
werden aber nur gleieh für — = 0, Oji »■ 0, 

Immer lianti und nur dann, wenn; 

(19) il„-0, -A^ + O, 

M ^ifie der (dädi TThthI» 0, ehne äaß es äU andere ist, etwa: 

(20) 1,-0, 1,-^;,. 

Die Gleichung (16) wird dann, ohne Rücksicht auf die Wahl yon Sl: 

(21) il^ji,« + 2a'^i + 20^1, + o;, - 0 . 

Die Kchtongskosinus der §• Achse werden gleichzeitig nach (18) mit 1^ -» 1^ » 0; 

(22) «1 : « - a„ : a^^ = 

4. Mittelpunkt Jeder Punkt mit den homogenen Koordinaten 
der den Gleichungen: 

, . j "n -^0 + "lifo + «is'o = 

genflgt, ist mn JItUMpunkt* der Kurve. Er ist ein eimigen 

wenn ylj^. J^,,, A^., nicht alb- drei ver>cli winden. Kr ist dann für =f 0 
endlicii, für -i^j = 0 uni'mllich ftni in der Richtung (^vgl. meine „Analytische 
Geometrie**, 1905, §22, (13)): 

(24) «i:|3i = ^i,j:^,. 

AnklT ICafkMutIk ud PhyUk. XILBilh«. ZUL 11 
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Inmer dam vmd imr daim gibt e$ einen eintigm mm Midi femm 
WUeipimkl^ «mn He Bedkiffungm (8) erflUÜ tini. 

Infolge der Detenninantensfttze flO) sind nim die Bichtungen (92) tmä 

(24) dieselben. 

Die likldiituf nach ihm unendlicJt fernen lifittcIfuiNkt stimmt mit d'T 
Rkhiuufj dir der Wursd «Ij — 0 enispreiJtvfiden Uauptadise [der Hauptachse 
der Parabel) überein. 

6. HentoUimg der Soheitelgleiohuxig. Der Scheitel der Pftrabel 
ist ein Punkt der Kunre, dessen Normsle die Biehtong der Hai^t- 

ftdhse hat Er ist also definiert durdi die Oleiehungen: 

(26) p»-0 (/?:<7«=^,3:^„. 

Mit einem ProportionaUtätsfiüctor q gibt die Plroportion: 

\A + - «ii«b + «itÄ + «18 + Q-^ - 0, 

Nun ist fOr il,g — 0: 

«11 As + o»-^ (+ «ss-^is) - 0, 

«U-^S + «»W A» (+ «W-^) - 

Daher folgt aus (26) dureh Multiplilntion mit A,^ und A„ und Addition: 

also nach (7): 

(27) 

Der SdteiMpimkt ist daher durdt die ersk GleUkmg (25) m Fep> 
IT, - Oii^ö + «11^0 + «Hl + 1^ - 0, 



(26; 



(28) 



Beid€ GMämngen (28) «<<^, weil identisch Ä^ü^ + ^,,17) — 0 ist» 

dieselbe Gerade dar, die Hauptachse der Parabd. (Thomae S. 88, Z. 16 T. 0.). 
Die Bichtangskosinus der Hauptachse £ sind nach (24): 

wo durch Verfügung Aber das Vorseiohen der Wurzel die Pfeilspitze der 
(•Äehse bestimmt wird (mmne AnaL Geom. § 12, 7). Sind a^t die Bidi- 
tungskosinus dar ijoAchse, so ist; 

(30) «,«, + ^,/J,-0. 
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Führt man nun in (21) als Anfangspuakt ü dea Scheitelpunkt ein, 
SO wird nach (14) mit SMlokricht «nf (26) und die ente Gleichung (25): 

+ «« e(^»«» + ^sA)i 

oder lUMsh (29), (30) und (27), (7): 

el/^^T^ «i»-^» 

Die GUkhung der Farabel wird daher ans (21): 
(81) '»•-2^^^^*|-0. 

Di*' Wiirzrl ist nach (7) reell; ihr Vorzeichen ist dasselbe wie in f29). 
Mit })ositiven Zeichen beider Wurzeln bezeichnet daher die Richtung (29) 
diejenige Hauptachsenrichtung, naoh der die Purabel offen ist, weil dann 
die Gleidniiig (81) mir poeitiTe Werte Ton | sollftt Nadi (9) ist der 
Parameter stett endlieli and TOn 0 TenoihiadaiL 

6w Die Koordinaten des Scheitels. Die Koordinaten des Scheitels 
mfissen sich auch so darstellen laaseo, daß ikre BestiamtheÜ ailem am der 
Voraussetzung (9) hervorgeht. 

Man schreibt dazu die erste Gleichung (25) mittels (26) in der Form: 

/ - üi^o + <.vo + //3 = - e (^u^ + ^y«) + A 

Man hat daher mit Minsunahme Ton (26) die Gleichnngen: 

«11% + OifSTo + «II + — 0, 
<hxH + «»yo + «» + - 0 , 

Da diese Cileichungen in 1, ^ linear und homogen sind, verhalten 

neh diese Tier GfdBen wie die Unterdeterminaaten der Matrix der Eosf> 
fisisntea (msine AnaL Geom. 8.421, (14)). Die dritte dieser ünterdster- 
minaoten liat aber den Wert: — 2AA^ Daher ist d«r Sck^tdpmki'. 



«II 

«IS 



«II 

«Ii ^13 



1 



«11 

«*1 



«1» ^ 



Er ist somit unter der Voraussetzung (9) ein bestimmter endlicher Punkt, 
m. In § 106, & 110 ist Z. 8 ▼. o. die linsars nnd Z. 7 t. n. die 

numerische Exzentrisitit mit e bezeichnet. Vidleieht würden die Formeln 

8. 110 überhaupt besser ohne die Wurzelzeichen zu übersehen sein. 

Geht nämlich wie üblich die j--Achse nach rechts und bezeichnet man 
mit 2 a die Hauptachäenlänge, mit F — c, 0 und F — e, 0 die Koordinaten 

11* 
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des rechten und linken Rrennpunktes der Ellipse und Hjperbel und mit 
r = FP und r' = i"P die absoluten EiUfernungen des Karrenpanktos JP«- x,y 
von F und F', ao ist fDr 

die Ellipw: r — a — jar, r' — a -f- ^ x; 

den rechten Hyperbelzweig: r — — a + ^r, r' — a + ^x; 

den linken HjperbeUweig: r — a — J*, r' — — a — j«. 

Ebenso sind § 17t->, S. 168 die rdatiieii (nach der positiT6ll a:- Achse 
orientierten, meine Analyt Geom. § 1, 4; 8) Etitfimuttgen des Punktes 
P Ton der rechten und linken Direktrix: 

Daher ist ftlr 

di« ElUpee: r + ^<i-0, r'-^rf'-O; 

den rechten Uyperbelzweig: r — - d — 0, r' — -d'«="0; 
den linken Hyperbelzweig: r4--(i=™0, r'+-ei'=0. 
Wie die Brmnpmiktgeiffnudiafl der Ellipse nnd Hyperbel auf dtr IdmHfiU: 

_,.(.._.^{i;+_,^_,}_{,._(r±i:y){.._(r^r:)'} 

beruht, so liegt die Brmnpunkt-DirdMxeigmtdiaft tn der IdentHäl: 

- + .-»^ - 1}-' - - - P' 

begründet. 

IV. Die harmoniaehe Eovariante zweier Kegelscbuitte § 164, S. 163 
dürfte vielleicht angemessener und ohne grOßere Schwierigkeit mit Drei" 

eckskoordiiiattn zu behandeln sein. 

Rostock, Juli ld06. 0. Staudb. 



Federico Amodeo. LMioiii dl geometrla proiettiva dettat» nella B. Uni- 

▼ersitä di Napoli, terza edi/.ione (I*. ed. tipografica) migliorata e aumcntata, 
eon 420 fi^ure intercalate nel teato e molti esercizi, di pagine XIY e 451, 

Luigi Pierro 19(»'). 

Nachdem das vorliegende Werk bereits in zwei autographierten Aus- 
gaben ans den Jahren 1896 und 1902 herausgegeben war, erseheint es 
jetzt mit wesentlich reicherem Inhalt zum ersten Mal in eigentiieher Bnchfbrm. 

Es eiithSIt eine systematische Darstellung der projektiven Geometrie 

bis zur Lrlirc von den Kesrelschnitten. 

Ein eitd iUndcs KapUd bringt zunächst die Grundlegung der projek- 
tiven Geometrie. Nachdem anf Grand eines Systems von Postulaten die 
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Gnindgebilde der Tersehiedenen Stafon eingeffllirt (§ l) und im einzelnen 
beschrieben und benannt worden sind 2), wird der Euklidsohe Baum 

dem projektiven nntprppnrdnet (§ 3). Sodann werden die Operationon dos 
Projiziort-ns und Schneidens (4; 4) und der BegriÖ' der geometri^ihen 
Figuren 5) eingeführt. Hieran schließt sich die Definition der Perspek- 
tiven Beziehung der Grandgebilde (§6) nnd des Prinzips der Dualität (§7) 
und des Sinnes der einförmigen Grundgebilde 8). An die Theorie der 
harmonischen Gfliilde 0) reiht sieh zuletzt die all^'('m<'iuc Erkl:lninij der 
projektiven \'erwandtschaft*'n mit ihren beiden iormeu der Koliineation 
^Homographie) und Korrelation (§ Ii)). 

Ihr erste ffiwplteil behandelt nunmehr die Gebiete erster Ordnung. 
In Kapitel I werden zunichst die Grundgebilde erster Stufe besprochen. 
Es ])e>.nnnt mit der Einftihrungder DoppelverhUltniskoordinate B^B^Bj^ 
des Punktes 7?; in der Geraden (des Strahles und der Ebene im Büschel), 
bezogen aal die drei Fundumentalpuuktc A^B^B^^ und der homogenen 
projektiv«! Koordinaten x^y [x^ i ^ 1l) und liBt daraus als spezielle 
FAlle die Terschiedenen metrischen Koordinaten hervorgehen (§1). Nach 
der allgemeinen Erklärung der projektiven Beziehung zweier Grundgebilde 
erstt-r StufV 2\ wird sodann dif büitieare Glfir-hune zwischen den Koordi- 
natt ii /. und X' entsprechender Elemente, sowie die lineare Substitution als 
Ausdruck der Koordinatentransformatiun einerseits und der projektiven 
Verwandtsefaaft andarerseits besprochen (§ 3). Hierauf folgt die Unter* 
suchung vereinigt gelegener projektiver Punktreihen, ihre Ünteisdieidung 
als hyperbolisch»*, parahdlisdi.- und elliptische und Anwendungen auf das 
Pas falsche Sechseck, ferner die Bildung von Produkten und Zyklen von 
Koliineationen (§ 4). Weiter wird die Kollineationsachse zweier in einer 
Ebene liegender projektiver Punktreihen eingeführt und darauf die Konstruktion 
solcher Beihen gegründet (§ 6). Daran sohlieBt sich die besondere Be- 
handlung projektiver Reihen und Büschel im Enklidschen Räume (§ 6), 
die Theorie der Involutionen, ihre analytische Darst«>llung und ihre Kon- 
struktion, sowie ihr Vorkommen beim vollständigen Viereck (§ 7), und end- 
lich die ausgoarteten Formen der projektiven Beziehungen (§ 8). Das 
//. Knpitd ist der The<wie der imaginftren Elemente Im von Staudtsehen 
Sinne gewidmet Es handelt von it i Transformation einer KoUincation 
mit einer anderen und der VertauM hbarkcit zweier Koliineationen (i? 1); 
von dem zu einem Punktepaare gehörigen Büschel von Koliineationen und 
der gleichzeitig zugehörigen Involution, im Anschluß daran von der Dar- 
steUung imaginSrer Elemente (§ 2); von der Transfonnation einer Koliineation 
in ihre Inverse und von den Koliineationen und Involutionen, die unter- 
f-in;uider harmonisch sind (t? '^\. endlich von dem gemeinsamen Paare ent- 
spret iH-ndfr Elemente zweier Involutionen oder vereinigt gelegener Kulli- 
ueatioueu ^§ 4 ). Im 11 J. Kapitd werden die zwei- und dreiturmigen 
Grundgebilde untersm^t. Zuerst werden die Bestimmungstücke und Be- 
stimmungsweisen der Koliineationen und Korrelationen in der Ebene, im 
Büschel und im Haume und ihre besonderen Fälle besprochen (§ 1), sodann 
die Dreiecks- und Tetraederkoordinaten eingeführt und die Gleichungen der 
Koliineationen in aligemeiner und kanonischer Form aufgestellt (§ 2), end- 
lieh die Fundamentalponkte deor KoUineation durch die betreffende kubisdie 
oder biiiuadratische Gleichung bestimmt (§ 3). Eingehend werden die 
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besondomi Fonnni der KoUineationMi im Euklid sehen Banme Iwluuidelt 

(§ 4). Dann folgen die involutorischen Formen der Kollineation und Korre- 
lation 5) und die Einteilunt,' der Polarsvsteme der Ebene und des 
Büschels im Euklidschen Uaume 6), euUlich die Einführung der inui- 
ffinären Punkte und Geraden in der Ebene, Strahlen and Ebenen im Blfaid«! 
(§ 7). Der «wette Himptkä behandelt die Gebilde sweiter Ordnung. Im 
J. Kapitel werden die projekÜTen Eigensobaften der Kegelschnitte ent- 
wickelt Die letzteren werden zuerst als Frzen^isse projektiver Punktreihen 
oder Strahlbilschel, sodann als FuFuJamentalkurven einer Polarverwandtschaft 
eingeführt (§ l). Sodaun wird die weitere Einteilung in bezug auf die 
unendlich ferne Gerade Torgenommen ond die besonderen Eigenschaften ron 
Ellipse, Hyperbel und Parabel, Kreis und gleichseitiger Hyperbel besprochen, 
die Newton sehe ErzHuprung der Kei,'elschnitte und endlich die Arten der 
Zylinder und Kegel im Euklid sehen Hauiue ifj 2). Daran schließen sich 
die Sfttze von Pascal und Brianchon mit ihren Folgerungen, die Sätze 
Ton Maclanrin und Braikenridge ond über die Ponceletsehen Poljgone 
(§ 8), weiter das Theorem von Desargnes und seine Anwendungen (§ 4), 
endlich die Arten der Berührung zweier Kegelschnitte und der Krümmungs- 
kreis. Das //. KapiM «rilt der Polarentheorie der Kegelschnitte. Von dem 
ebenen Polursystem aus wird zu den Polareigenschaften der Kegelschnitte 
ftbergeguugen, sodann die Bestimmung eines ^^{elsehnittss dimli polare 
Benefanngsn und die polanrenproken Figuren besprochen (§ 1), ftmer die Koo« 
struktion der Kegelschnitte aus reellen und konjugiert imaginären Elaneoten 
(§ 2\ Eingehend werdrn die reellen und idealen Sehnen, konjo^perten 
Durchmesser, umbeschriebene Parallelograuuue und Sätze über den FlSchen- 
inbalt der Kegelschnitte, insbesondere auch der Kreis und die gleichseitige 
Hyperbel nntersncht (§ 3), ebenso die aof die Brennpunkte besflgliohea 
Eigenschaften fij 4). Daran schließen sich die Sätze über Fokallinien und 
Kreisschnittebencn heiju Kegel zweiter Ordnunfr 5). Das ///. Kapitel 
beschäftigt sich mit den projektiven Vt rsvandtschaften zweiter (»nlir.inw' 
Hier werden zuerst die projektiven Bezicliuugen der Punkte und iangenleu 
sweier Kegelschnitte, sowie projektive Pttnktreihen und InTolttti<men auf dem- 
sdben Kegelschnitt betrachtet (§ 1). Diese Betrachtungen werden zur 
Lösung von Fundamentalauffjabfm über die Doppelelemente projektiver Punkt- 
reihen, zur Konstruktion der Schnittpunkte einer geraden Linie mit dem 
durch fünf Punkte gegebenen Kegelschnitt, der durch drei Punkte und zwei 
Tanoenten gegebenen Kegelschnitte und su anderen Aufgaben verwertet 
(§ 3). Hieran reiht sidi die ünterscheiduttg der vendi^ensii Lagebe- 
ziehungen zweier Kegelschnitte und die Behandlung von Aufgaben dritten 
Grades, darunter die Dreiteilung des Winkels mit Hilfe von kongmenten 
ungleichsinnigen Stralübüscheln 3 ). Den Schluß bilden die Hauptsätze 
tlber Bfischel und Scharen von Kegelschnitten mit den Folgerungen über 
den Kegelschnitt der neun Punkte und den FeuerbachsdieD Kreis (§ 4). 

Das Werk ist durch eine klare Darstellung und durchsichtige An- 
ordnung des Stoffes ausgezeichnet. Besondere Beachtung verdient die sorg- 
fältige Grundlegunt,' der projektiven (Jeometrie, das beständige Zurückgehen 
von der projektiven auf die Euklidsche Geometrie und die Durchdringiuig 
der synthetisdien Methoden mit der Anwendung der projektiven Koordi- 
naten. 
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Am Ende einen jeden Kapitels sind zahlreiche Übungsaufgaben ein- 
geschaltet ZaUreidie Figuren beg^ten den Text, die vom Verfiaseer mit 
SorgfSdt entworffln sand und nur hie und da unter der Kleinheit der ein- 

gf'füpten Buchstaben leiden, die manchmal kaum noch erkennbar sind z. B. 
B .^4. Fig. 96: S. Fig. 321; S. 409, Fig. 379 (hier fehlt auch bei 

dem einen T der Akzent). 

Rostock, Oktober 1906. 0. Staude. 



Felix Hllller. Karl Bohellbaoh, Bliflikbliok auf sein wisaenaohaftUflliM 

Leben. Nebst zwei Schriften aus seinem Nachlaß und Briefen von 
Jacobi, Joachimsthal und Weierstraß. Mit einem Bildnis Karl 8chellbach8. 

86 S. Leipzig 190'), B. G. Teubner. Preis J( 2,80. 

Das an wissenschattlichen und pädagogischen Erfahrungen reiche Leben 
Schellbaohs, seine energische Tätigkeit, die auf so vielen QeMeten befruchtend 
gewirkt hat, wird anaftthriich geschildert Jedem, der dieeen vom Werte 
der Mathematik durchdrungenen Idealisten kannte, den fQr ihre Ausbreitnng 

zn wirken nie anfliörentlen, wird die Lfktüre des Ruches teure Frinnenmfjen 
bringen, der jungen Genf^ration aber, die den ^[ei.ster nicht mehr persr»nhcli 
sab, kann die Schilderung dieses vorbildlichen Lebens nicht genug empfohlen 
werden. 

Der beigegebene „Plan zur Gründung eines mathematischen Instituts" 
und die „Rede über Wert und Bedeutung der Mathematik" verdienen, nicht 
der Vergessenheit anheimzufallen. Von den Mitteilungen an Schellbach be- 
handelt die von Jacobi die Aufgabe, den Inhalt eines Vierecks aus den 
Seiten und einem Winkel zu berechnen. Die abgeleitete Fonnel ist elegant, 
die Berechnung danadi aber nickt sehr praktisch (Druckfehler: c — S4 statt 

.-24.]/^; statt |/^). 

Die Arbeiten von Joachimsthal über die Wellenflncbe und ül»er die 
Konstruktion der Brennlinie sind gleichfalls sehr schön. (Druckfehler: S. 78 • 
unten od; statt xy, 8. 79 ZI. 10: streiche daB^ Z. 17: „reflektierten** 
statt „gebrochenen'*). 

Weierstraß beweist einen Satz, den Steiner der Akademie 1860 vor- 
gelegt hatte. Dieser Satz rührt aber von Binet (IHll) her (Enzykl. IV 1 
S. 306 Anra.) und würde in der Sprache der Mechanik heißen: Die Ebenen 
konstanten planaren Trägheitsmomentes umhüllen die Flächen einer konfokalen 
FlSchenschür 3. Grades. Der Beweis wSre mit Ebenenkoordinaten in drei 
Zeilen zu erledigen. Steiner hatte sicher einen synthetischen Beweis. Die 
letzte Mitteilung von Weierstraß löst das von Newton aufgestellte Pr<>bb>ni 
des Körpers vom kleinsten Widerstände unter der Bedin<ruui^ gegi'bent'ii 
Volumens und bildet eine wertvolle Ergänzung des in dun Vorlesungen 
Aber Variationsreehnuug behandelten allgemeineren Problems, das aU un- 
Ufsbar bewiesen wurde. 



Charlottenbarg. 



H. Samtbr. 



m 



ReunsioiMm. 



Ä» ChurlMSSO« Vorlerangen fib«r fheoretisohe 8i>ektroakopie. Leipzig 
1906, J. A. Barth. 8. 

Dar InbElt dte BndiM gliedert skdi in eine Emleitimg, in einen Abeehnitt 
Aber mechanische und zwei Abschnitte über elektrische Theorien der Spektro- 
skopie. In der Einleitung bcsprirht der Verfasser die Hauptergebnisse der 
Öpektralanaljrse, die durch die Theorien erklärt werden sollen. Schon hier wird 
mancher rieh mit der Anordnung und Auswahl nicht einverstanden erklären, so 
ist z. R das Zeem ansehe PhKnomen erstens sehr Inirz nnd zweitens niebt 
einmal korrekt behandelt. Das nauß um so mehr Wunder nehmen, als die Be- 
deutung perado dieses Fhiinomens fiir die Spektroskopie außer jedem Zweifel 
steht. Scidiinn bespricht der Vertas.ser die Theorie der selektiven Absorption 
und Dispersion, wubei er namentlich auf die durch Kesonatoreugitter erzielte 
Beprodidctiom dieser Brteheinnng bei elektrischen Wellen eingeht Doch 
kann ich nicht sagen, daß ich mit der Darstellung des Verfiusers vom plda- 
gogischen Standpunkt aus einverstanden wäre. Die schöne Theorie der Dis- 
persion und Reflexion wird in dieser Einleitung mit folgenden Worten er- 
ledigt: »Wie es einleuchtend ist und wie es sich nachher theoretisch leicht 
feststellen Ilßt« sind seldcliva B^exion nnd Absorption, sowie die Dispersion 
selbst als lanter Besonanzvirkangen zu betrachten.** Dw Ver&sser hat an 
dieser Btelle seihst das Bedürfnis gehabt auf spätere Vorlesungen an Ter- 
weisen, wahrscheinlich in dem dunklen Tiefühl, daß dies doch nicht so ganz 
„einleuchtend" sei. Der Lernende hat aber auf diese Weise meiner Ansicht 
nach nichts oder nur wenig von dieser Einleitung. Wenn sie doppelt oder 
dreimal so lang wire, kSnnte sie viel mehr nützen, als sie es jelät rermag. 
Damit hingt es anch zusammen, daß manche wichtige Arbeiten gamicht 
oder nur flftchtig erwähnt werden. Der Verfasser bemerkt zwar im Vor- 
wort bezüglich dieses Punktes, daß einige wertvolle und beachtungsworte 
Arbeiten aus .Mangel au Zeit und üaum unberücksichtigt geblieben sind; 
ich lasse es dahingestellt, ob man dies fBr einen stichhaltigen Grand halten 
will oder nicht. 

Im zweiten Abschnitt, der die mechanischen Theorien der Emission 
behandelt, bespricht der Verfasser einige Bilder fdr die Sjiektren zusammen- 
gesetzter Körper. Er geht dabei von der bekannten Tatsache aus, daß zwei 
gekoppelte Pendel, die ursprünglich gleiche Sdiiwingungsdauer besaßen, nach 
der Koppelung zwei yersdiiedene Perioden aufweisMk. Er stellt dies in Ana- 
logie zu den LLnienverscluebllBgeo, die im Spektrum manchmal eintreten, 
wenn das freie Atom eines Elementes eine Verbindung eingeht, d. h. mit 
anderen Atomen gekoppelt wird. Ahnliche Gedankengänge finden sich auch 
in den spftteren Absdmitten über elektrische Theorien. Denn zwei auf- 
einander abgestimmte Sdbwingungskreise verhalten sich ebenso wie xwei 
identische Pendel, wenn sie gekoppelt werden: Jeder der beiden SchwingongS- 
kreise führt dnnn eine komplizierie Oszillation mit zwei, von der ursprüng- 
lichen versehiedenen , Perioden aus. Dabei habe ich indessen fulgenden, 
meines Erachtens sehr notwendigen Hinweis vermißt: Es kann auch der 
Fall eintreten, daß zwei gekoppelte SchwingungskreiBe nur eine einzige 
Periode besitzen. Dieser Fall tritt nftmlich dann ein, wenn nicht der eine 
8cbwingun<:?krei« den anderen erregt, wodurch ja eine Asymmetrie in das 
System hineinkommt, sondern wenn beide Schwingungs kreise gleichmäßig 
von einem dritten, symmetrisch zu ihnen beiden liegenden Kreise angeregt 
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werden. Nach momer persönlichen Auffassung dürl'te gerade dieser letztere 
Fall bei den leuchtenden Flammen vorliegen; doch ist das, wie ich zugebe, 
vorltufig noeh 8sd» des CtotehmieiM. ImBarinldii wtre m notvcndig ge- 
WMen, auf diese Eiaaohrlaünuig, dnnh die ja die gaose Theorie unter üm- 
ttfnden zn Fall gebracht werden laam, hinzuweisen. 

Ein weiterer iler Vtrhessemilg dringend bedürftiger Punkt ist die Be- 
handlung der deutschen Sprache. Man merkt es jedem Satze an, daß ein 
Ausländer das Bach geschrieben hat, und so mag der Verfasser manche Be- 
hai^timg aaden gemeint haben, als sie jetrt gedntokt dasteht Naehdem 
idl dieee MKngel hervorgehoben habe, mru-hte ich nicht unterlassen, Iiirauf 
hinzuweisen, daß der Leser in diesem Huolie vieles (inte, Wertvolle und 
Interessante finden wird. Doch erscheinen mir die Mängel nicht 80 gering- 
fügig, daß ich es rückhaltlos empfehlen könnte. 

Breslau. Ol. Scua£F£r. 

ff 

G. de Metz. La donble röfiraction aocidentelle dane loa Uquidee. 

Sammlung Scientia, Nr. 26. Paris 1906, Gauthier- Villars. 

Das vorliegende B&ndchen bietet eine Zusammenfassung der Arbeiten 
fiher die kflnstliehe Doppelbrechung in Flflssigkeiten, die doxek Bewegung 
fester Körper in denselben erzengt wird. Der Verfasser stellt diese Er- 
scheinung in Parallele mit der elektri.sclien Doppelhrechung (dem sog. 
Kerrschen Phänomen") und der von Majorana und Schniauß untersiuht«n 
Doppelbrechung im Magnotfolde. Da eine Theorie der Erscheinungen nicht 
eadätiert und auch das experimentelle Material sehr Ifiekenhaft ist, wie der 
Verfasser häufig herTorhebt, erscheint es mir etwas verfrüht, über diesen 
Gegenstand eine Monogrjipliie zu schreiben, die denselben Umfanff hat, wie 
z. B. die derselben Sammlung angehörige, aus der Feder Poincares stammende 
Darstellung über „La Theorie de Maxwell et les oscillations hertziennes; 
Täegraphie sana fiL** Dasn sind die bdden Gebiete viridich zu ungleiehwertig. 

Immerhin kann das Bfichlein jemandem, der auf diesem Gebiete 
arbeiten wiU, toh Nutzen sein. 

Breslau. Gl. Schaefbr. 

J, J. Thomson. Elektriaitftt und Haterie. Autorisierte Übersetzung 

von G. Siebert. (Die Wi.ssenschaft, Sammlung naturwissenschaftlicher 
und mathematischer Monographien. Drittes Heft.) Mit 19 eingedruckten 
Abbildungen. VUI u. 100 S. Braunschweig 1904, Friedrich Vieweg 
und Sohn. 

In diesem Buehe wird der Bihalt einer Beihe Ton Vorlesungen wieder- 
gegeben, die im Jahre 1903 als Silliman-LectureB an der Yale- Universität 
in New-Haven gehalten wurden. Auf Grund der neueren Forst huugen über 
Kathoden- und Röntgenstrahlen sowie über die Krscheinungen der Radio- 
aktivität erörtert der Verfasser die Beziehungen zwischen Elektrizität und 
Materie. 

Im ersten Kapitel wird zunächst die Theorie der elektrischen Kraft- 
linien und Kraftröhren in ihren Grundzügen entwickelt. Die Anwendung 
dieser Theorie auf das Verhalten einer mit Geschwindigkeit begabten ge- 
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ladenen Kngel zeigt, daB die Bewegung der Kraftröhren eine bestimmte 
Bewegungsgröfie besitzt. Ans ihr ergibt sich w«iteriiiii der Begriff der 
elektromagnetischen Masse, die als Masse des von den Faradarschen Röhren 
,,gebunr](>npn" Äthon? aufn-'^fHßt wir«! Im «Iritten Kapitel wird der Fall be- 
handelt, daß die Faraday sehen Köhren Hesclileunigungen erleiden; ein elek- 
trisches Teilchen, von dem solche iiöhreu ausgehen, wird dann zum Zentrum 
einer elektromagnetisehen Strahlung, wie sie als R5n1^;ett8trahlang in die 
Erscheinung tritt HiMrauf werden die Tatsachen besprodien, die uns zur 
Auffassung einer atomistischen Struktur der Elektrizität nötigen, insbesondere 
das Verhalten isolierter elektrischer Teilchen (Ionen und Elektronen^ in 
Gasen. Als Resultat ergibt sich eine unitarische Deutung der Elektrizität: 
es gibt nur wahne elektrisches „Fluidum'*; dieaes i^ akomistiBdh kon- 
stituiert und identisdi mit der negaHvm Elektriritilt; die togenannten 
po.'iitirrii T,adungen eines Körpers kommen demgemäß nur in der Weise zu- 
stande, <luß Elckti^nen, d. h. Atome der wahren Elektrisitfttssubstanx, ans 
ihm entweichen. 

Die Tatsache, daß jene Elektronen oder Korpuskeln — wie sie TOn 
Thomson gewQhnlieh gmiannt werden ~ stets Ton gleieber Beschaffenheit 

sind, einerlei, aus welcher Quelle sie stammen, hat neuerdings die alte 
Hypothese, daß die Atome aller chemischen Elemente aus gemeinsamen, 
einfacheren Bestandteilen autv^cbaut seien, zu neuem Leben erweckt. Es liegt 
nahe, die Elektronen als die elementaren Bausteine der Materie anzusehen. 
Auf dieeor Grundlage haben Loid Kelrin und der Verfasser Theorien Aber 
die Konstitution der Atome aufgestellt, die im fünften Kapitel ausfOhrUch 
geschildert werden. Es wird femer gezeigt, wie solche Vorstellungen im- 
stande sind, von wichtigen physikalischen und chemischen Kennzeichen der 
verschiedenen Atome Rechenschaft zu geben. Im Anschlüsse hieran werden 
dann im letzten Kapitel die Srtdieinimgen der Badioaktivitit gedeniett 
also das Strahlungsrermögen und die spontane Umwandlung der radioaktiTen 
Substanzen . 

Durch die geistrei<'he und elegante Form, in der der Verfasser sein 
Thema behandelt, wird das Studium dieses Buches zu einer genußreichen 
und ungemein anregenden Lektüre. 

Die deutsdie Ubersetsung ist saohgemftfi, wenn aueh nioht immer firei 
▼on speadiliohen Hirten. 

Berlin. E. Ascbuüabs* 



Karl Frhr. TOn PapillS. Das Badliun und die radioaktiven Stoffe. 

Gemeinverstündliche Darstellung nach dem gegenwärtigen Stande der 
Forschung mit EinÜechtung von experimentellen Versuchen und unter 
besonderer Berücksichtigung der photographischen Besiehungen. Mit 
86 Abbildungen. YHI u. 90 S. Berlin 1905, Gustav Schmidt. 

Eine formal und inhaltlich recht gut geschriebene, gemeiBTersttndliche 

Übersicht über unsere derzeitigen Kenntnisse von den Ersoheinnngen der 
Radioaktivität. Als erste Einftlhrung in das Studium dieses neuen ForschnngS- 

zweiges ist das Büchlein bestens zu empfehlen. 

Berlin. £. Ascukinass. 
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Pivl Bessvil« Ii0 Badinm et U BadlMUSttvlttf. Pjropdftes genMet. 

EmpIoLs m^dicaax. Avec une prefaoe du Dr. A. d'ArsoiiTaL VU u. 

170 8. Paria 1904, Oauthier- Villars. 
Die wichtigsten Eigenschaften der radioaktiven Substanzen werden in 
dieser Schrift, von der inzwischen auch eine deutsche Übersetzung erschienen 
ist, in enger, bisweilen freilich etwas kritikloser Anlehnung an die Original- 
litemtar im grofien und guisan llbeniohtlieh dargestellt Der Yer&saer — 
technieoher Direktor der Soci^ centrale de pxodnite ehinüqnet, in deren 
Fabrik zuerst die Extraktion der radinm- und pcdoniamkaltigMi Bestandteile 
aus der Pechblende iiu-sef- führt wurde — wendet sieh vornehmlich an 
medizinische Kreise, sodaU von einem tieferen Eindringen in die physi- 
kaliielian Prinsipien des Gegenstandes abgesehen wurde. So tindct denn 
anch die Batherfordsohe Umwandlmigstheorie kaum Erv^nimg. BtOrend 
wirken, wie so oft in französischen Werken, die vielen Fehler in der 
Schreibweise der Namen ausländischer Autoren. Aach sachlichen Irrtfimem 
begegnet luau nicht selten. 

Berlin. £. Aschkikass. 

J. Zeiiueck« Elektromagnetische Schwing ungen xmä. drahtlose 
Telegraplile. Ifit 802 in den Text gedrnokten Figuren. XXV 111 u. 
1019 8. Stattgart 1905, Ferdinand Snke. 

Der Begriff der elektromagnetischen Schwingung wird in diesem um- 
fangreichen Werke in seinem weitesten Siime genommen. Die Darstellung 
erstreckt sich demgemüü auf Oszillationen jeglicher Frequenz; sie umfaüt 
insbesondere auch die Wechselströme der Technik. Von diesen langsamen 
elektromagnetisehen Schwingungen geht der Verfiuser ans; auf den Gesetz- 
mäßigkeiten, die in ihrem Bereiche gelten, werden dann aUmlUieh die Sfttie 
Ar die schnelleren Schwingungen aufgebaut unter steter Betonung der 
Änderungen, welche die zuerst gewonnenen Beziehungen durch die Erhöhung 
der Wechsolzahl erfahren. Im (icbietc der schnellen Schwingungen werden 
mit besonderer Ansflihcliehksit diejenigen Erscheinungen besprochen, die für 
die drahtlose Telegraphie Ton Bedeatang sind. Die phjtikalisohen Qrondlagen 
disses Zweiges der Technik klarzustellen, wird Tom YeirfiMser als Aapt- 
xweck seines Buches bezeiclmet. 

Die einzelnen Kapitel tragen folgende Uberschriften: 
1. JJie Bezieliutigcn des elektroinagnetisciien Feldes. IL Ailgemdn' s über 
dddrümagtteüsdte Sdhcingungeu. TTL. Eneugung langsamer dektromagndigdter 
Schwingvngen (Wechsel- und DrehstronmascJtittm). IV. Der quaeisk^ionäre 
Wechselstromkrexs qn iuqer Wechsclgahl. V. Der magnetische Kreis geringer 
WecJisrlzfüd. VI. J)rr frrliriisrfie Transformator. VIT. Leistunff mi'chnnisrher 
Arbeit durcJt Wedtsd- und Drdtstri/nw. VJU. Wedtselstromkreise mit Kon- 
demakren. IX. Die JEigen$(Mngungen von Konäensatorkreisen. X. Der 
foatiMaiionäre WgAselstrowtkreie heher WeAsdgaM. XL Der magneHsdie 
Xreis hoher yMMi§ahl XU. Die Eigemihwingunffen offener Sender. 
XIH. Wirkung einer unqeih'impften Srlnrhiqting auf rinrn Oszilfatnr. XIV. fie- 
koppeik üystetne. Extrem lose Koppeiutig. XV, Gehoppelte Si/strm>'. All- 
gemeiner Fall. XVL Fortpflanzung magnetisdter Wdlm in Eisen zylindern. 
Xm mekiromagneHsdte Wetten längs Drähten. XVUL Erseugung deMro- 
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RezeimioneD. 



ntagneHsi^er WdUn in ä«r Luft. XEH. Indikaioren fitr ddsbrama^eHBt^e 

Wellen. XX. Die Setider der draJiÜosm Tflegraphie. XXI. Die Empfänger 
der drahtUmen leletfraphie. XXII. Die Eigcnsdtaftcn elektromagnetischer WelU^. 

Das Verständnis der bcliandelten Erscheinungen wird dadurch wesent- 
lich gefördert, daß zur Erläuterung der abgeleiteten Sätze allenthalben sehr 
iastaraJctire Vwsudit besehriabMi irarden. Di« experiinmitell«! Anordnungen, 
die snr Ausffthnuig dieser Yersoche dienen, werden in Torxllgliehen Figuren 
iriedergegeben. Überhanpt ist das Boeh außerordentlich reioii mit Figuren 
mispestattot. Es wird zweifellos ein»*m jeden, der auf dorn einschlärrigen 
Gebiete technisch oder wissenschaftlich zu arbeiten hat, von gmlioni Nutzen sein. 

In mathematischer Beziehung werdeu lediglich elementare Kenntniiise 
voransgesetst: auf die Verwendung der LifinitMimalrechnnng hat der Ver» 
fasser vollständig verziclitft. Demgenülß mußte in vielen F&llen von einer 
exakten BeweisführunLr abgesehen werden. Dafiir finden sich dann am Schluß 
des Buches theoretisclie Annierkungcii , in denen die strenge Ableitung der 
m Frage kommenden Öütze ausgetührt oder angedeutet ist oder wenigstens 
litaratuxlunweise gegeben werden. Es kann besweifelt werden, ob es iweck* 
mftftig war, sich in matbematischer Hinsicht derartige Beschränkungen auf- 
zuerlegen, zumal ein so ausführliches Werk über ein Spezialgebiet der 
technischen Physik wohl kaum auf einen Lcserki-eis zu rechnen hat, der nicht 
mit den Elementen der hüheren Mathematik vertraut wäre. 

Berlin. £. Ascukjnass. 



U. Maurer. Methodisch geordnete Sammlung geometrischer Aafjgaben 
in bfldlkihw Danrte&ung. 3860 Aufgaben in 4 Binden som Selbst^ 
Studium und sum üntentdit an höheren Lehranstalten. I. Bd. Aufgaben 
1—840. Z«rich 1906, Speidel. Preis M 2,50. 

„Während die bis jetzt vorhandenen Aiifgabensammlungen der Geo- 
metrie die Aufgaben in Worte kleiden, sieht die vorliegende Sammlung 
gänzlich von einem Texte ab und stellt die Aufgaben durch Figuren dar. 

Aus diesen ersteht der Lernende sofort, was gegeben und was gesucht 
ist Der große Vorteil dieser Methode besteht darin, daß durch iluo An- 
sdiaulichkeit jede Aufgabe schnell und richtig aufgefaßt wird." 

Außer einigen Zeichenerklärungen und 12 Musteraufgaben enthüll die 
Sammlung im wesentlichen kein Wort weiter sondeni nur Figuren. Der 
vorliegende erste Band enthält die Aufgaben über Linien und Winkel, über 
Dreieck, Vioreck und &eis. 

Im aUgemeinen ist die Sammlung, wie der Titel besagt, so geordneti 
daß von leichteren 7U schwereren Aufgaben fortgeschritten wird; im einzelnen 
allerdings läßt sich über die Anordnung streiten. So würde ich die Auf- 
gaben, die mit dem Zeichnen des Winkels von 90° und 00° zusammenhängen 
(Nr. 188 . . Nr. 186 . . .), vor Aufgaben stellen wie: ein rechtwinkliges 
Drsiedk aus einem spitzen Winkel und seiner HalbieQingslinie (Nr. 102) 
sn zeichnen. 

Das Buch ist zu Kepetit innen in der Schule, aber auch, und zwar dem 
Titel nach an erster Stelle, zum Selbststudium bestimmt. Dazu wäre natür- 
lich nötig, daß wirUidi ein Sditaer ohne Hilfe ans d«r Figur immer die 
Aufgabe abliest; dies ist nidit immer der Fall. So soll (Nr. 296) der ein- 
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geschriebene Kreil» eines gegebenen Dreiecks gezeichnet werden; da^ Dreieck 
ist aber nidit anders gezeiehnet wie in den meirten flbrigen Auigaben die 
pesKChfan Dnieohe. 

In vielen Fällen ist die doppelt onterstnoiiene und dadurch als gegeben 

fjolvcnnzeichnotf OröBe nur dpr Größe, in anderen auch der Lage nach gegeben. 
Ferner geben die Figuren durch besondere Lage der dargestellten Punkte 
und Linien vielfach zu MiBTerstttndnissen Anlaß. In Nr. 528 liegt der 
Mittelponkt des gegebenen Kreises auf der Halbierungslinie des gegebenen 
Winkels; ich glaube ab^r, daß diese spetielle Lage nicht beabsichtigt ist. 
Nr. 31 ist so go/eichnet, daß der eine gesnclito Kreis durch den Mittelpunkt 
des tMiien gegebenen geht und den andfren gegebenen Kreis beinihrt. Zu- 
fällig ist diese Aufgabe als Musteraut'gube in Worte gekleidet vorhanden, 
und daraus erkennt man, dafi diese spezielle Lage gar nicht yerlangt wird. 
Diesen kleinen MSngeln ließe sich bei einer neuen Auflage leicht abhelfen; 
es bleibt aber die F^ge^ ob das so durchgef&brte Prinxip wirklich sn emp- 
üehlen ist. 

Durch ihre Anschaulichkeit wiid, wie der Verfasser sagt, jede Aufgabe 
rasoh mrhSL Die Aufgaben sind zu zihlen, in denen wirklich nur eine 
Figur gesetduiet ist, aus der der Text henrorgehi. So Nr. 419: Einen 
Kreis zu aeiohiMn, der eine gegebene Gerade in einem bestimmten Punkte 
und einen gegebenen Kreis berührt. Ich glaube aber nicht, daß die geistige 
Arbeit aus der gezeichneten Figur diese Aufgabe zu erfassen geringer ist 
als die, aus dem obigen Texte die Figur sich vorzustellen. 

In den weitaus meisten FiUen genügt die Figur allem gar nicht, 
sondern es müssen Größenangaben oder andere Bemerkungen über verschiedene 
in der Figur enthaltene Strecken und Winkel der Aufgabe beigefügt werden, 
wodurch entweder die Erkennung der Aufgiibe erheblich erschwert wird, 
z. B. Nr. oder wodurch die gezeichnete Figur eigentlich überÜüssig wird, 
wie Kr. 984. Dort ist ein Dreieck gezeichnrt, dessen eins Seite a als ge- 
geben bezeii biu t ist, und tlaninter steht: (gegeben) & + f , ß — y. Hat hier 
die Figur irgend welchen Zweck? Zum Verständnisss der Aufgabe tlügt 
sie nicht bei und zur Lösung verhilft sie auch nicht. 

Die sümllicheu Dreieckaufgabon würden vielleicht den zehnten Teil 
oder noch weniger Raum beanspmchMi und genau ebenso anschaulich sein, 
wenn statt der rund 150 Dreiecke ein einziges vorhanden wftre, in dem vielleicht 
von einer Ecke die Höhe, von einer anderen die Mittellinie und in der 
dritten die Halbierungslinie des Winkels gezeichnet wäre. In illinlicher 
Weise ließe sich bei Viereck- und Kreisautgaben die Zahl der Figuren und 
damit der Umfimg und Preis des Bushes wesentÜeh Tetmindein; das hisr 
besprochmie Viertel des ganzen Werkes um&ßt schon Aber 13 Bogen. 

So wie das Buch vorliegt, kann ich demnach in ihm einen wesentlichen 
Fortschritt g^n andere Sammlungen nicht erblicken. 

Berlin. P. ScHAFBnrrLiK. 



0» Schellhorn. Planlmetrische Beweise mit Anhang: AlgelivaiMihe 

Regeln. Essen lfM>6. Baedeker. Preis geb. M 1.00. 

„Ein jedes Lehrbuch muß, wenn es Anspruch auf Existenzberechtigung 
machen will, einem fühlbaren Mangel abzuhelfen suchen. — An der Hand 



Digitized by Google 



174 



dieses Baches soll es au(^ dem schwächsten Schüler möglich werden, durch 
kiudMshen Heiß sicli du sn eigen m mMiieD, wm «r in der Kliwe mdkt 
▼ersfeeben koimte." 80 seihr ieh dem entan dieeer beiden ans dem Vor^ 

Worte entnommenen Sätze zustimmen kann, so wenig bin ich in der Lage, 
den zweiten zu unterschreiben. Der Verfasser gibt in seinem Buche das 
planimethsche Pensum bis üntersekonda und die wichtigsten arithmetischen 
Regeln. Es wild ynm YerHuser bemängelt, dafi in nftnclieii BBebem Aber 
die Beweise mit Bemerlmngen wie: ^^Der Beweis folgt ans § 46 mit Hin- 
sniiebnng von § 33" hinweggegangen wird. In den gobriUichlichen Bücheim 
aber werden höchstens rmkohrungen , ZusHlzo etc. mit solchen Wendungen 
abgetan, die Hauptsätze aber werden eingehend, wenn auch möglichst kun 
bewiesen. Hier dagegen werden alle Sätze mit derselben Breite behandelt, 
hftnfig werden drei nnd vier Beweise fBr einen kleinen Satx (ftr den vom 
Kreisviereck sogar 51) angegeben, während der Satz des Pythagoras sich 
mit einem beguHtren muü. Trotz der Ausführlichkeit der Beweise ist 
natürlich der Hinweis auf frühere Siitzt* nicht zu venni id- n ; er wird da- 
dui'ch bewirkt, daÜ neben der Paragrapheuzahl mehrere §^ angegeben werden, 
die für den betreffenden Ekta sn wiedeiliolen sind s. B. § 49 (wdh. § 38 
XL 44t). Hierdurch wird gegen das vom Verfasser gerügte Verfahren nidits 
gowonnen, im Gegenteil, während bei der gebräuchlichen Art auf einen 
bestimmten Satz hingewiesen wird, steht der Schüler hier einer ganzen 
Keihe von Sätzen (in § 38 deren sechs) gegenüber, aus denen er sich erst 
den passenden aoswlhlen mnA. 

Die AaMdmmg ist aidit immer einwandfrei; in § 27 wird die Ein- 
teilung der Dreiecke nach den Winkeln gegeben, während erst in § 30 der 
Satz über die Winkelsumme folgt, der diese Einteilung verständlich macht. 
Beim Beweise über die Länge der Mittellinie eines Trapezes wird ein Satz 
bennttt, der erst am Schlosse des betreffenden Paragraphen als Folgerung 
nnfgeffthrt wird. 

Durch die Ausführlichkeit der Beweise soll erreicht werden, dafi ,jni6lk 

der Schüler einen korrekten Ausdruck aneignet*'. Dazu ist vor allen 
Dingen nötig, daß das Lehrbuch sich durch korrekten Ausdruck auszeichnet; 
anklare und flüchtige Wendungen kommen hier sehr häufig vor, z. B. „Ein 
Parallelogranmi ist ein Viereck mit parallelen Seiten". „Zn gleiten Seltnen 
gehören gleiche Zentriwinkel". „Ungleiche Potenzen können weder addiert 
noch subtrahiert werden". Daneben finden sich dirfkt falsche Angaben: 
„Zwei Dreiecke sind kongruent, wenn sie übereinstimmen in drei unab- 
hängigen Stücken'^ Der „schwächste Schüler" soll folgendeu Satz begreifen: 
„Eine Wnnel oder Potenz mit gebrochenem Exponmten ist gleieh der 
Wurzel aus einer Potenz und zwar so, daß der Zähler seine Fnnktion beibelüUt.*' 
Die Beweise sind „die landläufigsten und noch einige neue*^. Zu diesen 
j^'ehört der Beweis des Satzes über das Verhältnis von Rechtecken mit 
gleichen Höhen, wenn die Grundseiten inkommensurabel sind (§ der 
aber wohl besser weggeblieben wäre, ebenso wie der in § 114; es mag 

erwähnt werden, daß die Gleichunijcn = 1 und f|-'" = -^.„ brwirsen werden. 

Leider ist das Buch auch mit vielen Druckfehlern behaftet} so bat der 
Druckfehlerteufel jedesmal Radikant entstehen lassen. 

Berlin. P. Scuafueitun. 
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Koppe -Bi eck mann's Oeometrie Bum Gebrauche au höhereu Uuter- 
richtsaastalteu. (23. Auflage.) Ausgabe für Keallehraustalteii. L Teil. 
7. Auflage der neuen BearbeitDng besorgt von Knops. Biaen 1906, 
Baedeker. Ftm gel». JC 2,40. 

Der neue Herausgeber des bekannten Buches hat nur wenig am Inhalte 

geändert; im wesentlichen beschränken sich die Aiuleningen auf die Be- 
handlung der Geraden und der Kongruenzsätze. In sprachlicher Beziehung 
sind dagegen vielfache Verbesserungen vorgenommen worden. 

Berlin. P. Scuafueitlin. 



Gabriel ZahUyanz. Die Theorie, Bereohnnng und Konstruktion der 
DampftniWiMiL Ißt 23 Abb. 179 & Berlin 1906, M. Krayn. 

Das Werk stellt eine Erweiterung einer ReÜie Ton Artikeln dar, welche 
der Verfasser im ersten Jahrgänge der Zeitsehiifk ^^e Turbane** 1904/06 

veröffentlicht bat. In dem Titel dürfte das Wort „Konstruktion" für manche 
etwas irreführend sein, insofern, als von wirklichen konstruktiven Ausführungen, 
d. h. baulichen Einzelheiten, in dem Buche nichts enthalten ist. Dagegen 
bescldlftigt lieh Yevfiuser in sehr eingehender Weise mit der Theoxis und 
Beredinung dar Turbinen und weieht dabei üsst durehweg Ton dem llblichea 
Theorien und Bereehnungsweisen yoUsttndig ab. Fesselnd ist es z. 6., daB 
Verfasser nicht nur im alliremeinen neue Wege einschlägt, sondern stellen- 
weise sogar neue Begriffsbezeichnungen einführt, um die Theorie und Be- 
rechnung von Dampfturbinen für Konstruktionszwecke möglichst einheitlich 
und eii^ub ^ttematiseh insammensnftssen. So bildet Verfiuser für das 
Produkt Masse mal Geschwindigkeit das neue Wort „Schwung" au Stelle 
des bisher wohl allgemein üblichen .,Bewegungs^rößp", und es scheint mir 
in der Tat, als wenn dieser Ausdnick recht glücklich gewühlt sei, denn es 
ist erstaimlicb, wie sich aus diesem Begriffe „Schwung^" und dem darauf 
ausbauten «Gmndgesets der SehwungAbertragung bd allen materiellen 
Wechselwirkungen in der Natur** eine Beihe Ton Vorgingen und Oesetien 
in einfacher und natürlicher Form erklären lassen. Unter anderem werden 
7.. B. die Formeln für den Stoß zweier Massen nicht aus dem Satze von 
der Erhaltung der Energie entwickelt, sondern es ergibt sich umgekehrt 
daa Geaela von der Eriialtung der Synergie als «ino Folge des Chnindgeseties 
der Schwungftbertragnng in allen Bewegungsfonnen der Materie. 

Die Sprache und Darstellungsweise des Terfisaaers zeichnet sich durch 
große Klarheit aus. Namentlich die vielfach eingeschalteten Zahlenbeispiele 
und die rechnerisch durchgeführten Vergleiche verschiedener Turbinengattungen 
werden dem Leser recht willkommen sein. Zu bedauern ist nur, daß die 
zeidmeriachen Darstellungen, welche sonst sn einem guten Yerstftndnisse 
beitragen konnten, st<^>llenweise an großer Unübersichtlichkeit leiden. Linien- 
gewirre, wie Fig. 9, 10, 15 mit den übermäßig stark hervortretenden Hilfs- 
linien und Buchstabenbezeichnungen erschweren das Lesen mehr, als daß sie 
es fördern. 

Das Werk kann allen, welche steh mit Theorie und Berechnung der 
Turbinen eingehMid bekannt machen wollen, angelegentlieh empfohlen wunden. 

Grunewald. R. Vatbu. 
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Alfred Wachtel. Anweudimg dor Graplioatatik im Maachlneubau, 
mit bMonderer Bertt^dnidhtigimc der rtatiioh hnatlmmtim AcibMtai 
und WallMk. Ifit 194 Abb. 146 S. HamioTer 1906, Dr. Max JliMcke. 

Unter Ausschluß statisch unbestimmter Aufgaben und Beschränkung 
des Stoffes auf die wichtigsten in der Praxis vorkomnionden Fälle hat Ver- 
fasser mit der vorliegenden Arbeit ein Buch geschrieben, welches nament- 
lich Studiereuden und in der Praxis stehenden Teubnikeru recht willkommen 
Min clllrlte. Der Vonog det Bnches bertelit dninal in der großem Zdd 
vollstondig durchgerechneter Anfgaben und dann vor allen Dingen in den 
zftbhreiditn, durdnr^ TOCxOgUdien und (was ja gerade in der Graphoetatüc 
ebenso wichtig, wie tdiwierig ist) sehr übersichtlichen Abbildongen. 

Grunewald. R. Vater. 



Ueniianu Wilda. Die Dampfturbinen, ihre WirknngBweise und 

Konstruktion. Mit ^^9 Abi». 164 S. Leipzig 191 >t3, Sammlung Göschen. 

Das trotz seiner Kleinheit sehr inhaltsreiche Buch behandelt in klarer 
übersichtlicher Weise Theorie^ Wirkungsweise und Bau der hauptsächlichsten 
Dampftorbinenarten. Es ist erstannlicb, wie Verfaeser es rerstebt, in ernem 
so kleinen Rahmen alle einschlligigon Fragen mit solcher GründlichlMit za 
bebandoln. Ich glaube nur, daß es vielen Lesern dieser Sammlung an- 
genehm sein würde, wenn im theoretischen Teile bei manchen Formeln 
oder Gesetzen auf andere Werke, z. B. Stodola, Zeuuer u. a. verwiesen 
oder darauf hingewiesen würde, daB eine Abisttang in diesem Bahmmi niolit 
angAngig sei. Besonders henrorgeboben sn werden verdient die ungewöhn- 
lich große Zahl (80) vorzüglicher Abbildungen, die trots ihrer Kleinheit 
durchweg das Wesentliche der Sache klar und deutlich hervortreten lassen. 
Angesichts des reichen Inhaltes und der vorzügliclien Ausstattung ist der 
Preis des kleinen Buches geradezu erstaunlich billig zu nennen. 

Gmnewald. B. VATsa. 



F« LangOn. Was haben wir von der Gasturbine su erwarten? 
58 8. 8^. Rostock 1906, G. J. E. Volokmann. Preis M 1. 

Nachdem die Vorteile einer etwsJgen Gasturbine dai^pesteUt nnd, werden 
sonSchst dii> l)L>i Dampfturbinen und Gasmotoren erreichten und wohl noch 

zu erreiclu'ini* n Wirkungsgrade kurz, bosi)n)ch('n, worauf sich Verfasser der 
Frage zuweudut, ob die Mr>gliLhktnt tiner auch nur einigermaßen wirt- 
schaftlich arbeitenden Gasturbine wirklich ins Auge zu fassen ist. Auf 
Grund eingebender wirmefheoretisober und praktischer Bereehnnngen, sowohl 
fhr die Verbrennuugsturbinen als fiir die Explosionsturbine, kommt Verfasser 
zu dem Ergebnis: Der Bau einer Gasturbine ist zwar theoretisch m(}glich, prak- 
tisch jedoch werden die thermischen Wirkungsgrade so gering, daß überhaupt 
keine Aussicht besteht, jemals eine Gasturbine als Kraftmaschine verwenden zu 
können. Verfasser scbliefit daher mit dem Vorschlage, lieber auf Verrollkonun- 
nung von Dampfturbinen und Kolbendampfinasobinen bedacht zu sein, und weist 
namentlich hin auf eine Verbindung von Hochdruckrlanipfmaschine in Ver- 
bindung mit Niederdruckdampftnrbine , wobei sich sehr wohl ein Gesamt- 
wirkungsgrad der Anlage (von der Kohle zur Wolle) von 22% erreichen ließe. 
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Wenn man vielleicht auch nicht allen Behauptung'- n und Schluß- 
folgerungen des Verfassers wird beistirnmoii können, so dürfen die klaren 
und fesselnden Betraebtungen doch jedem zu empfehlen sein, der sich für 
die Frage der Gasturbine interessiert. 

Gnmewald. E. Vatbb. 



Bndolf Togdt. Pampen, liydiftvliMdie und pnenmirtiiifthe Anlagen. 
Mit 59 Abb. 110 S. Leipsig 1906, Sammlung GOadien. 

Das Buch will, wie dies schon im Titel zum Ausdruck gebracht ist, 
nur einen kurzen T^berldick geben libcr dl" Förderung des Wassers luid die 
Förderung der Luft nebst den wichtigsten technischen Anwendungen von 
Druckwasser und Druckluft. In dem ersten, von der Wasserförderung 
bändelnden Teile, werden daher kurz be^rochen die Tersebiedenen Arten 
▼on Eolbenpnmpen, die kolbenlosen Pumpen (wie ZentrifuL^alpumpen, Pulso- 
ni'-ter, Injektoren, bydraulicbf Widder usw.), ferner die Verwendung des 
Druckwussers zum Betriebe von Schniiedepres.>en, Xietma.schinen ; Uesteins- 
bohrmaschinen , Aufzügen und Kranen. Im zweiten Teile werden kurz be- 
aohrieben Exhaustoren, Ventilatoren, Gleblftse und KompreBsoren, sowie die 
Verwendung dar DnieUnft bei Werkseogen, Bremseiaiiebtungen, Sandstrahl- 
gebläsen, bei der Bohrpost, zum Zwecke der Wasserförderung (Iffammut' 
pumpe) usw. Bei dem Abschnitte über Kolbenpumpen finden sich einige 
Berechnungen mit Zahlenbeispielen. 

Die Darstellung ist eine klare und gibt bei aller Kürze das Wesent-. 
liebe der einzelnen Maschinen. Die in reidhlidier Zahl beigegebenen Ab- 
bildungen sind fiut durehweg recht deutlicb und mit Geschick ausgesudit. 

Grunewald. B. Yatbb. 



Panl La Cour und Jakob Appel. Die Physik auf Grund ihrer ge- 
schichtlichen Entwicklung für weitere Kreise in Wort und Bild 
dargestellt. Zwei Bünde, zus. 987 Ö. mit 7ü9 Abbild, und 7 Tat". Auioris. 
Übers, toh G. Sieberi Brannsofaweig 1906, Vieweg n. Sobn. Plreis 
M 16.50. 

Die beiden Verfasser bieten mit ihrem verhältnism&fiig umfangreichen 
Werke eine erste Einfühning in die Physik auf (irund ihrer gesehichtl leben 
Entwicklung. Sie haben nicht eine eigentliche Gesehichte der Physik 
schreiben wollen — eine solche wih'de sich auch enger an die Entwick- 
lung der einseinen Probleme su halten haben — , vielmehr knüpfen sie ihre 
Durstellung vornehmlich an den Lebensgang der Forscher. Die Anlage des 
Werkes bemht auf der Überzeugung der Verfasser, daß der Entwicklung- 
gang einer Wissenschaft auch ihr natürlichster Lehrgang sei. 

iMan kann zweifelhaft sein, ob ein Lehrgang dieser Form der zur ersten 
Einführung in die elementarsten Begriffe geeignetste ist Hire Voraussetsung 
erieiohtert jedenfslls wieder die Einsicht in die Entwicklung, ihr Fehlen 
k<>nntf leicht zu großer und den Anfänger ermüdender Breite der historischen 
Darstellung ffiliren. Daß diese selbst abei- in der Physik und den nahe 
stellenden Wisseuschait^m zusehends an Schätzung gewinnt, ist erfreuliiher- 
weise nicht nur an den sich mehrenden Werken festzustellen, die ihr aus- 
drficklich gewidmet sind, sondern auch aus der grGBeren Aufimerksamkeit 
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EU schlieBeDf die j«txt besser« Lshrblieker ftberliMtpt uf ffinweise mos dsm 

Entwicklunggangp verwendm. Die unmittelbare Anschaulichkeit der einzelnen 
physikalischen Probleme, ihre rein begrifiFIiche Entwicklung ohn»» dit- sp^Uor 
vielleicht fiir die Ableitung bequemeren Hil6nittel, und andrerseits der 
von selbst hervortretende Zusammenhang mit anderen Zweigen machen die 
genetische DarsteUang für den selbstdenkenden Leser niebt nindor an- 
ziehend, wie die ethische Wirkung, die aus der Kenntnis der bei den For^ 
schritten überwundenen Schwierigkeiten fließt. Die systematische Darstellung, 
die, auf die i^b-mente angfw piuift, freilich für Lehrer wie äußerlich Lernende 
ungleich bequemer iät, kann ihren Wert erät auf einer höhereu Stufe ent- 
falten, wo sie die Aufgabe erfüllt, die ökonomische Zusammenfassung und 
die Unterordnung der gewonnenen EinselerkenntDisse unter allgemeinere 
Prinzipien darzutun. 

Der Anlaire ihres Werkes «jemäB haben die Verfasser sieh nicht an die 
flbliche Eint*;iliing des Stutles gehalten und von verwandten Gebieten, so 
besonders von der Himmelskunde, mehr aufgenommen, als sonst in physi- 
kalisdien Mementarbfldiem an gescbeben pflegt Die einadnen Disziplinen 
haben auch teilweise in verschiedenen Abschnitten behandelt werden müssen, 
um den /tisnnniienbang mit den benachbarten nicht zu verlieren. Doch ist 
jedem llande nelien der äußeren Inhaltangabe eine ausführlichere systematische 
Ül)ersicht beigegeben, die das Nachschlagen wesentlich erleichtert. 

Der erste Band enthilt die elementaren Lehren der Astronomie, dann, 
unter der anfechtbaren Beseichnung „die Kraft", die Mechanik ftster, 
flfissiger und gasförmiger Körper, femer das Licht und den Schall. Die 
ebenso einfache wie klare Darstellungwei.se der Verfasser dürfte sich in 
den der Astronomie eiDschließlich der Karten/eichnung gewidmeten Abschnitten 
am bestra erweisen, die eine anregende Einführung in dieses Gebiet ge> 
wfthren, wihrend der Bingeweihtere mit btoresse die Abbildungen der In- 
strumente betrachten wird, mit denen die alten Forscher beoli achteten. Leider 
stört hier, wie auch sonst in dem Werke, das Felileti der meisten Ati^'aben 
über die Herkunft der alten Abbildungen. Erfrischend aber wirkt die liebe- 
volle Schilderung des Lebensgauges der hervorragendsten Förderer. Die 
Worte eines echten Naturforschers, mit denen Kepler sein Lebenswerk ab- 
schlofi, wie sie ähnlich auch Newton gesprochen hat, könnten als alt- 
modischer, aber besonders fttr Anfänger lehrhafter Eingang dem ganzen 
Werke vorangestellt sein. 

In ähnlicher Weise, unter Beschränken auf die einfacheren Grund- 
erscheinungen und ihre soigfiütige und leicht fafiliche Erklftrung ist das 
Licht behandelt Die Spektralanalyse ist in einem besonderen Kapitel tot- 
gefOhrt, einssehließli. Ii der Anwendungen auf die Untersuchung der Himmels- 
körper. Die < JruadlaL'eti dieser Disziplin dürften dem Anfiintrer hier ein- 
leuchtender werden, als aus vielen andern elementaren Lehrbüi hmi. Von 
einer mechanis«-beu Versiunlichuug beispielweise der Absorption, ohne die 
man doch eigentlich kanm auskommt, ist aber anch in diesem Buche kein 
Gebrauch gemacht Sonderbar genug, dafi solche wesentlichen Erieichterongen 
so schwer Eingan«: Huden. 

Die Meelianik ertirtert u. a. eingehend die Hebelgesetze nach Arrhimedes, 
die Fallgesetze au Hand des sehr richtig vorangestellteu grundlegenden 
Gedankens von Galilei über die Unabtongigkeit der Beschleunigung vom 
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MgenblicUichen B«wegangzu8ta&d« dar Körper, dfts oiiifiudie Pandel usw. 
Wttrend fDr dieses aber die AbU&ngigkeit der Sdiwixigangdaiier tob der 
L&nge recht anschanlicli begründet ist, fehlt die Darstellung des GevSetzes 
durch die Formel, was in didaktischer wie praktischer Hinsicht als ein 
Mangel anzusehen ist, der bei anderen Schwingiingorscheinungen noch mehr 
hervortritt und durch die möglichste Beschränkung in der Benutzung der 
msfhemaliBeheD ffilfinittel nicht '▼eranlafit wird, da ▼en diesen an uferen 
Stellen Genfigendes vorausgesetzt ist. Von dem physischen Pendel ist 
eigentlich gamicht die Rede, und doch hätte an ihm wenigstens Huygens' 
geniale und weittragende Auffassung von der Summenwirkung der Pendel- 
massen erläutert werden können. Dafür entschädigt nicht, die ohnehin nur 
flllditige Besehreibung von Hujgens' ZjUoidenpendel, die hier leiehft ni 
entbehren war. Unf^eieh der Bdiandlnng des Pendels ist die Zentrifagal^ 
kraft ohne näheres Eingehen auf die inneren Gründe in der bekannten 
Weise elementar-mathematisch abgeleitet. Starke Ungleichniäßigkeiten in 
deti Einzelheiten zeigt das Werk überhaupt. Während beispielweise den 
Heronschen Apparaten ein breiter Raum gewidmet wird und gelegentlich 
oemlidi niehtssagende Bilder ali-teehnisoher G^nstinde aufgenommen sind, 
wird das Poncelet-Rad, in dem leicht alle wichtigen Gesichtpunkte dw 
kinetisch -hydraulischen Motoren erläutert werden können, mit der bloßen 
Erwähnung und einem Bilde abgetan. Will man solche technisclieu (Jegen- 
stände erwähnen, so sollten sie doch auch in physikalischem Öinne nutzbar 
gemacht werden. Beeht b^edigend dagegen wird fiber die AilMiteii 
Ouerikes, Pascals, Mariottes nnd Boyles berichtet, nnd dabei nament- 
lich die entscheidende Wendung in der Auffassimg der Gase im Gegensatze 
zu den tropfbaren Flüssigkeiten hervorgehoben. Ob mau aber wirklich 
noch 1870 eine sogenannte atmosphärische Eisenbahn in New- York gebaut 
hat, wie Text und Bild erzählen? Wenn schon, so hätte der Erfinder 
(Samuel Clegg) erwihnt werden dflrfen. 

Aus der Akustik sei als Beispiel der Bohandlungweise nur die 
Newtonsche Formel der Fortpflanznnggesrhw indigkeit des Schalles erwähnt. 
Die Formel wird nur fertig mitgeteilt, huiterher allerdings sehr gosi-lückt 
anschaulich imd wahrscheinlich gemacht. Das bezieht sich aber nur auf die 
aaftretenden GrSBen selbst, nidit auf ihre Dimrasion. Wftre früher ge- 
legentlicb des Pendels die einfiMlie Schwingung allgemeiner behanddt, wie 
mit sehr einfachen Mitteln durchführbar, so hätten die Verfasser bei ihrem 
ersichtlich nicht gewöhnlichen Darstellungvermögen leicht die Newtonsche 
Formel vollstüudig und ohne Rechnung entstehen lassen können. Schade, 
dafi sie diese schöne Gelegenheit, den Wert der rein begrifflichen Darstellung 
zn «rweisen, nieht ansnützteiL 

In der Wiimelehre Tsnnißt man eine klare Entwicklang des Tempe- 
raturbegriffes oder, um es kurz so /u bezeichnen, der theoretischen Bedeutung 
des LutttherniDmeters. Dieser Stichprobe halten freilich die wenig.sten 
elementaren Lehrbücher der Physik stand, tionst erscheint dieser Teil am 
gleiehmAßigsten und entsprieht wohl am meisten den Absichten der Verfiuser. 
Im besonderen treten Äe Verdienste Blacks und auch Watts um die 
Wärmelehre gebührend hrrvor. Die historische Grundlage des Werkes bringt 
allerdings von selbst mit sich, daß d^r Carnotsche Prozess vor den 
Arbeiten Mayers und seiner gleichstrebenden Zeitgenossen vorgeführt wird, 
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diese natflrliohe Ordnimg enefaeint in der DexttoUang aber «neh sadiliefa 
begründet Auch die Wirmestrehlung ist eingehender »Is stmsfc gewShnlieh 

behandelt. 

Bei Bo-]n'Pclmng des Mapripfisraus wird zwar dnr Arbeiten von Oauü über 
den Erdiiuignetismus austührlicber gedacht, nicht aber der doch im Giamde 
▼iel wichtigeren über die Messung magneUscber Kr&fbe. Ein ähnliches Be- 
sohitnken auf die allgemeine Beschreibung der Erscheinungen xeigt sich 
auch in den folgenden Abschnitten über Elektrizität, wiewohl doch hier An- 
laß gew'iPTi wäre, wenipstf-ns auf die tliPorpti<r}ipn Gnindlagen der Maß- 
bestimiuung einzugobpn. sclion um die durohgreifoiidp Bedeutung des Energie- 
gesetzes zu zeigen. Zwar werden zahlenmäßige Beziehungen zwi&cheu 
Eieliiixitit nnd WBrme mitgeteilt, aber ohne eigentliohe Begründung, nur 
als Folge der Versuchergebnisse von Jonle. Übmhanpt ist die ElektrizitAt 
im VorbJlltnis zu andern Absclinitten zu kurz gekommen, und die Ungleich- 
miiUigkeit der Behandlung tritt liier bpsond(«rs störend auf. So wird <lie 
Abhandlung Oersteds über Elektromagnetismus vollständig wiedergegeben, 
die Induktionerscheinungen erhalten aber im ganzen kaum mehr Baum. 
Die Mitteilungen über die elektrische Btrahlnng erhebra sich kaum Über 
die beKannten poinilären Darstellungen im weniger guten Sinne. Eben- 
sowenig kann der St hluß dieses Teiles ül)''r Teb'^'rapbie usw. befriedigen. 
Die ganze Darstellung über Magnetismus und Elektrizität würde einer Um- 
arbeitung, oder sagen wir hier lieber gerade heraus, einer sorgtliltigeren Be- 
arbeitnng bedürfen. 

Der SchlufiabsatK des Werkes, die Meteorologie betreffend, ist da- 
gegen meder gleichm&fiig und glatt geschrieben und mit guten Kirtchen 
versehen . 

^ Die Ausstellungen, zu denen das Werk im ganzen Anlaß gibt, beziehen 
Sich im wesentlichen, um es zn wiederholen, auf die ungleichmäßige Be- 
handlung der einielnen G^renstlnde. Weder in der B^irtnsuog des üm- 
ftngee, noch in der Art und Vertiefung der Darstellung ist annähernd 

gleichartig verfabrcu. Dagegen wird die ganze Anlage des Werkes gewiß 
viele Freunde tinden, namentlich in Lehrerkreisen, denen auch die zahl- 
reichen biographischen Notizen willkommen sein werden, und die aus der 
oft sehr geschickten, im besten Sinne gemeinTerstlndli<dieD Yortragweise 
manche Anregungen schöpfen kSnnen. 

Die Verlagsbuchhandlung hat das Werk mit reicher Bilderbeigabe ver- 
sehen, an sich ebenso /werkdienlich wie liil)lich, nur niauebmal über die durch 
den Charakter des Werkes gesteckten Grenzen hinausgehend. Was sollen 
beispielweise die Bilder auf S. 124. 125, 201 (Tempel Ton Karoak, 
Pyramidenbau, SchOpfwerk in Ägypten)? Auch die hausbackne Säugpumpe 
auf S. 233 verdient gewiß ni' ht ein», eanze ButhM ili Einige Bilder sind 
auch unschön, so im zweiten Baude das auf S. öl ( Kathetometer). Viel- 
leicht entschließt sich auch die Verlagsburbhatidlung, ihren in den ver- 
schiedensten Werken gar zu oft verwendeteu ganzseitigen alten Bildstock 
(Bd. 2, S. 98), dar eine schon zu ihrer Zeit nicht gute Dampfinaachino, 
noch daaeu in falscher Zeichnung dargestellt, endlich auszumeraen. 

Berlin. A. Botth. 
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Müller- Pouillet. Lehrbuch der Physik und Meteorologie. 10. Aufl. • 
herausgegeben von L. Pfauudler unter Mitarbeit von 0. Lummer, 
A. Wassmuth, J. M. Pernter, K. Drucker, W. Kaufmann, 

A. Nippoldt. I. Bd. Zweite Abteilung, yon L. Pfaundler. Braun- 
schweig 1904, Friedrich Vieweg n. Sohn. 

Die neue Auflage des iKkannton Lehrbuches behandelt in «l*^r jetzt er- 
schienenen /woiti'U Hälfte des ersten Bandes die Akustik. Wie in dem 
ganzen Werk ist auch iiier die mathematisehe Behandlung auf ein Minimum 
beschrinkt und das Hauptgewicht auf das Experiment gelegt, das durch 
sahlreiehe Abbildungen erläutert wird. Besonders wichtige Untersuchungoi 
and in der Akustik seit dem Erseheinen der letzten Auflage nicht gemacht 
worden, sodalJ zu tiefer eingreifenden, prinzi|>iellen Anderuniren in der An- 
lage des Buches keine Veranlassung war; docii zeiir» n z. B. die Abschnitte 
über Wellenmaschinen, über die Grenzen der Tonwahruehinung, über akustische 
Bewegungen, daB der Herausgeber die Literator bis in die jüngste Zeit 
hinein lUr das Lehrbuch verwendet hat. Einer besonderen Empfehlung 
bedarf „der Mttller-Pouillet" nicht mehr. 

Wtbrzbniig. Harms. 



Jfonderli. Die mtscpoUitloii und ihre Verveodnng bei der Benutaiing 
und Herstellnng mathamatiaeher Ti^bellen. 146 S. Solothurn 1906, 

Zepfels Buchdruokerei. 
Es ist eine sehr fleißige und korrekte Arbeit, in welcher der Verfasser 
einige Kapitel aus der Tecbmk des wissenschattlicheii liechnens in einer 
für vorgebildete Kreise gewiB etwas zu weitschweifigen Art anseinander- 
setst Eine die Geschichte mathematischer Tafeln, insiwscmdere der Loga- 
rithmtn behandelnde Einleitung ist recht lesenswert. Sodann wird die 
Lagrangesche Interpolationslurnitl gei:el)eu und hieraus die Newtonsche 
abgeleitet. Die Umformunj;en und Spezialisierungen dieser mit vielen gut 
gewählten Beispielen machen den größten Teil des Buches aus. Dann wird 
zu den bei der Berechnung yon Tabellen fiblichen Methoden fibergegangen. 
Hier würde man freilich mit der einfachsten, derjenigen der Interpolation 
in die Mitte, allein auskommen. Der Verfasser leitet aber auch die für die 
Drittelung, die Fiinftelung und zum l'bertlusso — wie uns scheint - auch 
für die Zehntclung des Intenalles notwendigen Koeffizienten ab und gibt 
zum Schlüsse die für die Tabolierung ganzer Funkti<men forderlichen An- 
weisungen. 

Charbttenburg. H. Samtsr. 

Joh. Sahulka. Erklärung der Gravitation, der HolekularkrSfte, der 
Wärme, des Lichtes, der magnetischen und elektrischen Erschei- 
nungen auf gemeinsamer Ursache auf reiu meohauischem, ato- 
ulitlaolieni Wege. Mit 22 TexUbbildungen. 175 S. Wien u. Leipzig 
1907, Carl Ftomme. 

Dw Verfasser sucht die Gravitation durch den Hagel eines atomistisdi 

zusammengesetzten Äthers zu nklftren. Es stellen sich dieser Ansicht die- 
selben Schwierigkeiten entgegen, die bisher die Unwahrscheinlichkeit, wenn 
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• nicht Unmüglicbkeit ähnli-'hfr Theorien dargftan bal>en (vgl. Enzyklop. lid. V, 
1. Teil, S. 60 ff.). Dem Verfasser sind diese Teilchen mit den Elektronen 
identiBoh, mid me dienen ihm auch sor ErUlrang all«r der im TifteL g«- 
nannten Erscheinungen. 

Oharlottenborg. H. Samtbr. 

Die phyaikaliMihen Institute der IJniTwaltilt €H5ttingen. ^e^tschhft 
im Anschlüsse an die Einweihuntr der Neuhauton an) 9 Dezember 1905. 
Ht'rans^'egel)en von der (iottinger Vereinigung zur Forderung der ange- 
wuudteu Physik und Mathematik. 200 S. Leipzig und Berlin 1906, 
B. G. Tenbner. Preis M IS. 

„Es ist das Verdienst Ton Ofittingen, den Forderungen einer neuen 
Zeit Rechnung getragen zu haben durch die trefflichen Unterrichtsorgani- 
sationen, die den früheren Lehrinhalt in vorzüglicher Weise bereifhcrn und 
ergänzen. Es knüpft Göttingen damit an seine große Vergangenheit an, 
an die der reinen und angewandten Mathematik in gleichem Maße zuge- 
wandte Lebensarbeit TOn GauB^ (W. y. Dyck in |,KYdtiur der Gegenwart^ 
Bd. 1, S. 337). Ifit den im Jahre 1906 eingeweihten Neobauteii der 
Laboratorien ftlr expeijmentelle und theoretisdhe Physik, denen sich das 
neue Institut für angewandte Klektrizität, femer noch diejenigen für ange- 
wandte Mathematik und Mechanik, lÜr Geophysik und für physikalische 
Chemi^ anreihen, sind mustergültige Anstalten ins Leben getreten, auf deren 
Einriditong die preußische UnterriehtsTerwaltang, besonders aber audi die 
Gottinger Voreinigung stolz sein kann, deren kraftvollen ßestrebongen das 
Entstehen derselben zu danken ist. Der vorliegende, reich ausgestattete 
Rand enthält die Besehreibung der Bauten und ihrer Einrichtungen, die bei 
der Einweihung gehaltenen Reden und alles, was über die Geschichte der 
jetzt zur AusftOirung gelaugten Ideen besonders mitteilenswert erschien. 

Charlottenburg. H. SairrEB. 



S. Oppenheim. Das aetronomiaohe Weltbild im Wandel der Zeit. (^Aus 
Natur und Geisteswelt 110. Bftndehen.) 164 8. Leipzig 1906, B. G. 
Tenbner. Ptais geb. Jl 1,25. 

Unser Zeitalter mit seinen gewaltigen Erfolgen auf den der mathe- 
matischen Behan<llung zugänglichen Gebieten ist leicht geneigt, mit Gering- 
sclifU'/.ung auf die Vergangenheit zu blicken, und es ist wohl nicht zuviel 
gesagt, wenn man behauptot, daß von der Fülle des Erreichten der histo- 
rische Sinn erdrückt wird. Uiu so beruhigender wirkt es, wenn man sich 
Zeit Iftßt, die wissenschaftliohen Ideen in ihrem Werden zu beobachten. Wie 
schfitzt es vor Überhebung, wenn wir die Schwierigkeiten, die den frü- 
heren, vom Wahrheitstriebe gleich den heutigen beseelten Forschera sich 
entgogentitrmton . uns vor .\ugen stellen, und wie hervorragerfd erscheint 
uns manche fast vergessene Leistung, die solche Schwierigkeiten beseitigt 
und fiberwindetl Was aber konnte in der Besiehung anziehendeir sein, als 
das astronomische Weltbild im Wandel der Zeit zu Terfolgen, besonders 
wenn wir dabei einen in der Geschichte der Himmelskunde so beschlagenen 
Führer wie den Verfasser haben? Das Werkchen, das aus „University 
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Extension"- Vorlesungen in Prag hervorgpjjangt'n ist, kann jedem Oebildeten 
zur eingebendea Lektüre dringeud emptohien werden. Auch wir sind über 
viele EiueUieiten dsnns belelort worden, die in uideven Idttoiisdieii Bflehern 
gar nioht oder zu nebensScUich behandelt erscheinen. 

Charlottenborg. H. Samtbr. 



Die Zvltiir der Oagenwart, herausgegeben von Fttnl HfnnCiberg. 1. Bd. 

Die allgemeinen Grundlagon dor Kultur der Gegenwart. XV u. 671 S. 
Leipzig und Berlin 1906, B. G. Teubner. Preis in Leinwand geb. Jl 18. 

Wir sind erfreut, an dieser Stelle auf diese srroßartig angelegte, in 
der Wtltlitfratur einzig dastehende Enzyklopädie :n;t"merksHm iiiaclien zu 
dürfen, zu deren Abfassung die besten Krülte des geistigen Deutschlands 
flieh znsammengefunden haben. Die weitschichtigen Fundamente, auf denen 
das geistige Leben der Gegenwart beruht, sollen in einer Reihe von Bänden 
geschildert, die Entwieklung jedes Gebietes mensclilicht r Erkenntnis und 
menschlichen Könnens allen Gebildeten der Nation nahegebracht werden. 
Die uns vorliegenden Proben des ersten bisher abgeschlossen vorliegenden . 
Bandes lassen erkennen, daB bei aller nötigen Kfirse die ChrfindUdikeit der 
DarstelluBg sidit gelitten hat Dieee Pjroben betreffen die natorwiaaen- 
schaftlidie Hochschulbildung, welche W. v. Dyck als im oxgamsdien Zu- 
.sammenhange mit der Wissenschaft und der Technik - - bis zur neuesten 
Phase der technischen Hochschulbihiuiig — sich entwickelnd darstellt, nicht 
ohne auf die Tagesfragen der Vorbildung und der Weiterbildung Antwort 
ra geben. K. Kraepelin gibt eine Geechiidite der natarwissensohafüieh- 
technischen Museen und eine Einteilung derselben nach den verschiedenen 
Zwecken, denen diese dienen oder doch dienen .sollten. Otto N. Witt be- 
handelt die Entstehung und Entwicklung: naturwissenschaftlich -technischer 
Ausstellungen und kennzeichnet die Wirkungen, die auch sie auf die Kultur 
der Gegenwart gehabt haben. 

Gharlottenburg. H, Saittbr. 

F. ZflUke. AnafiUmmg etementaxgeometslMdLer Xonatrnktfonan bei 

irngfinstigen Lageverhältnissen. 46 S. mit 55 Figuren im Text. 

Leipzig u. Berlin 1906, B. G. Teubner. Preis kart. 1. 

Es handelt sich um zweierlei Aufgaben, nilinlich solche, bei denen un- 
zugängliche Punkt« benutzt werden, und solche, bei denen der unsichere 
Schnittpunkt eboner Linien genauer zu bestimmen ist Besonders von den 
ersten nnd einige in planimetrische Lehrbficher übergegangen, aber der Yer- 
fitisser, der die Winkelgäßchen der elementaren und der darstellenden GeO' 
metrie kennt, hat aus ihnen oinc Fülle wenig bekannter Konstruktionen 
hervorgeholt und einige neu hinzugefügt, so daÜ ein zur gelegentlichen Be- 
lebung des Unterrichts sehr geeignetes Material zusammengetragen wird. 
Von der bekanntesten Aufgabe: einen gegebenen Punkt mit dem unzugäng- 
Uchen Scbnit^unkt zweier Geraden geradlinig su verbinden, nnd nicht 
weniger als neun Konstruktionen ausgefOhrt. 

Gharlottenbnrg. U. Samtbr. 
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U. Edwardson. Woher kam das Leben? Eine Abhandlung: über die Her- 
kunft, Entstehung und das Vergehen des Lebens. Mfthr. Ostraa, A. Papau- 
schek. 50 S. Leipzig 1906, Robert Hoffmann. 

Yer&nar stellt «in« Beilie TOn Behauptungen auf und sucht einige 
dersdben aneli experimenteU za begiUnden. Indessen seheinen diese Yer» 

gnche keinesweges einwandsfrei, sondern der Nachprfilitng dringend bedUxftig, 
z. R. ein V^ersuch mit einem Hühnerei, bei dem ~ übrigens wenn es L'e- 
rönnen ist — ein galvanischer Strom zwischen Eiweiß und Dotter Hießt, 
der — sehr einfach — die Erklärung für die Bildung des Hühnchens bildet. 
Der hiwdnrch bedingte Polarisatioasstioni ist — wiedemm liöobst einfMsh — 
der Lebensstrom des Hnhnes. 

Ghnrlottenbnrg. H. Baktbb. 

Technik und Schule. Beiträge zum gesamten Unt<»rrichte an technischen 
Lchriiustalten. In zwangslosen Heften herausgegeben von Prof. M. Glnidt. 
L Band. 1. Heft 64 Ö. Leipzig und Berlin 1906, B. G. Teubner. 
Fm» M 1,60. 

Die rapide EntwicUnng des teehnisehen Ifittelschulwesens IftBt es ge- 
raten srsdteinen, mit dieser Zeitschrift ein eigenes Organ für die Litsnssem 

derselben, insbesondere für die Methodik der zu lehrenden Unterrichtsfächer 
und den Lehrplan, der der Besonderheit der Schule angepaßt werden miiB, 
ins Leheu zu rufen. Denn erst jetzt liegen — so scheint es — die Er- 
fahrungen vor, welche einer festen Begelung der bezeichneten Gegenstände 
vorausgehen müssen. Der Inhalt des TorUegenden ersten Heftes seigt in 
gediegenen Aufsätzen, wie in den Baugewerkschulen die kunsthandwerkliche 
Erziehung, der Naturlchreunterricht und der Reohenunterricht mit Rücksicht 
auf das <ianze vorteilhaft zu gestalten sind. Eine Anzahl Bücherbespre- 
chuugen und eine kurze Mitteilung über den Vakuumreiniger schließen dieses 
Heft, dem wir Vexbreitong in den interessierten Kreisen wflnsehen. 
Charlottenboig. H. Samtbr. 

F. Paulsen. Das deutsche Bildungeweaeii in seiner gesohiohtliohen 
XntwidkAlaiig. (Ans Katar und Geisteswelt 100. BSndehen.) 192 8. 
Leipzig 1906, B. 6. Teubner. Preis geb. Jl 1,26. 

Es gebührt dem Verleger großer Dank, daß es ihm gelungen ist, für 
diese schöne Samndung im besten Sinne populär-wissenschaftlicher Darstel- 
lungen den Mann zur Darstellung des Werdeganges des deutschen Bilduiigs- 
wesens zu gewinnen, der wie kein anderer dazu berufen ist, den Verfasser 
der Geschichte des gelehrten Unterrichtes. Bedingt Ton der poUtisehen Ge- 
schichte und derjenigen der Wissenschaften hat das deutsche Bildnngswesen 
seine heutige Verfassting erlang^ die als abgeschlossen nicht anzusehen ist. 
Der Ausblick, den wir von dem erreichten Ziele aus genießen, zeigl uns 
alle wichtigen Tagesfragen als nur im Zusammenhange mit der über die 
Zukunft des Bildungswesens za beantw<Mien. 

Es ist ein Bndi, dem wir eine Terbreitang weit über die Kreoas der 
im speziellen am Bildungswasen Arfaeitsndsn hinans von Hersen wflnsehen. 

CSharlottenborg. H. Samtbr. 
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Loisel. Guide de Tamateur mMoiologiat«. VI Q. 101 8. Fteis 1906, 

Gauthier-Villars. Fr. 2,7ö. 

Da.s hübsch ausgestattete Buch erscheint recht geeignet, Dilettanten 
der Meteorologie eine Anleitung zu wertvollen Beobachtungen zu geben. 
Avfier dm auf dm StaÜomm swtitor Ordnung Oblichen findm wir aaeh 
soldie Uber die Temperatur der Gewftssw vad Um HiTeatAndentngea Mwie 

die phiinologiacKen berQcksichtigt. Ein recht brauchbarer Anhang behandelt 
die Photographie im Dien.ste der Wetterkunde und die selbstregistrierenden 
Instrviment«. Über die Aufstellung der Instrumente und die rechnerische 
Verwertung der beobaobteten QrOBen ist das Nötige gesagt. 

Charlottenburg. .— H. Samter 

P. Henkler. Der Lehrplan für den Unterricht in Naturkunde. Histo- 
risch und kritisch betrachtet. A. u. d. T.: Sammlung naturwissenschaftlich- 
pädagogischer Abhandlungen hrsg. von Hugo Otto Öchmeil und W. B. 
Bdmtidt n. Bd. Heft 7. IV n. 44 8. Leipzig 1906, B. 0. Tealmer. 
Plrdt geh. Ji 1, — . 

0. Meißner. Die meteorologiadhen Mamaata und ibsa Beobaolitiiiig. 

Mit Ausblicken auf Wittemngskunde und Klimalehre. Unterlagen für 
schulgemäße Behandlung sowie zum Selbstunterrichte. (Sammlung natur- 
wissenschaftlich-pädagogischer Abhandlungen Bd. II, Heft 6.) Mit 
33 Teztabbildnngen. VI o. 94 S. Leipzig und Berlin 1906, B. 0. Teubner. 
IVeis geh. 3,60. 

Aas gewissm Plrfmissm, wie sie theoretisdie Pidagogm fonnuliert 
haben, lIBt sich wohl — wie vom Verfasser geschieht — ein Lehrplan 

konstruieren. Doch wäre die allgemeine Gültigkeit dieser Prämissen zn 
zeigen. Daß niolit jeder Lehrer die Durchführung der H erbart.schen 
Formalstufen iu allen Unterrichtsstunden noch die von seineu Nachfolgern 
anpfoUenen Jahresstafen Ar notwendig erachtet, zeigt nachgerade, dafi ea 
einen allein richtigen Lehrplan auch nicht geben kann, und daB dieser sich 
den jedesmaligen Bediirfnis.spn anzupassen und stets den Neigungen des ein- 
zelnen Lehrers, dessen Persüulichkeit doch mehr als jeder Lehrplan wirken 
wird, Spielraum gewähren muB. Im einzelneu wird das erstgenannte Werk- 
dwn naaidie Anregung bieten. 

Die Veteorologie wird im ünterridite der hOhorm Lehraaetaltm so« 
wohl bei der Physik als bei der allgemeinen Erdkunde Berücksichtigung 
erfahren können. Der Verfasser hat all das. was sich auch bei einem 
stärkeren Eingehen wird bringen lassen, in dem zweiten Bündchen vereinigt, 
ohne irgendwo von der üblichen Darstellung wesentlich abzuweichen. 
Dankenswert ist die richtige Erkllrnng lllr die Erwirmnng des Waasers, 
aof welche der Vei&sser schon im Vorwwl hinweist. 

Gharlottenbnrg. H. Samtbr. 

Wiltz. Mathematische Unterrichtsbriefe. Unter Mitwirkung von be- 
währten Fachleuten bearbeitet. Straüburg (ELsaß), Wolstein k Teilhaber. 

Von den uns vorliegenden beiden Lehrbriefen, deren jedem noch ein 
Wiederholnngsbri^ beigegeben ist, enihllt der erste auf 80 Seiten die 
Onrndredmongsarten, die Potenslehre, Denmalbrildie und Wnraelbnedmung, 
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der zweite auf 28 Seiten das „Logahthmieren'*, die GleichuogeD des ersten 
und dee iweiten Grades. Sie sollen dem Selbstunterricht dienen. Sie ent- 
halten ftst nur Theorief wihrend die Üboagen in die Wiedexholiuigsbriefe 

von je 9 — 10 Seiten gestellt sind. Diese wären aber ittr den Selbstonter^ 
rieht die Hauptsache. Gerade bier empfiehlt es sich auch besonders, von 
den Gleichungen auszugehen und die viel»*n Lehrsätze — die Theorie des 
Kechncns — unbewiesen zu lassen. Wir fürchten, daß der gute Zweck, 
der dem Herausgeber Torsohwebt, niehi erreicht werden wird, daB der Leaer 
ermüdet die Briefe aus der Hand legem und zu andern in der Unterrichts- 
literatur reichlich Torhandenen besser geeigneten Büchern greifen wird. 
Chsrlottenbnrg. H. Samtsb. 

H. Petrovitch. La Möoanlque des Ph^nomönes fondöes sur lee Ana- 
logiea. Sammlung „Sdmtia". Fkuris 1906, Gauthier-Villars. 
Das Buch stellt die behanntUch sehr lahlxeiohen FlUe nisammen, in 
denoi Yori^hige aus ganz verschiedenen Teilen der Physik auf dieselbe 

Differentialgleichung führen. Und zwar will es die Differentialgleichung als 
das Wesentliche hinstellen und schalt»'t deshalb aus der Betrachtung ver- 
mittels einer oft wunderlichen Namengebung alles aus, was, wie /. B. das 
Wort Kraft, auf ein spezielles Anwendungsgebiet hinweisen könnte. Es ist 
dem Yerfiuser aber nicht gelungen, diesem gewiß interessanten Thema ge- 
recht zu werden. Er bleibt überall zu elementar, um iu die Tiefe gehen zu 
IcDnnen. Di»- Fm*.'»' nach dem physikalischen Grunde dieser zunächst rein 
Sußerlichen Zu.saniiuenhänge ist nicht einmal berührt, und doch hätten z. B. 
die Heimholt/sehen Untersuchungen über die Ausdehnung des Gültigkeits- 
bereiches des Prinzips der kleinsten Wirkung wenigstens erwlhnt werden 
sollen. Aach sticht gegen die smistige, oft ermüdende Breite der Behand- 
lung auffallend die Kürze ab, mit der die mathematisch schwierigeren Fllle 
partieller Differentialgleichungen abgetan werden. 

Berlin. M. Laub. 



John Wellesley BnsseL An Xlementary Treatise on Pure G«ometiy. 
WiÜinumerousexamples. Newandrevisededition. XüundSTOS. Oxford 
1905. Prioe 9 s. 

Der Verfasser macht mit elementaren Methoden bekannt, die zur Unter- 
suchung der Kegelschnitte benutzt werden, dann aber auch mit den Metboden 
der projektiven Geometrie. Er stellt die Hauptsätze zusammen, die mit 
„HaiTOonics, Anharmonics, Involution, Projectiou, ileciprocation" zusammen- 
lUUigen. In der Auswahl des StoffSro und in der Art der Darstellung zeigt 
sich das plldagogisi lio Geschick des Verfassers, der auch wohl versteht, zur 
Verarbeitung und Aneignung des dargebotenen Stoffs durch geeignete Übungs- 
beispiele anzuregen. 

Breslau. M. Peche. 

Smitiiaoniaa Aiatitatlon. Annnal report of the board of regenta Ibr the 
jear ending June 80, 1904. Washington 1906. 

Ein stattlicher, mit Abbildungen ausgestatteter Band, der neben Ver- 
waltungsberichten eine grofie Zahl von allgemein interenanten Mitteilungen, 
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besonders aus dem Gebioto der Naturwissenschafteu bringt. Zumeist sind 
es allerdings schon veröÖ'entlicbte Aul'sätze hervorragender Forscher alier 
Brdtflile, £a hinr wtodergegalMii werden. So eeien genannt, tim eiiien 
Überbuk Uber die herangezogenen Gelnete zu ennögliehen: Langlej, Ver- 
gache mit der Langleyscben Flugmaschine; Haie und BllermaiiB, der 
Rumfordsche Spektroheliograph 'les Yerkes-( )bsorvatoriiims; Poynting, 
Strahlung im Sonnensystem; Lummer, Beobachtungen über Sehen im 
Hellen und Dunklen nebst Hypothese über die Ursache der Farbenblindheit; 
MaTer, Fortsdiritte in dnhtloser Telegraphie; ThomteUf elektrisches 
Schweüien; Freshfield^ Oebirge und Mensch; Fisi hör, Marokko; Nevell, 
Landverbesserungsdienst (BewäS'^prungV, de Vries. Kvulutioti; Lydekker, 
Tibetanische Tiere; Herdman, Perltischerei in Ceylon; Hewett, Übersicht 
über die Archäologie des Pueblogebietes; Hrdlieka, liumaluug von Menscheu- 
Imochen bei den Urbewohnem Amerikas; Bushell, Chineeisclie Arehitekturen; 
Liberty, Zinn und die Wiederbelebiing ednee Gebranohee; Oorgas, die 
GesundongafOrderung der Zone des Panamakanals; u. a. m. — Die Gebeine 
Smithsons, des Begründers d*'s Instituts, sind Anfang 1904 von Genna 
nach Washington übergeführt worden. 

Wilmersdorf. Ii. Scueiue. 



H* Wehnor. über die Kenntnis der magnetischen Nordweisung 
im frühen Mittelalter. S.-Abdr. aus „Das Weltall^ 1905, Heft 18—20. 

Zwei äoBere Umstände beeinträchtigen in hohem MaBe unsere empirische 
Kennkiis ron den erdmagnetiacben Eredtoinnngen und ersebweren damit den 
Fortschritt der theoretiscben Bricenntnis: die aoBerordentlich ungleichmäßige 
Verteilung des Beobachtungsmaterials Aber die Erdoberflftche and im Hin- 
blick auf die Langsamkeit der sükularen Andenmg die Kürze der Zeit, aus 
der wir biä jetzt Beobachtimgen besitzen. Reichen du<'li selbst bei dem am 
besten bekannten Element, der Deklination, die ältesten, spärlichen direkten 
Messungen nieht Aber den An&ng des 16. Jabriinnderts binaua. Einige aaf 
indirektem Wege (nach Dopplers Yorsdilag durch die Verwertung alter 
rirubenrissp und aus einzelnen, zuerst von He 11 mann beachteten Angaben 
auf Sunnenuhren) ersohlossene Daten erweitern das Material nicht wesentlich, 
so interessant sie an sich bind. 

Demgegenflber erOffiien die Feststellungen, die dem TwfiMser der vor- 
liegendm Arbeit gelangen sind, allem Ansehein nacb eine ungemein reicbe 
Quelle von wesentlich filteren Deklinationswerten. 

Dip von der gf^naiien Ost-Wpst-Richtung meist abweichende Lag^* dfr 
Lingsacbse der mittelalterlichen Kirchen ist in Anlehnung au eine von 
Nissen fttr altgrieohisbbe uid itaüsebe Tempel anfgesteUte Hypothese von 
Tenebiedenen Forsebem auf eine eigentttmliobe Methode astsonomiscber 
Orientierung zurückzuführen versucht worden. 

Der Verfasser zeigt /nnllchst die rnhaltl)arkeit lüeser Hypothese luid 
stellt ihr dann eine andere, auf umfangreiclie eigene Forschungen begründete 
Erklärung gegenüber, die er schon vor 10 Jahren ausgesprochen, seitdem 
aber weiter Terfolgt und geprüft, und für die er inswiseben auob einen aus 
dem Jabre 1516 stammenden urkundlichen Beweis gefunden hat. Er findet, 
dafi man die Magnetnadel zur Ermittelung der Aohsenlage benutxt habe, daft 
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also, kurz gesagt, die Kirchen luiBweisend orientiert wurden. Damit wäre 
natttrlidi nnn umgekehrt, wenn rieh das Jahr der GrOndung angeben IftBt, 
fOr dieses Jahr die Deklination an dem Orte der Kirche bekannt 

Im gansen hat der Verfasser bis ziim Jahre 1903 etwa 300 deatsebe 

Kirchen nntersiicht, deren (Jründiing bis zum siebenten Jahrhundert zurück- 
reicht. Soweit sich die bekannte Säkularvariation rückwärts extrapolieren 
läßt, findet er sie durch die aus den Kirchenlagen fließenden Resultate 
bestätigt, während er fBr die Sltere Zeit die gewonnoian Einselergebnisse in 
ein für ihre sachliche Bedeutung sprechendes zusammenhängendes S\steni, 
das ihm damit zuelcich die Siikularvariation für jene Zeit gibt, zu briu>.'en 
vfcnnocht<\ Danadi niüßic die Kenntnis der Nordweisung der Magnetnadel 
in Europa sehr viel ülter sein, als man bisher gewußt hat. 

Auf Bimelheiten einzugehen, fehlt hier der Fiats. Wichtiger oraeheint 
es, nachdrOckUch auf die große Bedeutung der Ergehnisse and auf die Not- 
wendigkeit einer eingehenden Veröffentlichung wie einer systematischen 
Fortführung der Unt^rsucbunpen des Verfassers hinzuweisen. Wenn dieser 
insbesondere die Akademien, deren naturwissenscbaftliche und historische 
Klassen dabei zusammenwirken müßten, als berufen bezeichnet, die.se Auf- 
gabe XU flbemehmen, so wird man ihm durchaus zustimmen kOnnen. Eine 
entsprechende formelle Anregung von seiner Seite wurde sicherlich die leb- 
hafte I nterstützung der Vertreter der magnetischen Wissensehaft finden. 
DaB diese bisher den Forschungen des Verfassers nicht die ihnen sarhliih 
zukommende Beachtuug geschenkt haben, liegt — diese Bemerkung pro 
domo mOge Terschiedenen Äußerungen des Yerfkssers gegenüber gestattet 
sein — TOr allem an der wenig sweckmäBigen Art seinw bisherigen Vev^ 
öffentlichungen. Eine kurze Zusammenstellung einiger typischen Iknipiele 
unter Beil'ügvmg aller zur selbständigen Beurteilung und kritischen Nach- 
prüfung nötigen Daten würde, in einem Fachblatt verötfentlicht, ausgereicht 
haben, die Aufmerksamkeit der erdmagnetischen Forscher zu erregen und 
weitnem, aurf&hrlicheren Mitteilungen das gewfinschte Interesse su richem. 

Potsdam. Ad. Bohhidt. 

Iiolbiilaaiu iiMihgalMMne Boihilfteii phyailraHaohen, me^haniaehen, 
und teothniMlien Inhalts. Herausgegeben und mit erlfiutetnden An* 
merkungen versehen von Ernst Oerland. VI u. 256 8. Leqpsig 1906, 
B. G. Toubner. Preis M 10. 

Das vorliegende Werk Inldet das XXI. Heft der „Abhandlungen zur 
Geschichte der mathematischen Wissenschaften mit Einschiuli ihrer An- 
wendungen, begründet von Morits Cantor*'; es bringt die in der König- 
lichen Bibliothek zu Hannover Torhandenen von Leibnis hinterlassonen 
Schriften über Physik und Technik /um ersten Mal zur öffentlichen Kenntnis; 
die in gleicher Kiehtung liegenden Briefe sind nicht mit aufgenommen. 

In dem physikalischen Teil nehmen den breitesl*'ii Kaum die ojitischen 
Arbeiten ein; sie behaudelu überwiegend die Brechuug und ruhen auf der 
Annahme eines geradlinigen Fortschreitens der Liehtteilohen. Wichtiger 
sind die akustischen Untersuchungen, da in ihnen die Entstehung der 
^ I i 11 wellen xur Darstellung gelangt. Am meisten Erstaunen jedoch dflrftflm 
die technischen Betrachtungen erwecken, nicht der Förderungen wegen. 
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welche die Technik Leibniz verdanken mag, sondetn weil ab cmmi Blick 
in die nngliabliehe Viebeiti^nt än groBen Gelehrten und Btaatmannes 

tuu lassen. Wir erfahren seine Bemühungen um die Verbeasening der 
Uhren, der Pumpen, der SchiflFahrt und des Fuhrwesens, kfinnen uns al>er 
vielen Niehtigkeitt-n , z. B. seiner „neuen Manier zu sclu<'ßt'n", .«-iiuMi 
Bemerkungen über Nägel mit eingefeilteu Zähnen, über Hämmern, Angeln 
Q. dgl., des Gedankens nicht erwehren^ dsB hier ein reicher Geist mit seinen 
Qnben liebSngelt. Den SeUaßanfsatz „lastiger Einfall über eine neue Art 
Ton Schanstellongen" kfinnte ein gwiebener Marktschreier großen Stils ent> 
werfen haben. 

ihe Anteilnahme, die Leibniz für seine Person fordern darf, wird durch 
die hier veröffentUohten Schriften reich befriedigt; zugleich eröffnen sie 
einen Tortrefflidien ^blick in mnndierlei Denkweisra des 17. Jahrhunderts. 
Daher werdi-n alle Freunde der Geschichte der Physik und Technik es dem 
Herauscebt r danken, daß und wie er die außerordentlich mühevoll,' Aiifjjabe 
bewältigt hat, die lateinisch, fran/rtsisch und deutsch tjcsi hriebeno Hinter- 
lassenschaft Leibnizens für diu Drucklegung herzurichten; auch die zahl- 
reichen Anmerkmigen, welche Uber die Zeit der Niederschrift «ifkliren und 
snchlldlie Erlftuterongen bringen, bekonden die gxofie Soigfiüt und umftssende 
Gelehxnmkeit des Herausgebers. 

Berlin. P. Johaiihbsson. 



J. L. Heiberg und BU 0* Zeuthen. Sine neue Schrift des Arohimedes. 

Sonderabdruck aus Bibliotheca Mathematica 7,, 1907, 8. 321—363. 
Leipzig 1907, B. Ci. Teubner. Preis geh. M 1,60. 

J. L. Heiberg hat in Konstimtinopel einen interessanten Fund geniaclit. 
Unter den Schriftzügen eines Manuskriptes des XIII. Jahrhunderts vermochte 
er den abgewsschtnen Text «ner Illeren Hands c hrift aus dem X. Jthzhundert 
SU entiiffem; sie stellte sich als eine Abhandlung des Arohimedes heraus, die 

man bisher nur aus Zitaten Herons kannte. Ihr Inhalt ist insofern von 
außerordentlicher Wichtigkeit, als er einen Einblick in «llc Arbeitsmetbode 
dps Archimedes gestattet In allen anderen Abhandlungt-n gibt Anhinieiles 
nur Lehrsätze mit formvollendeten Beweisen. Hier berichtet er dem alexan- 
drinisi&en Gelehrten Eratosthenes. dem er vorher die behandelten Lehr- 
sfttze ohne Beweis (Kubaturen von Rotationskörpern und Segmenten derselben) 
mitgeteilt hatte, wie er mit Hilfe der Mechanik aus Schwerpunktsbetrachtungen 
zu seinen Theoremen geführt sei, viml empliehlt ihm diese heurisf isrh- n Me- 
thoden zur Auffindung weiterer Sät/e. Dieser analytischen Behandlung lättt 
Archimedes nun Teil die strengen geometrischen Beweise folgen. Der Sehlufl 
der Abhandlung, in der sonst nur geringe, leicht su erg^nsende Ltlcken auf- 
treten, fehlt. — In einem xugefQgten Kommentar bespricht Zeuthen die 
archimedischen Herleitungen und sucht historisch die neue Abhandlung den 
bekannten Schriften des Archimedes einzureihen. 

Berlin. Tbopfkg. 
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A. Aufgaben und Lehrsitse. 
194. Bezeichnet man die Clausensche Reihe (Crelles Journ. HL Bd.) 

kurz mit F (a, 6, e, d;), so gilt die Gleichung: 

^ Un' 2 8n' 6n' 8' 3' "^J 

CO eine primitive dritte Einbeitswurzel bedt utet. 
Aussig, Böhmen. stud. math. Jos. Krug. 

Zu beweisen, daß für jeden Wert von x 
lag, BSbmeiL stud. mafh. Jos. Krug. 



196. Rollt eine logarithnuache Spurale auf einem Kreise, so besebnibt 

dt r Krümmungsniittf'lininkt des jeweiligen Berührungspunktes eine Archime* 
dische Spirale, der Pol aber eine gewöhnliche KreiaeTolvento. 

Spejer. H. WnuimiSB. 

197. Die im Abstände / auf der konkaven Seite genonunene Parallel- 
kurve einer logarithmijjohpn Spiralr ist mit derjenigon Evolvente derselben 
logarithmisehen Spirale kougriient, ftlr welche die Abwickelung in dem 
Punkte der Spirale beginnt, der von ihrem Pole die auf der Kiurve ge- 
gemessene Entfenrang I hat 

Speyer. H. Wislbiteibb. 
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B. LiraDfra. 

Zu 17 (Bd. I» S. 370) (G. A. Laisant). — Soit nn d^nninaot, dost on 
coosidire an« diagonale Ä et lee lignes obliques, parallMes ^ eette diagonale 

A B 



Le determinant etant dn ordre, ces lignes ont n — 1, n — 2, . . ., 2, 1 termee. 

( eci pose, soient j», 9, r, ( des nombres indetermines qnelco&qiies, 
au nombre de «—1. 

On multiplie les tertnes de la premiere Ugne parallele a A Ji par j>, . . t'^ 
ceoz de la 2% p&r pq, qr, . . £ty et ainsi de enite, jusqn'ao deniier terme 
(de l'angle) qui est multipli^ par j», 9, r, . . t Bnfin, on divise chaque tenne 
au-de8su8 AB par le m&ne nombre qni a eervi de mult^licateiir au terme 
fljmetrique. 

Demontrer que le nouveau determinant obteuu est equivalent au deter- 
minant donne. 

K. B. Gette traneformation peat §tre prieieiiae dans certaines applieations, 
a cauM de rindjtennination des äl^ents p^i^.^^t 

Man malti]dinere die nene Determinante mit - ^ ^ , femer, 



um iiiren Wert ungeündert m lassen, die 1. Zeile mit ^, die 3., 4., . .. — 1)., 
M. Spalte mit 9, die 4., 6., ... (n — 1)., n. Spalte mit r o. s. f., die n. Spalte mit 
t Ifon sieht nun leicht, daß aus der 1. Spalte der Faktor j>, ans der 3^ 4^ 
, . . (n— 1)., n. Zeile 7""*, aus der 4., 5., . . . (« — !)., w. Zeile r""' etc., aus 
der n Zeile der Faktor ^, zusammengenommen das Produkt p. </""'. r"~' . . . t 
vor die Determinante tritt. Es bleibt dann nur die ursprüngliche Determi- 
nante Ikbrig, womit die Behauptung bewiesen ist 

Um dne Anwendimg dieses Satses m geben, betraehte ich folgendes Bei- 
spiel: f^lle Tetraeder zu finden, die mit einem gegebenen dasselbe Volumen 
besitzen." Sind (r^, y,., r,.) f/^i,8, 3, «1 die Koordinaten der vier Ecken des 
ge«rebencn Tetraeders in Bezug auf ein rechtwinkliges Koordinateusjstem, so 
iät bekanntlich das Volumen V desselben gegeben durch: 

1 ^ i/i '1 



1 y, 

^ ^ tu H 
1 «4 IT« «4 

Andererseits ist nach dem Toraastshenden: 

P 



- 6 F. 



1 'S- ZS- 



P 

P9 



pqr x^qr 



Kl 




Pi 


pqr 
















r 




'4 



-6 7. 
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Hierin hat man die Parameter 9, f alle Woi t»' von — bis + oo (O ans* 
gcnoniTuen) durchlaufen zu lassen, um alle Tetraeder der verlangten Eigen- 
schaft zu erhalten, und zwar ergeben sich 4 Scharen derselben, von denen jede 
dadurch entsteht, daß drei aufeinanderfolgende Ecken sich in Kbeueu bzw. 
parallel der FZ, ZX, XT Warne bewegen, wlhrend die yierte Eeke eine be- 
liebige Lage im Baume einnimmt 

Berlin. cand. math. Webhbb Gabdsokb. 



Zu 177 (Bd. XI, 8. 276) (W. Fr. Meyer). — Sind «, y, m recht- 
winklige Koordinaten eines Ranmpnnktes, so stellen die Gleiehnngen 

bei nicht verschwindender Detenuinaute (Og C|) st^ts eine Parabel dar und 
mngekehrt. Es sind die Elemente dieser Parabel (Lage ihrer Ebene, Lage 
Ton Achse, Brennpunkt nnd Direktrix, Wext des Pferameteis) sn bwedmeiL 

Dmt KoordinatenanfanLrspunkt sei 0; die zu bestimmende Kurve be- 
•/eichne uiaii mit K nnd setze die Determinante (oj, = 7), ihre Unter- 
detemiinanten (6^ Cj) — A, (cq a^) =- {(Iq =■ C. Daun ist 

mithin genügen x, y, / d^r Gleichung Ax-\- Btj-{- Cz'=' D. Diese Gleichung 
stellt diejenige Ebene E dar, die von den Koordinatenachsen die Strecken 

ox-^, ox-l^, oz~^ 

abschneidet; also ist die Kurve K eine in der Ebene E liegende Kurve. 

Eine belielnge, der y^-Ebene parallele Ebene schneidet die Kurve K 
in den beiden Punkten 

1 ~ ± 1 "1 ^ «0 ("» — ■«•) 
So, 



Diese Punkte fallen zusammen, wenn g — ■ / 1»«, iit: mithin be- 



Aflp Q, — a\ 

röhrt die Ebene *» die Knrve K\ der Bcrflhrungspunkt ist bestimmt 
durch X — — ^ • Desgleichen wird die Kurve K berührt von der Ebene 

y — jfi — ~ 4^ * - ™ Punkte ^ — Ä- i>nd Ton der Ebene jr — r, — 

: im Pimkte A. = — r-—* Es bezeichne nun L den in der Khcne 



4«'« «Co 



jB durch y = yi und r = jTj bestimmten Punkt; die entsprechenden durch 
r jf| , jc «■ iCj und durch a* — arj , y 2/^ bestimmten Punkte seien Jf 
bezw. JV. Dann ist das in der Ebene E liegende Dreieck LMN ein 
Taii<:entendreieok der Kurve 7v'; die auf den Seiten MN^ NL, LM liegenden 
Berührungspunkte si it ii Ii. Ferner ist das Dreieck I,MX dem Drei- 

ecke XYZ ähnlifb und Ixtindet sich mit ihm in Ahnlichkeitslage. 

Um die Gestalt der Kurve K zu bestimmen, projiziere man diese auf 
die d?y'Ebene. Die Gleichung der Projektion ergibt sich durch Elimination 
von X aus den Gleichungen 

« — «gl* -I- <hi + «„ y ^ K^* hl -\- 
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Man findet zunächst l — ^) — (^^ - «o y/ sodinn nftoh hin- 

reiehflmder ReduktioD: 0 « 

(I) (6„«-floy)*~[26o(<4»o)+^C?]a:+[2ao(a,6o)+«,<ny+KW*-(«i6f) 

Da diese Gleichung eine Parabel darstellt, so ist auch die Kurve K eine 
Parabel. 

Das nrsprünglidie Koordinatensystem werde jetzt pandlel mit rieh 
selbst Terschoben, so dafl 0' = .r^, _if^, e^) der neue Anfangspunkt wird. 

Die neuen Koordinaten seien x\ y\ z' \ «lann ist ar — a:' + a:,, y = y' + i/^ 
/ — r' + Zj: die x'-Achse geht durch /. , die y'-Achse durch ^1/, die 
f '-Ache durch X Die Gleichung der Projektion K" der Parabel A' auf die 

x'y -£bene erhält man, wenn man in (I) a^' + asj oder x 4- — 

fBr « und y' + y^ oder y'H ^ V einsetzt Nach einiger 

Beehnung nnd Bednktion ergibt sidi 

(II) (*.«'-si'0'-,„f,/M'+^»') + r6^„-o. 

Bezeichnet man die Ptojektionen der Punkte P und Q mit P' und Q\ so 
findet man 

Die Gleichung der Parabel bezogen auf die Tangenten NQ und NP 
als Koordinatenaduso, hat dieselbe Form wie (II); sie lautet, wenn man 
die Koordinaten mit |, ij beseichnet und i^^ I, HP^ m setzt, 

(ni) («§ - IriY - 2/m + hi) + f'iu» - 0. 

Die Kiemente der Parabel lassen sieh jetzt durch /, m und den Winkel 
FNQ =■ 9 ausdrücken; man findet als Gleichungen der Achse 

(IV) ««-".+,.-+'rc:;.:V..=o. 

als Olddiung der Seheiteltangente 

/Tr\ /II \ 1- I /I I \ /»« -f- Mj cos 9)(JcOB qp -}- m) - 

(V) (/ + « cos <p) 1 + (? (^s qp + »0 - OOsVF««^ " ^' 

als Gleichung der Direktrix 

(VI) (I + «• cos 9) I + (^ eos 9 + m) 1} ~ ad cos 9 — 0, 

als Koordinaten des Brennpunktes 

/yTT\ t ^ 

V,*xi; «0 = /»^ 2imco»9 + iw»' ^'0 2/i« cos 9 + in»» 

als Halbparameter 

(Vm) 2?»m«Bin«v _ 

Archiv der llfttbomaUk und f U/*lk. ILL lUjibe. XIII. 13 



194 Yermitchta Mittoihingeii. 

Da die Gleichung {11) die Projektion der Parabel (III) darstellt, be- 
Mtaa xwiMhen dm Ghrößen I, m, |, ij und 0'Q\ O'P', x\ y' dia B«- 
nehnngen 

. O'Q' C* ^\P' 

fl_ „ vL 

* cxmOXZ' ^ cmOYZ' 

£8 ist nun 
Ferner ist 

coe m — OOS XZY^ ^ „ ^ = / » 

9» -= ^2}* -f. OiC + -4*} * 

Es ergibt sich also 

C] Y'M-X' Cj/BM^ myC*'\-A* yyB'-j-C 
4a.6J 4agb, C * " » 

I -f Hl CM « ■» . - » • OOS o) -f- m ~~-:=^^ - 

it j. Ol«. «A.« x«ti — ("J + ^S + '^J)«?« 
P+2Jmco8<p + m leojij 

Dureh Einsetzen dieser Werte erh&lt man aus (IV), (V), (VI) die 
Gleichungen der Projektionen der Achse, der Scheiteltangente nnd der 
Direktrix der Parabel K auf die '-Ebene 

(IV ) 6o« - ocy - ^^ j^ ^ - 0, 

(v; ^,,.c-.■,^)x■ +^^., ,„i.j,_-^^^^^«^_^^_^^_i_o. 

(VI-) («,0-(%^)«' + (^C-c.B)»'-^^^-0, 

EU« (Vn) die Koordinaten der Injektion des Brennpunktes 

(vu) «; - {.cos ojcz- Ki-i^ccorz- -^^+^L^ 

und aus (VIII) den Wert des Parameters 

Die Oleidrangen der Projektionen der Parabel JT, der Aohse, der 
Scheiteltangente, der Direktrix und die Projektionen des Brennpunktes anf 
die y's '-Ebene and auf die jt'x'-Ebene ergeben sich aus den Gleichnngen 
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(II ) und (IV) bis (VII ') durch zyklische Vertauschung, und den Übergang 
zu den ursprünglichen \xyz-) Koordinaten vermitteln die Substitutionen 




Dttmit sind die £lemente der I^urabel K doroh die gegebenen GiOfiea a^h^c 
befffcizDmt. 



Zu 184 (Bd. Xn, 186; (G. Kober). — Die Aufgabe ist zu der Auf- 
gabe 173 (Bd. XI, 182) dnalirtisch. Wir deutelen in derni 178 gegebenen 

Auflösung (s. Bd. XII, 281/83) die dnalistiscbe Umwertung schon an. Daher 
beschrätiken wir uns hier auf die wesentlichsten Angaben, wobei wir auoh die 
von Herrn Kober selbst a. a. 0. gegebene Ergänzung benutzen. 

Ist A Uji4, >=■ 0 ein Polardreieck des Kegelschnittes K ^ u\ -j- u^u\ 
+ a^H* * Of 80 hat der einer Tangente T {t\^ r-,) in besag auf A har> 
monisch zugeordnete Punkt P die Kooidinatan dx^ vr ^ (t — 1, 2, 3). Mittele 
der Oleichnng von K erb&lt man daraus aofinrt die Gleiehung de« Ortes Ton P 



Das ist eine Quartik uit drei InÜexiousknoten in den Ecken von A. Ist das 
Omi^Ureieek A ^ Ä^Ä^A^ (mit dM Sellen Oj, o,, o,), und scbneldet T die 
Briten in A, , Sl^, Sl^ so muß man auf jeder Seite sn Ä| dni vierten bannonischen 

Punkt 0, in bezug auf die betreifenden beiden Beiken bestimmen, dann schneiden 
sich die Geraden Ä^O^ in i*. Die drei Seiten (7j, o,, 0^ des A O^O^O^ sind 
nun, wie man leicht zeigt, selbst Tangenten an K und bilden mit T ein voll- 
ständiges Vierseit, dessen Diagonaldreieck AiA^A^ ist. Heißen wir die Be- 
rfihrungspunkte der Seiten Oj,Oj,o, bes. B^,B^,B^^ die Seiten des ^B^B^B^ 
bes. Ag, 80 schneiden sich Oj&j, 0,62, in drei Punkten einer Geraden 
welche durch /* geht und dort A berührt. 

Sind in (l ) die drei Fundamentalseiten reell, so muß eines der «, negativ 
sein. Dann haben von den drei Inflexionsknoten nui' immer zwei reelle Zweige, 
der dritte ist isoliert, die vier Doppeltanoenten sind imaginär. Setst man 
= X, 2^ = ^ «1 =* a', a, = {r, c% ~ 1, so wird der Grund« 
kegelschnitt zu der ElUpee a^/a* + ir/&* — 1 — 0 und A zur »Kreuzkurve < 
mit der Gleichung x^y* = a^if* b^x^. Nimmt man filr K die Hyperbel 
x^j(V — y^fb^ -—\ —0, so ergibt sich die *Kohlenspitzenkurve« x^y^ y^ — 3^ 
(P. H. Schonte, Arohiv Math. Phys. (2) 2, 3, 4, 6, 1885—87: Über Kwwn 
4. Ordnung mü Inflemondmotm). Auch die gewöhnlichen Konstruktionen 
dieser Kurven gehen aus der allgemeinen Bneugung berror. 

Setzen wir aber in fl) ^ X iff^ se^^ s — iff^ X^^t^^ l) und legen 
die gleichseitige Hyperbel 



sogmnde, so wird A «u der Kunre 2a| — y*) + «j (ar* + y')' = 0, die 
für = - 1, ff^ = ^ a- in die »BemouUisdie Leinniskate« mit der Olmehung 



Pirenzlau. 



W. ST£<i£MAMN. 



(1) 



(«» + y*)« - o« («« - y») fibeigeht 
C^seyer* 



E. WiELBmm. 
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Eine ähnliche Lösung ist noch von Herrn \V. Stegeniann (Prenzlau) 
eingelaufen. Sie beantwortet auch die zweite Frage und zwar genau in der 
Weise, wie ei Herr 0. Kober im AnscUnB an die WieleitneridM LOtoiig 
der Avfgabe 178 getan htkt Bed. 



Zu 186 (Bd. XU, 8. 276) (W. Fr. Mejer). — Für a;, y als recht- 
winklige Koordinaten eines Pnnlrtos in der Eboie mOge ein nicht Mr&Uender 

Kegelschnitt dnrcli t>ine beliebige Gleichung zweiten Grades in x, y gegeben 
sein. Dann sollen die Komrlinaton r. y eines Kegelsrhuittpunkte s als rationale 
Funktionen (^/weiten Grades, mit demselben Neuner) eines Parameters dar- 
gestellt werden. 

Die Aufgabe Iftfit sidi sehr einfisch in dem besonderen Falle lOsen, 
daB der gegebene Kegelschnitt durch den Koordinatenan£uigq»unkt hindurdi- 

geht. Man benutzt dann als Parameter den Richtungsfaktor einer Geraden, 
die in ihren verschiedenen Lagen stets auch durch den Koordinatenanfangs- 
punkt hindurchgeht. Außer iu diesem Punkt« schneidet bie den Kegelschnitt 
in einem sweiton Punkte, dessen Koordinaten sieh ohne weiteres als die yvf 
langten Funktionen des gev^hlten Parameters ergeben. 

Auf diesen besonderen Fall lüßt sich der allgemeine Fall durch eine 
ein&che Parallelversrhielmng zuiiickfüliren. 

Geht <lei- Kegelschnitt durch den Koordinatenanfaug, so lautet seine 
Gleichung: ax^ -\- hy^ -^cxy -+- r^j -}- ty = 0, und die Gleichung der durch 
den Koordinatenanfisngspunkt gehenden Geraden sei: y — 1«. Durch Kom- 
bination ergibt sich ^e gewfinsdite Farameterdarstellung: 

Es sei hinzugefügt, daß die Elimination von k geleistet wird durch 
£insetzen von A. = ^ in eine dieser Gleichungen. 

X 

Im allgemeinen Fall ist die Gloichuni: des Kegel.schnittes: «.r* -f ?>)/^ 
+ CXy + rfx 4- '.'/ -\- f = Q. Sie werde durch die Parallelverschiebung 
» — a-g -h ic', y — y© + y » -^0» »Xievi System die Koordinaten 

irgend eines Kegelschnittpunktee, den wir als Nullpunkt des neuen Systems 
wfthlen, und x\ y' die transformierten Koordinaten beseichnen, verwandelt 
in: a'x'* -f b'y'^ -f c'x'y' -f- d'x' -f- ' '.'/' = 0 für n' - <i, h' 6, c' ~ c, 
rf' ~ -^ ''o ''.''o ^1 ''' -''^0 '"^0 ^ konstante Glied ver- 

schwindet, da der Anfangspunkt der gestrichenen Koordinaten auf dem ge- 
gebenen Kegelsdmitt liegen solL Wir haben so wieder den besonderen 
Fall und erhalten die Kowdinaten mnee beliebigen ^gelschnit^nnktes in 

a' -j- 6'i»4-c i' ^" a' -f 6'i*4- c'i ' 

/^ay,!«— (26yo -|-e)A — {ax^ + cy^ -f d) 
Hi + ci + a ■ » 

- (6y,- Hc«>-t- «) ilr +^A+_«^ 
M' + ci + o 
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Ifier sind a, b, c, (2, c die Koeffizienten der Gleichung, Xq, die Koordi- 
natan eines beliebigen PonkteB des gegebnien KegelaehnittB. Dieser Punkt 

ist nun so zu wfthlen, daß die für x und y gefundenen Funktionen T<m 1 

einfachstmoglifh werden, eine Aufgabe, dif sich vielleicht allgemein gar 
nicht \'6scn laßt. Es sei darum gestattot, /um Srhlnß die Aufgabe für be- 
stimmte Zahlen werte zu lösen: Auf dem Kegelschnitt '2x^ -\- 7 xy 
— 5x — 6jf — 85 — 0 liegt der Punkt » 5, ifo^ — 10; folglieh ist: 

151« + 661 + 66 V — 15;i — 80 

*~ tl' + Tl + a » 8i«+71 + l » 

also z. B. für Ä =- — : x =. + 5, y — — 10; für A =• — 1 : ar — — 7, 
y- + 2;filr l-0:«- + ?,y--10; fÖri- + l:«-» y = - V; 
fBrA — oo: jj — + 5, y — + J. 

Hamlnug. Oustat Bbbkham. 

Zu INO (Bd. XU, S. 870) (P. Stäckt-n. — Ein ffromcfrischer Trmj- 
sciduß. — Wie bei vielen derartigen Aufgaben, verschafft man sich auch 
bei dieser einen xiditigsn Sinblioic in die VerhUtnisse, wenn man sieh ein« 
genaue Fignr aafortigt Der Fehler liegt eben meistens in der Zeiohnnng. 
Ist nSmIich, unter Benutzni^ der von Herrn Stäckel a. a. 0. gegebenen 
Figur, A Ii '\n C und D harmonisch geteilt, so ist auch CD in A und B 
harmonisch fjeteilt, und es besteht demnach die Proportion C A :A D=^C B:B D. 
Nun ist CA < AD, folglich ist auch CB <BD. II, die Mitte von CD, 
mnfi in den grBßeren der beiden Abschnitte OB xmä SD faUoi, d. h. in 
BD. II liegt also außerhalb des Ernsee nnd nieht innerhalb, wie in der 
Figur des Herrn Stftckel. 

Berlin. A. Bahuch. 

Ähnliche Lösungen von den Herren G. Berkhan, stud. ing. G. Bühle 
(Charlottenburg), E.Stamm (Innsbruck i . W. Lorev i Görlitz), E. Köstlin 
(Schw. Gmünd) und den stud. matb. J. Braunschweiger (Erlangen) und 
W. Groß (Wien;. 

2. Anfragen und Antworten. 
(VacaL) 



3. Kleinere Notizen. 
KoBstmktlonen des Krttmmnnfskrelses der geraden Strophoide. 

Da ich in der mir zugAnglichcn Literatur') nirgends eine Konstruktion 

df'<; Krümmungskrei.ses der geraden Strophoide gefunden habe, <o habe ich 
mich in letzter Zeit mit dieser Kurve beschiiftigt, und es ist mir gelungen, 

r üntorsuebungen über die Krümmung <b'r Strophoide sind öfter an^'estellt 
worden und ba)>en zu intereisanten Sätzen ^''fiihrt, welche auf eine Verwandt- 
sehaft mit ent«iirecbenden Eif^nachaften der Kegelacbnitte hinweisen (vgl. O. Loria, 

Spezielle algcVjniiHche und transzendente Kurven, Leipzig r.Hi'2. S. li;} — dl . Ins- 
besondere hat Booth in seiner von Loria zitierten Arbeit, die im (Juarterlj 



198 



Yermüchte MitteUangeu. 



«ine .Ansalil too Konstraktioneii su finden, die memet Winens almfUcli 

neu sind. 

Es seien (Fig. 1) 0 und Ä die Scheitel einer gleich.seitigea Hyperbel, 
deren Asymptoten MG und M H sind, P ein Punkt auf ihr, dann läßt sich die 
Kurve als Erzeugnis zweier kougrueuteu Ötrahlbüschel auffasseUf deren Nüttel- 

punkte 0 und A 




DademStnlil 

OA die Scheitel- 
tangente ont.sprieht, 
und da auch OF 
und AP homologe 
Elemente sind, eo 
muß < POA 
<i TA P = <p sein. 
Beschreibt man um 
P mit PM den Kreis 
der die Asymptoten 
in 17 und F and 
die Achse OA in L 
schneidet , so ist 
UV Tangente und 
PL Normale der 
Hyperbel Wiid 
< PMA mit iiß 
bezeichnet, SO ist 
auch < PLM =. Mf 
und <07'r=90° 
— (<p-\- i^). WlUt 
man den um 0 mit 
OA beschriebenen 
Kreis als Basis 
einer Inversion, so 

entspricht dem Punkte P der Punkt P' auf ÖP, für den OP' OP^OA* 
ist Aua der Ähnlichkeit der Dreiecke OPA nnd OAI^ folgt, daB 
— Sf), <OP'JL-<OiiP-90^ + 9» iet Trifft OP die 
Scheiteltangente AT in Z, so ist < AP' Z = AZP' — <p , daber 
AZ^AP', Der dem Punkte P enteprechende Punkt F' wird also am 

Journal, Bd. 3 (1860; — nicht Bd. 2 1858i — steht und im Treatise ou some 
new geometrical method« Bd. 1, 1S7S — nicht 1877 — abgedruckt ist, die Be- 
debun^fen über die Erflmmungmdien enteprecbender Pimkfee bei d«ar Trane- 
formation durob rfziproke Rudicu genau angegeben. Von einfachen Konstruk- 
tionen des Kriümnunffsmittelpunktes erwähnen wir die, welche Balitrand und 
Vald^s in ibxen AnmUsen ftber die Strophoide in Nonr. Ann. (S) If und It, 
IB'JS iintl 1S94, gegeben haben; in diesen Abhandlungen aind auch aie von Loria 
mitgeteilten Sätze über die Krümmungskreise der Strophoide ausführlich her- 
g^eitet. Ferner ist eine Konstruktion bemerkenswert, die A. de Saint-Oermain 
m Beinum Hecueil d'exereiceq sur la niecanique rationnelle fl. Aufl , Paris 1877\ 
S. 169 aus kinematischen Betrachtungen folgert. Wenn wir trotzdem den Artikel 
des Herrn 0-utsehe zum Abdruck Dringen, so geschieht dies, weil seine Ent* 
Wickelungen ganz elementar sind und somit beim Unteizichte sich nützlich ver> 
werten lassen. Red. 
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einfachsten dadurch gefunden, daß man um A mit AZ den Kreis beschreibt. 
Selmeidflt ^P" die in 0 auf Oii «nriditote SenkMobte in so ist CO^Ct^^ 
•bo ist der Sehnitl^iiBkft das um C mit CO geschlagenen Kreises und 

der Geraden AC^ ^ gehört also einer geraden Strophoide an, deren Doppel- 
punkt 0 und deren Scheitel A ist. Die Hypt^rbeltangente V/, bilJt>t mit 
dem Leitstrahl OP den Winkel 90® — (g) -f ■V;); der ihr in der Verwandt- 
schaft entsprechende durch 0 und P' laufende Kreis muß daher OP unter 
demselben Winkel sehneiden; da er die Strophoide berühren muß, so Hegt 
sein Mittelpunkt anf der Strophoidennormale, die also mit OP' den Winkel 
<p -f ^' bilden muß. Da die Dreiecke OPA und OAP' ähnlich sind, so ist, 
wenn F diu Mitte von OG' ist, < AFZ= PMA =- tt», folglich, wenn das 
Mitteilet von OP' die Strophoidennormale in N trifft, < AfVl =- 90' — ^. 
Au^ <irP'A ist, wie leieht ersichdich, gleich 90*— die Punkte 
NFPA liegen daher auf einem Kreise, also ist KS^AN'^Wfi, Somit 
ergibt sich eine einfache Konstruktion der Strophoidennormale: Man bringt 
das Mittollot von OP' in N zum Schnitt mit der auf P' A in A 
errichteten Senkrechten, dann ist P' N die Normale in P'. Fftllt 
man von P auf 0-1 das Lot PQ, so ist A APQ ~ PO^, also ist, wenn MQ 
mit ds^ MQ mit jr und MA mit a beieichnet wird, jf : (s — a) — (x + a) s y, 

daher y* — «• Da nun tmS^MvSsin^oosq} — — ^^r^ und 

OP* -» y' + — a)^ — 'Ix^x — a) ist, so besteht zwischen 9 und tj/ die 
Bsiiehnng 

(1) tg = sin 2 g>. 

Die Parallelen, die man durch 0 zu den Asymptoten der Hyperbel 
zieht, sind, wie eine einfache Überlegung lehrt, die Tangenten der Strophoide 
im Doppelpunkt 0. Beseidmet man nun die "V^kel 46* — tp und 45* — ^ 
mit d und c, so ist tg (46* — f) — sin (90^ — Sa). Hierans folgt: 

(2) tgf-V- 

Sollen vier Punkte eines Kegelschnitts auf einem Kreise liegen, so 
mu6 das durch äie bestunmte ToUsttndige Viereck die Eigenschaft haben, 
daB je xwei ssiner Gegenseiten mit jeder der beiden Hauptadisen ein gleich» 

schenkliges Drdmtk bilden. Handelt es sich um den zu P gehflfigen 
Krümmungskreis, so fallen drei Eckpunkte dieses Vierecks in P zusammen, 
der vierte ist der Punkt /f, in dem der Krümmungskreis den Kegelschnitt 
schneidet, es müssen dann die Tangente PV und die Gerade PB gleiche 
Winkel mit OA bilden. Da nun PFXPX ist, so muB <MPR ein 
Beehter sein. Die Mitte £ der Hyperbelsehne PB muß auf dem Durchmesser 
liegen, der dem zu Pli parallelen Durchmesser konjugiert ist Da aber 
konjugierte Durchmesser einer gleichseitigen Hyperbel gleiche Winkel mit 
jeder der beiden Asymptoten bilden, so muß, wie man leicht erkennt, 
< AMS *>- ^ sein. Der Krfimmungfl^adiu8 PJT fBr den Hyperbelpunkt P 
ist slso gleich M8. Beseidmet man <,AMB mit ^j, so ist 

(S) tg 4- - SPS: J!fP- 2tg 2i/;, 

also, wenn <BMH-= «1 ist, tgi 9U° — u -j- f^)) = 2tg(90®— 2«), woraus folgt: 

(4) tg - tg» f. 
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Wird der Winkel, den 07? mit der durch 0 zur Asymptote MII ge- 
zogenen Parallelen bildet, mit bezeichnet, so ist, wie oben bewiesen, 

Mithin gilt f&r die Winkel 6 und 6^ die Beadning 

(6) tg*,-tg»a. 

Ut <ROÄ~ 4ö* — - <pj, 80 ist tg (45» - y,) - tg' (45° - <p), 



(6) 



tgCv + 'pO-stgS^». 



Jedem Krämmungskreiso der Hyperbel entspricht ein Krümmungskreis der 
Strophoidej der Sti-ahi OJi läuft also durch den Punkt Ji'y in dem der zum 

Stropboideninmkte P' ge> 
hörige Krümmiingskreis die 
Kurve schneidet. Da sich 
mit Hilfe der hergeleiteten 
Formeln Jt' ermitteln läßt, 
SO ist das Krflmmungssen- 
tram illr dea Str^ilioidMi« 
pnnkt P' der Sehnittpunkt 
des Mittellotes von P' Ii' 
und der Kurvennonnale in 
P'. Um nun von der Hy- 
perbel vnabbftngig zu sein, 
betrachten wir folgende Figur 
(Figur 2.): Es seien 0 der 
Doppelpunkt, Ä der Scheitel 
einer geraden Strophoide, P 
ein Puiikt auf ikr, AB ilure 
Seheiteltangente, 00 die «uf 
CA in A errichtet« Senk- 
rechte, oa und OH die 
Halbierungslinien der von OÄ 
und OC gebildeten Winkel, 
KPOA^p, <POff-a, 
< 1*A 0 = tö. Errichtet man 
auf PA in A die Senk- 
rechte, die das Mitt^'llot 
von OP in N trifit, so ist 
PN eine Nonnale der Strophmde. Es kommt mm daranf an, den Punkt 
P, Sil ennitteln, in dem d«r ni P gehArige Krttnmrangskrns ^e Strophoide 
schneidet. TreflFen OP und OP^ die Scheiteltangente in Z und Zj, so ist, 
da AP^ = AZ^ ist. Punkt i'j t^estiinnit, subaUl nian kennt. Dieser 
Punkt Itllit sich auf verschiedene Arten konstruieren. 

1) Bezeichnet man <^AOP^ mit «jpj, <^OAP^ mit Wj und <C.P^OH 
it dj, 80 ist tgÖ^ ^tg*d; also ergibt sieh folgende Konstruktion: Iba 




n«. a 



mit 

trägt an OH in O den 



Winkel XOH^ S an, errichtet auf OX in X die 



Senkrechte, die OH in IT schneidet» nnd bringt die auf XY in Y errichtete 
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Senkrecht« mit dem von A' auf OH gefällten Lote in zum Bchaitt, 
daxm begegnet OX^ der Scheiteltangente in Z,. 

2) Da tg {<f + ffx) 2tg 29> ist, kann man auf folgende Art ver- 
üüuren: Man seiehnet die Bynunetrale tob OF in being auf OÄ, die toh 
der auf OP in P errichteten Senkrechten in L getroffen wird, und verlfingert 
PT. um sich selbst bis L^, dann läufb OL^ durch Z,. Es ist zu beachten, 
daß Punkt /. auf AZ liegt. 

3) Zieht man durch die Parallele zu ÄZ^ die PZ in Q trifft, so 
ist PZ^ZQ und QLi 2 ZL ^ 4 AZ ^ AAP. Hieraus ergibt sich 
folgende Konstndction: Man Terlingert PZ um sieh selbst bis Q und ftlli 
Ton Q auf A 0 das Lot QSy dem man die Liage QLi — 4 ilP gibt, dann 
geht 07.1 durch Z^. 

4 » Aus der Beziehung tg(<3P cf-^"* = 2 tg 2 cp i'o\^, daß (-otg ~((o -\- (o^) 
2cotgco ist Hieraus folgt: Verlängert mau AP bis zum Schnitt U mit 
OC, halbiert OZT in F, trägt an in den doppelten Winkel VAO 
an, dessen freier Sehenkel OC in J* trifll, und beschreibt um F mit FO 
den Kreis, der AF in P, sehn^det, so liegt P^ auf Avm Krttmmnngs- 
kreise des Punktes P. 

5) Im Dreieck I'AJ\ ist, wenn die Differenz der Winkel AP1\ und 
J-PjP mit i beieichuet wird, i t\ -f r) : (r^ — r) == cotg ^ (» -j- : tg ^ «. 
Da aber, wie oben bewiesen, {i\ -r / ) : (r, — r) = 2 : sin 2 * — S : sin » ist, 

so ist tg ^ COS <o. Fällt man von P aui' OA das Lot PM, so ist 

£4-CM»-tgJirZ^ daher ist KAZM^-^^t. Es ist <PiPii 

= 90® — y ((0 + »i) + I e. Da nun < OA V — \{m + 04) ist, so ist, wenn 

W der Schnittpunkt von VA und il/Z ist, < M WA = 90^> - \{(o a»,) 
+ j« = < PjP./^. Beschreibt man um A mit ^P den Kreis, der .4P, in 
J trifft, so ist <^ P./ = 90" - ^ (^co + w, ) = < Z und < i\ PZ = ^ f = ^ Z Jtf . 
Hithin Iftßt sich Punkt Pj in folgender Weise ermitteln: Man bringt AP 
und OC in JT snm Schnitt, halbiert OIT in F, fUlt von P auf 0^ das 
Lot PM und träjrt au .IP in P den <VAZ an, dessen freier Sehenkel 
dem um A mit AP beschriebenen Kreise in J begegnet. Dann trägt man 
an JP in /' den <CM/A au und verUlnpei-t seinen frt'it n Schenkel, bis 
er AJ in P^ schneidet. Punkt Pj gehört daun dem Kriiuuuuugskreise des 
Punktes P an. 

6) Da <VAO = l ((0 + wi) = 90® - (<p + ist, 80 ist < 0 O = 9 + g-,, 
mithin, wenn E der Schnittpunkt von A V und OP ist, < OEA = 90" -j- 9),. 
Nim ist aber <i()Z^A = 90° — (jr, . die Punkte OKAZ^ liegen also auf 
dem Kreise, dessen Durchmesser OZ^ ist. Daher ist < OEZ^ = 90°. Aus 
diesen Eigenschaften ergibt sich eine Anzahl von Konstruktionen des 
KrQmmungskreises, von denen ieh nur noch eine henroihebe; Man TerUbgert 
AP, bis diese Gerade den Strahl OC in U trifft, und halbiert OU in F. 
Dann Pirichtet man im S.hnittpunkt E von OP und AV auf OE die 
Senkrechte, die die Sclicit('lt;i[ii:ciitc in /f, schiiciilct. Der um A mit AZ^ 
beschriebene Kreis liefert dann auf ÜZ^ den I'uukt /'j, und das Mittellot 
auf PPj trifft die Normale PN im Krttmmungsmittclpuukte JT. 

Die hergeleiteten Formeln gelten, wenn INmkt P auf der Schleife der 
Strophoide liegt. Ist das nicht der Fall, so yerlftngert man die Achse AO 
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und die Taugeat«n GO und HO bis zu deu Punkten A\ G\ H' und be- 
seidmet <POA' mit 7, <POH' mit < P^OA' mit «i^ und < P^OG' 
mit d|. Dum haben die Formeln (5) und (6) Oeltang, miÜiin behalten, von 

geringfUgigen Änderungen abgesehen, die angegebenen Konstruktionen des 

Krümmungskreises ihre Gültigkeit. Es ist aber meist becjueiner, an<lers zu 
verfahren. Tritft nämlich AP die Strophüi«if zum zweiten Male in 77, sü 

entsprechen sich, da AP- All ^ ÄO ist, P und II in einer Kreis verwandt- 
sohait, doren Ba^ der um J. mit ÄO heidinfllieiw Enlt itt Die Straplioide 
ist aliw eine siidi eelbit invene Kmrre. Sowohl die Tangenten als die 

Normalen in P und 77 sind also die Schenkel zweier gleichschenkligen 
Dreiecke über der Basis PlI. Dem Kriimmungskreise für Punkt P entspricht 
der 7.V. II gehörige Krümmungskrois; ihre Mittelpunkte liegen aut" einer 
durch A laufenden Geraden und ihre Schnittpunkte auf dem um A mit 
AO besdiriebetten Kreise. Hat man also den KrQmmimgskreiB fBr Punkt P 
konstmiert, so ist es leicht, den Krümtnungskreis fBr Ptmkt 27 zu zeichnen. 

Zum Schlüsse möchte ich noch eine Tangenten- und Xormalenkonstmktion 
erwähnen, auf die mich mein Freund J. Unverricht aufmerksam gemacht 
hat. Schneidet die auf AU in U errichtete Senkrechte (Fig. 2) die Achse 
AO in U\ so TeriiSlt sieh OUi ÜU' wie OM. : PU, also ist, da 027 — PZT 
ist, PUx ÜU' ^AM'.AP, FUlt man von il anf die Tangente, deren 
Berührungspunkt P ist, das Lot AT, so ist cos co = tg .^PT, mithin ist 
AM ^ AT und PU: UU' = AT: AP. Da somit A PUT' - TA P ist, 
so ist < I' U' q> = <_ APT. Hierauf gründet sich folgende Konstruktion: 
Mau zieht durch den Scheitel A einen beliebigen Strahl, der die Strophoide 
in P und n und die anf OA in 0 erriehtete Senkredite in U triilL Ziekt 
man nun durch C" die in AT senkrechte Gerade, die -4 0 in V' schneidet, 
und verlängert T''J^ um sich selbst bis X', so sind N'P und ^J7 zwei 
Normalen der Strophoide. Herrn Unverricht verdanke ich auch die Kenntnis 
einer einfachen Formel für die Ürdmate y des Krümmungsmittelpunktes K. 
Wird AP mit r und das Ton P auf AO gef&llte Lot PJf mit y bezeichnet, 

so ist 1) =■ ^ • ^^^^ dieser Formel ergibt sich»folgende Konstruktion: 

Man verlängert ( Fig. 2) ZA um 2 ZA bis Z^ und AO um .^ilf bis 6', 
hierauf zieht mau die Gerade SZ^, die OU in A' trifft. Die durch K' zur 
Adiae OA gezogene Parallele sclmeidet dann die durch P laufende Kurren- 
normale im Krflmmungszentmm S. 

Brsslau. 0. Oottsobb.^) 



Erweitornng des Hlbernngsrerfahrens des Kicolaun v. Cnsa lur Streckung 

lind Telluiur von KreixboireD. 

Kine der einfachsten Nähenmgsmethodeu zur Streckung, d. h Rektihkation. 
eines Kreisbogens ist diejenige des Nicolaus v. Cusa. Soll nach dieser ein 
Bogen AB (Fig. 1) gestreckt werden, so TerUngere man den Durchmesser AO 
um den Radius 00 bis JB. Die Gerade RB schneidet dann auf der durch A 
gezogenen Tangente eine dem Bogen AB angenUhert gleichlange Strecke AB' 
ab, vorausgesetzt, daß der Zentriwinkel des Bogens kleiner als 30° ist. 

1) Im besten Hannesalter ist der Yerfaieer den Folgen einer Opemtion am 
4. Mai 1907 erlegen. Red. 
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§ 1. Ln folgendflm soll ein dietem enttprechmdet, «b«r gtnammu Wth»- 
nugsverfahren mit größerem Gflltigkiitsbereiche abgeleitet werden. 

Schneidet die Gerade LB auf der Tangente AB' ein dem Bogen 
AB •» rtp genau gleiohlnnges Stflok AT ab nnd eetsi man AL -> so 

findet man 




vif. 1. 

Halbiert man den Bogen AB durch D, den Bogen AD dwch F nnd 
seilt — Ä, ÖF — Ä,» OE^Q, so ist 

A_r-^-r(l-co8^) = r('|'-^ + ^...) 

4»,-»-2r{l-oos|y-r(^^- j;^^.. ). 
Mit Hilfo dieser Formeln eilillt man 

(») 8r — f » - (4». _ ») - r (8 - f„ - + ^^^^^ ) . 
Sabtrahiert man (2) von (l), so ergibt sioh 

(8) l_8r-i»-|?!(4»,-») + Ä 

Diesen Ausdruck kann man fogendermaßen schreiben 

l . 8 r _ 1 » _ (4 Ä, - *) - 1 (4 Ä, - *) + (4 - *) + Ä. 

Man veruachläsäige die beiden letzten außerurdeutlich kleinen Glieder und bilde 
folgende zwei Formeln 

(U) ^«3r-iA-(4Ai-»)-A(4^-Ä). 
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Hierin ist, wie man leicht zeigen kann, > 2 > /|, so dafi der geroohte Punkt 
X iwitdien dem so l| nad 1^ gdiOrigen beiden konatnoerbutii PnokteB X, 
und liegt Die Geradoi L^B und L^B schneiden auf der durch A gehenden 
Tangente zwei Strecken Ä Tj und A Tj ab, und zwar ist ^ <i A T <i A T^. 
Eine nähere Untf-rsuthung zeigt, daß, wenn der zu strockende Rogen klpiner 
als der dritte Teil des Umfang» ist (genauer: <)p< 116^34 ), der Abstand 
der Pankte 2\ imd T, kleiner ab der der Pnnkte X, und 1^ ist Da nim 

dieser, nämlich — ^ ^ (-lÄi — Ii)-, sehr gering ist» — er ergibt sich für 

9 ^ xa nmd r und fSr ^ — ^ r^*" — ™^ ^ ^ weiUr 

zeigen kann, der Punkt L dem Punkte viel näher als dem Punkte Xj liegt» 
so wird in df-r Zeichnung der gesuchte Punkt L von dem konstruierbaren 
Punkt*; />g, alsu erst recht T von 7j, nii ht zu trennen sein, und man kann an 
Stelle des richtigen Punktes L den Punkt J.^ benutzen. 
Mithin ergibt sioh folgendes Nlherungsverfaliren: 
Man halbiere den Bogen AB (Fig. 2) durch D, den Bogen AD durch 
F, ziehe die Sehnen AB und AD und die Radien OD und OF, die AB und 

AD in E bzw. schnei- 
den. ED teile man durch 
Q nach dem Verhftltmsse 
1 : 4 und mache auf 
D0DS=4.GF. Man 
verlängere den Durch- 
messer^ C um den Radius 
OC bis Ii, mach.- auf iiC 
J?Xo= DQ, LqI.^ - E8 

und = V • T'fiLy 

Die durch die lierade L^B 
auf der durch A gezogenen 
Tangente abgeschnittene 
Stredce A ist dann mit 
außerordentlich großer An- 
nähening dem Bogen AB 
an Länge gleich. 

Die Genauigkeit des Verfahrens ist, wenn 9) < ^ ist, sehr groß. So 

2 jt 

aeigt die hier nidit anssofllhrende Bechnoog, daß selbst fBac <f AT^ too 

der BogenlSage AB vaa weniger als des Radius abweicht; das würde 

selbst bd einem Radius von 1 m weniger als % mm ansmaehen. 

Bei genflgend kleinem Zentriwinkel kann die Strecke — h in Folge 
ihrer geringen Größe in der Zeichnunsr verschwindpii. Es rücken dann die» 
Punkte Aj. so nahe an einander, d.iß sie in der Figur einen einzigen 
Punkt bilden. Man hat in diesem Falle, um 1j zu erhalten, die Strecke A 1\ 3r 

einfach um . h = DQ zu verkürzen. Dieses vereinfachte Verfahren genügt 

^t' ts. wenn in der Zeichnung der Punkt ^ vom Punkte E nicht mehr zu 

trennen ist. 




Fl«, t. 
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Cm ein noch einfacheres, aber auch ungenaueres \'ert'ahreD zu erhalten, 
muß man nach Vorhergehendem ^X — 3r — jk— 2r + ^ (nicht gleich 3r) 
aotnn, worin ^ den Abetand der Sehne des Bogeos vom Ifittelptinkte des 

Kreises bedeutet Dann wird die Strecke ÄL nm mnd j A sn klein, wihrend 

sie bei Nikolaus v. Cnsa um ^ A xu groß ist. 

§ 2. Soll der Bogen AB durch den Punkt M (Fig. l) nach einem ge- 
gebenen Verhältnissp Je: 1 geteilt werdfn. so kann man zunächst die mit Hilfp 
des Punktes Ly seines „Streckungspunktes^*, erhaltene, ihm gleiche Strecke 
Ä T durch N nach demselben Yerhftltnisse teilen. Ist X der Streckungspunkt 
des Bogens ÄM^ so ist 

Nach (1) ist 

Hierin bedeutet v den Quotienten der beiden letzten lieihen, der, wie man 
bemezkt, kleiner als 1, aber sehr wenig Ton 1 Terschieden ist. Seihet Air 

9 =» - und für k = U, für welchen Wert von k er am meisten von 1 abweicht, 

ist r > 0,5» 9. 

Für Konstruktionszwecke kann man daher v unbedenklich gleich 1 setzen, 
besonders auch wegen der geringen GrOBe der sn teilenden Strecke RL. 
Mithin wird 

(m) ^-f-»«. 

Hiemach kann man X und also auch M folgendermaßen bestimmen. 

Mit Hilfe dos Streckungspunkts L des Bogens Ali zeichne man die dem 
Bogen gleiche Strecke A I\ die man durch N nach dem gegebenen Verhält- 
nisse teile. Über AT errichte man den Halbkreis, siehe die Sehne A U^AN 
und UV senkreelit sa AT. Daam madie man auf einer beliebigen, durch B 
gehenden Geraden BZ ^ AT, BY AV vaA ziehe YX parallel zu ZL. Die 
Gerade XA' schneidet den Bogen AB im gesuchten Punkte M. 

Nach diesem Niiherungsverfahren kann man auch einen (zwei Drittel des 
Umfangs nicht überschreitenden) Bogen in beliebig viele gleiche Teile teilen 
und dnem Kreise ein beliebiges regelm&fiiges Vieleck einseichnen. 

§ 3. Die Au^be, eine gegebene Strecke / in einen Kreisbogen von ge- 
gebenem Radius zu verwandelnf Iftflt sich auch durch eine NShenugskoostruk- 
tion lo.s«'n. . 

Setzt man in Formel (l) 9» = ^ , so wird 

II* 1 1 <• 
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t = K 



Hiehn ktaiMii alle Glieder Tom dritten ab, aobald — ^ ^ eelbft bei 

grSBeren Werten Ton r für Konstruktionszwecke venmefaUtaigt werden. 8eM 
meii noch ^*^m^2r,§o liefert die Fonnel 

(IV) 



l_8r-S 

9 



folgende Nälit^rungskonstruktion. (Fig. 3) 

Man ziehe an den gegebenen Kreis 0 eine Tantrente .4 7 



t, den Durch- 



messer ACf die Sehne AU AI und UV 




»e. s. 



senkrecht zu AC. AV teile man 
▼on A aus dureh J naeb dem 
Verhältnisse 1 : 4 und verlängere 
AC um OJ bis L. Die Gerade 
Jj T bestimmt den gesuchten 
Bogen AB. 

Zorn Eklilnase mOge danmf 
werden, dafi eine An- 
zahl vom Aufgaben, wie die Qua- 
dratur eines Kreissektors bzw. 
oines Kreises, «lie Verwandlung 
eines Quadrats in einen Sektor 
▼on gegebenem Radius, die Kon- 
struktion eines Sektors Ton ge* 



gebenem Winkel und vorgeschriebenem Bogen lizw. Flächrninhalt, femer die 
eines Kreises von gegebenem Umfange bzw. Flächeninhalt, endlich die Be- 
stimmung eines Kreisbogens von der Länge des Kadius, sich mit Uilfe der 
angegebenen beiden NlherangsrerCahren amf einfache Weise Idee lassen. 

Nachtrag. Soeben erst finde ieh, daS firllher schon Strempel („Em An> 
lUUierungsyerfiihren rar Verwandlung vim Kreisbogen in gerade Linien und 
umgekehrt"; Bostook, Programm des G^ tnnasiums; 1898.) die Formel (l) 

zur Ableitung einer Nahenin^skonstruktion, aber in anderer Weise, benutzt 
hat. Es sind daher die hier abgeleiteten Methoden, besonders die in den Para- 
graphen 1 und 2 angebenen, von denen Strempels verschieden. 

Buohsweiler, Unter -Elsaß. W. Hsbgbssll. 



Bemerkung sn der Notiz tn (8) 18, 92. 

Zu der in Figur 3 ausgeführten Konstruktion bemerke ich noch, daß die 
von E durch 0^ gezogene Gerade durch Oj geht, daß die von E durch ge- 
zogene Oerade den Knie um 0, schneidet, aber mit der von E an diesen firais 
gezogenen Tangente einen Winkel < einschließt, daß der Bjpsis um O5 die 
Kreise um 0^ und 0^ nahe B schneidet, daß die Kreise Um 0|, Of und 0^ 
sich nahezu in einem Punkte schneiden. 

Kassel' K. Uumbatb. 
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Sueben encbienen 

Otto Richter: 

Kreis und Kugel in senkrechter Projektion 

Für den Untorricht und zum Selbstatudiiun 

Mit 147 Fig. [X u. 188 8.] gr. 8. 1908. geh. M. 4.60, in Leinw. geb. M. i.80. 

Ancresichti de« oft und seit langem beklagten t^belstaodes, daß dio für 
die Schtuung des RatunanschaoungsTermögens so wichtige Darstell 
Kugel und ihrer Kreist' ' - nur im .stereometriHchen ünterrichto ixiutüu- 
gesetzt (wxk8 in mit ..--itc-u u entächuIHicjt werden kann), sondern sopar 

in der aart- : Geometrie wci 'flogt and selbst schemat: 

wird, hat de ■ ^' - ' ' gemucs Anzahl der in der Röiuu 

lehre häufig .\ 1 gerne: ige jror.^Mphnpf «Inrr.nbiptHn 

und die genau* 'ig su begründen unter ■ 

obwaltenden m: . i» , • i. r, ■ • 

schränkunpii idung <i 

tionen im U: te zu < rn. Dabei sind auUer der Kojk: ■■ 

Zylinder und i\- q< i, sondern .i . andere ans Kugel, Zylinder und - ■■ 
bare Raomgebilde berflcksichtigt worden, z. B. Prismen und Pyramiden. Piator. 
and Archimedische Körper neost einigen Durchdringungen e 
Axi'T'.'"',. \- >ji der Kugel •{\ ■ 'f'^o-u-^ ]T}^ 'J ntiii V, ' ■! 

nt ! werden a. 

a\. :^tcns ^eaCreiit. Eiue voUslaudigc begroodunt- lupt- 

Bi\ ';|,a<xT .i!,f..TiBi iii'.n<^n leitet das Buch ein, Anwci > rm^ 

dl »in, von Zjlinder, Kegel, 

ai ilimmuiükuüde bc'ticüübUun es. Vorausgesetzt wird die 

d( Planimetrie und Stereometrie, einschließlich der hanu> .. , u 

El iften des Kreises, an einigen Stellen auch der Trigonometrie und 

der Algebra. 

L. Schlesinger: 

Vorlesungen über 
lineare Differentialgleichungen 

Mii ü i igurea im Text. [X o. 884 S.] gr. 8. 1908. In Leinwand geb. .k. 

In die»' ^ losungen stellt der Verfiuser des , .Handbuches iler Thbone 
der linearen 1 idalgleichungcn'' zunähst die allgemeinen Grund 1h L'f^n <U^pt 
Theorie in einer neuen Form dar, die, wie er glaubt, sowohl zur F 
dieses Gebiet geeignet, als auch für die weitere Forschung von h«.uxuiUt>uicni 
Werte ist. Ks werden dann namentlich di^enigen Untersuch nni?en bi*han')^lt, 
die der Verfasser in den letzten sehn Jahren, seit dem Ersch< l- 
buches im Anschlufi an das Riemannsche Fragment 
Differentialgleichungen angestellt hat. 



Hierzu Beilagen von B. G. Teabner iu Leipzig, die wir der Beachtung unserer Lettt 

bestens empfehlen. 
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Bi wolIeD, da nor koIcIk anges Anssicht haben, in n 
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Zur Geometrie auf der Kogel 



Von R. HEQE& in Dresden. 
H 

Bei AnwendoDg rechtwinkliger oder Plflckencher homogener 
Koordinaten geht durch lineare Zusammensetzung aus Kreisgleichuugeu 
wieder «na Erei^g^iohung, am Kugelgleich ungen wieder eine Kugei- 
l^drang herror. Krus^eieluingen auf der Kugel, wenn aie in der 
im 1. Aii&aftu (8. 127 dieees Bandes) angegebenen homogenen Form 
foran^geeetit werden, ergeben dagegen doxoh lineaie Zasammeneetaung 
nidit wieder eine Kreie^eioliung, sondern die Oleichnng eioee andem 
sphäriicheii K^gelidmitli. Wohl aber eihSlt man * wieder Kreie- 
fßieiekangm, weim man von der Form der Kreisgleiehnng aui^dit' 

(1) K ax by i- cz - r = 0, 

hei der Kreis und Gegenkreis von oinandpr getrennt nnd. 

Die Qleichimg dee Hanptkreieea 2', der iC in x, ff, §, berfihrt, iat 

(2) T s a» + &jf + <?# - r' (ar, « + y + #, «) - 0. 

Sie verweist auf die homogene Form der Kreisgleichung, im Zu- 
sammenhange damit, daß T auch den (iegenkreis •— a, — 6, — c, — r 
im Punkte — a:, , — y^, — berührt. 

Die Kreise 

halbieren die Winkel der Kreise und K^, wenn und JT, reale 
Schnittpunkte haben; denn die (xleichungen der K und K' in einem 
gemeinsamen Punkte berührenden Hauptkreise sind 

(3) Tsi-Tj-i-r.-ü, rsfi- -h ij^^^o. 

Man sieht leicht, daß T, und — 7\ Nonnalfbnnen sind, d. i. daß 

in diesen Formen die Quadrate der Kt)eftizienteu von x, ij, z die Summe 
1 haben; au» (3) folgt dann die Richtigkeit der Behauptung. 

ArelüT dar M»tbeia*tik und Physik. III. lUibe. XJU. 14 



210 K. Hiiom: 

Wenn und reale Schnittpunkte haben, so ergibt dch am 
der geometrischen Bedeotnng der Ereiae K und JT' sofort ihre BcaliUi 
Wenn aber nnd iC, keine realen Schnittpunkte habai, so ist T<m 
K und K* immer nur einer real Denn die Formen K und K' gehen 
in Normalformen Aber, wenn man sie durch 

dividiert. Be/<*ii-hii«'t mau den sphärischen Abstand der Mitten von 
£*! und mit so ist 

man hat daher 

"•-r rl + >j + ^^- 
FOr die Halbmesser und Ton JT und K' hat man 

Vergleicht man rechts Zahler und Nenner dureh Subtraktion der Quad- 
rate, so folgt 

rf + + 7.r.- - 1 - Vi ± r.ri " '^'rTl^ ('•»'"•i ''i''« - 
Ist tj + r, < e, so ist nur d| real, ist — > e, so ist ee dagegen 

nur 

FOr die Kreise, die die Winkel und Nebenwinkal des yon doi 
drei KreiseiL 

gebildeteu Dreiecsks iiäll'teu, hat mau 









-0, JC,^ 






= 0, 














-0, 














^0. 



Hieraus ergeben sich die Identitäten 
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Man hat also ganz wie bei Geraden in der Ebene oder wie bei 
Dreiecken aus Hauptkreisen oder wie bei Kreisen in der Ebene: die 
sechs Kreise der Büschel K.^, K^, K^K^, die die Winkel und 
Nebenwinkel des Dreiecks aus Kreisen Ä",, ^3 hälften, gfln-u vier- 
mal zu je dreien durch gemeinsame Punkte (^allgeiueiiier: bilden vier- 
mal zu je dreien ein Büschel). 

Es bedarf nur der Erwähnung, daß man diesem Satze einen all- 
gemeineren zur Seite stellen kann, hti dem ea sich um andere Siuus- 
verhältnisse der Winkel ala ± 1 handelt. 

Wenn der Kreis 

JVj = tWjÄs — w'jÄ^ — 0 
den Kreis rechtwinklig schneiden soll, so muß die Gleichoug bestehen 

i»4 («la, + + Ci«^ - rjV;) - (OiO, + Jk^b + - rjV;) - 0. 
Setet mtaXf anter ikl eine P'olge von 12 '6 verstehend, 

io sind dalier die Kreise der BflscheL K^K^, K^K^, K^K^, die die 
gegenfiberliegenden &eise KgfKffK^ reditwinUig schneiden, 

JT, = a,Aa — a^Ki = 0, 
IT, s Ol JEj - a^Kt - 0. 

Hienras folgt: Die Kreise der Bflschel K^K^, K^K^, K,K^, die 
die gegenillberiiegenden Kreise K^, anter rechten Winkeln sdinei- 
deiiy bilden ein BflscheL 

Den Kreisen des Bflsohels K^K^, die die Winkel dieser Kreise 
hSlften, entsprechen die Kreise der Schar ft|^y die die auf einem TrSger 
der Schar swischen den Berflhmngspiuikten mit $ti und enthaltenen 
Bogen hSlften; und dem Kreise des Bflschels K^K^f der den Kreis 
rechtwinklig schneidet, entspricht das Glied der Schar fifita, das mit 
fti in re(iikowildi0er Barukning steht, d. h. mit St^ anf einem gemein- 
sam berflhrten lEhnptkreise einen rechten Bogen begrenzt Hiemach 
lassen sich die dual entaprechenden Sitae leicht aufstellen. 

Als Potenz eines Punktes P für einen einzelnen Kreis wird man 
das Produkt tan ^ FA. tan \ PB verwenden. Der Ort der Punkte 
gleicher Potenzen für K und Kg besteht jetat aus dem einzigen 
Haaptkreise 

L^y, (ax + fcy + et) - ^, {n^x + h^y + c,z) - 0, 

dessen Ebene den Schnitt der Ebenen von K und enthält. 

u* 
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Kf = üfX + + c^e — r/ — 0, 

und besteht für beHtimmte Zahlen ni,n^,n^,n^ die Identität 
(1) n, + «.iC, + «jÄ, + »1, A', 0, 

so haben die vier Kreise einen potenzhaltenden Punkt Denn kt|i{ die 
Potens irgend eines Punktes P fOr £4 und der Halbmesser von K^, 
so ist 

Da nnn nach (1) 

-n^r; =«,r; +«f/, +»»3»;, 

so folgt 

Ist nun insbesondere P der potenzhaltende Punkt für iC,, K^fK^ 
and seine Potenz fOr diese Kreise, so ist 

_ 1 _ ■'^ _ ^1 _ -^'s 

mithin 

-Kl - (P - 1). Aj - r\ {p - 1), A'j - 1). 

Setzt man dies in (2) ein, so ergibt sich 

Ans der Identitit (1) folgen die drei 

wenn «/jr«/ irgend j'iiu' Folj^e der Zeiger 1 2 Ii 4 ist ; hierauH schlieüt 
man: Wenn vier Kreise einen poten/halteiiden Pnnkt haben, so haben 
die beiden liiischel, die ans irgend zweit 11 und den beiden übrigen ge- 
bildet werden, einen Kreis gemein, l nigekelirt gilt auch: Wenn die 
Büschel A'j A'j und A', A'^ einen Kreis gemein haben, so gilt dies auch 
von den Büscheln ^^fC.^ und h\K^, sowie von K^K^ und K^K^, und 
die vier Kreise halben einen poteiizhultemieu Funkt. 

Vier Kreise, ilie einen poteiizhnltenden l*unkt hal)en, teilen in be- 
stimmter Weise die Eigonschalten eim's vollständigen ebenen Vierseits. 
Der gröliern Ansrhaulichkeit wegen werden wir statt von Kreisen eines 
Büsrhels vmi Kreisen reden, die ein l'imktpaar gemein haben uml als 
Kckenpaar des Kreisvierseits K^K^ K.^K^ die Träger der Büschel K^K^, 
K^K^, K,^K^ und A^A', l>e/.eichiieii. l uter den Diagonalen des Kreis- 
vierseits verstehen wir <lie genieinsanien Kreise der Büschel 

K^K^ uud K^K^f A^A«, i^i^A und i^Ag. 



Digitized by Google 



Zv €l«oiBelcie aaf der Kqgel. 218 

Die Gleichungen dieser Diagonalkreise sind 

D,^n,K, +n,Ä', = -ii,JSi-n,^, = 0, 

A « «1 + isüi s - nji; - »^ic, - 0, 

D, — D, = n^K^ - n^K^, ~ njÄ; + n^K^ 

folgt: Haben die Seiten eines KreiBvierseitB einen potenzhaltenden Punkte 
10 sind je zwü Seiten des Kreisvierseits, die Diagonale ihres gemein« 
Bamen Eckenpaaree ond der KniSi der dai SchniUpunktepaar der andern 
beiden Diagonalen mit dem genannten Ecken paare Terbindel^ m Harmonie; 
wobei der Anadruck „vier Eieiae einee BüecheU sind in Harmonie^ keiner 
Erlanterang bedarf. 

Für ein beUebigea Vioiseit «is Nebenkreisen gelten einige bemerkeni- 
wwie Satze. 

Die Kreise der Büschel Jr,i:„ K^K^, K^K^, K^K^, die die Winkel 
der betreffenden Kreiee ond deren Nebenwinkel hälften, luhben die 
Gleichungen 

Hiennie folgm die Identitäten 







-0, 




— — K'^^ 


= 0, 




- Ä'^i - Kl, 


= 0, 




— ^li — 


= 0, 






-0. 



Da f „ mit und K^, sowie JE^ mit £^ und JT^ ein Büschel 
bildet^ so eigibt die erste dieser IdentitSten den Sets: Die sechs Kreise, 
die mit je zweien ron Tier Ereisen ein Büschel hilden und die Winkel 
dieser Kreise UUften, haben einen potenzhaltenden Punkt. 

Man erkennt das Seitttistfick dieses Satzes leicht^ das aus den 
übrigen Identittten hervorgeht, sowie die dual entsprechenden Sätze. 

Femer genfigt der Hinweis, daß man in diesen Sätzen Kmn, K'mn 
durch die Kreise des Büschels K,n, ■£« ersetMn kann, die die Winkel 
dieser Kreise in den Sinusrerhiiltnissen ± m : si teilen. 
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Systeme kerrelatlTer Bündel, welche eine gegebene ^' 

erzeugen. 

Von WoLFOANG VoOT iu Karlsruhe. 
(FoiiittMiiig). 

§2. 

12. Es sind F* und zuci Pam c kon/iujierter Pünkte 

Ol Bei ein beliebiger Ptmkt der F*, O^A^ und O^B^ sdmeideii 
F' noch in 9 und S^. Wie aoch die zu 0, aasoBÜerton Punkte Uegen 
mdgen, eo mfliaen die den Stralüen O^^j — Oj, O^B^'^^ in den 
Bflndeln entsprechenden Ebenen a,, /3, duieb 9 bezw. SJB^ gehen. 
Die Schnittgrade ««/'s wird in jedem Falle der Ebene OiÄ^B^^ — 
enteprechen. Einer ihrer Schnittpunkte mit F* mnft darum notwendig 
in dem Eegelachnitt (yfF*) liegen, während der andere 0« iat Die 
möglidien Ebenen «%| ^ die in einmr Bflndelkorrelation dem und 
entsprechen können, beschreiben darum projektiTC Ebenenbflechel mit 
den Achsen %A„ so daS die Ton ihnen in Yx eingeschnittenen Strah- 
lenbfilschel den KegeLsehnitt {yx^ eneugen. Die eneugte Begelschar 
schneidet ander iyiF*) noch einen Kegelschnitt in JP* ein. Jeder seiner 
Punkte ist mit 0, durch eine Bflndelkorrelation Terbunden, in der 
'Hf entsprechend, also B^ koigugiert sind. Er 

ist daher der Ort der zu 0| assoziierten Punkte 0,. Seine Ebene 
heiße o^. 0| ist durch drei leicht konstruierbare Punkte bestimmt: 
Erstens die Punkte, iu doncn SBLA^ und IBi^ die F* noch schneiden. 
Sie sind, wie man ans der Konstruktion ersieht^ keine anderen als die 
dem bezüglich ^1,; bzw. 1^,; in ausgezeichneter Weise asso« 
ziierteii Funkte, Daß diese hier dem assoziiert sind, leuchtet ein. 
Nehtne ich einen von ihnen als 0„ so wird das eine l'aar konjugierter 
Punkte von allen -x ' Korrelationen befriedigt, während das andere eine 
darunter cindeuti^r bestimmt. Femer geht von Oj eine Treffgrade an 
die Strahlen A^A^, I\ 11. Nehme ich ihren zweiten Schnittpunkt mit 
F* als Og, so befriedigt die spezielle axiale Korrelation mit identischen 
Achsen und Ebenenbttscheln alle Bedingungen. Dieser Punkt liegt also 
auch in {(o^F^. 

Jedem PunKie 0^ oder 0, sind aUe Punkte eines Kegelsdmitts von 
F*f (fOtF*) bzw. {m^F*}, assogiierL Dr& Punkte semer Ebene sind die 
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htidm bezüijluh yl, und 7?,; Ji^ amgczciilimf assozi irrten Punkte und 
(Irr zweite Sdrnittputikt von mit (Irr von 0, an A^A^ und ByB^ 
homnmuien Trefff/radoi. Alle kornlntin-n Bündel iKdwn nield nur die 
Punkte Ai\ A^, B^\ cds konjHijiirir Pxnktr (jeniriu , sondern die 
ganze durch diese festgelegte FroJeJUivilüi konjugierter Punkte CMf' Utren 
V€rbin<lun<jsgra<lcn . 

Symbolisch kann ich gehreiben: i>';^j^t' = 4, Pipift- 4. 

Iii. Miin überzeugt sich unschwer, daß «'in so erhaltener Kegel- 
schnitt (oj^F-) nur dem einen Pnnkt 0^ assoziiert ist. 

Was für einen Ort erfüllen die Ebenen to^, wenn O, die ganze 
F^ durchlUiifl? sei eine beliebige (Trade des Raumcf*, sie schneide 

in Oj, Oj. Dem und O'^ ist je ein Kegelschnitt assoziiert. 
Diese beiden Kegelschnitte haben zwei Punkte O, , O', gemein. Das 
sind die einzigen Punkte, die sowohl mit 0^ als mit ()'■ assoziiert .sind; 
danun sind es auch die einzigen, welche die Ebenen ihres assoziierten 
Kegelschnittes durch Oj senden, und es gilt: die Ebenen oJj der 
den Punkten O^, O, von f assoziierten Kegelschnitte umhüllen je 
eine Hiiche zweiten Grades 01, <P\. Beide sind als Ebeneugebüdc auf 
die Punkte von ein-eindeutig bezogen. 

Läuft (>, auf einer Graden von /•'', .so geht durch den beliel)igen 
Punkt Oj von einer von den a-ssoziiertcn Kegelschnitten, weil der 
assoziierte Kegelschnitt von 0, die Balm von 0^ einmal schneidet. 
Andrerseits müssen durch die Schnittpunkte (/t, Oi' von zweien der 
Kegelschnitte alle anderen auch gehen, weil deren assoziierte Keg^l- 
sohnitte o'i, ca'i bereits die ganze Ghnde enthalten. Laaft alfo 0^ auf 
einer Graden der F*, sa dnrohläoft ca, einen EbenenbflecheL F* and 
<PJ eowolil, wie und 4{ nndi abo Unear redprok aalnnaader 
beaogeD.i) Dorohlftoft Oj däa, Eegelscfanitt in einer Tangentialebene 
«1 Ton ao omliflllt einen Kegel zweiten Ghrades, dessen Spitse 
notwendig der aasoKÜerte Pnnkt 0^ des (mtF*) isi ^ nnd 4P} sind 
also der ^ in ein nnd derselben iftomlichen Korrelation in dem einen 
nnd anderen Sinne entsprechend. Die heidm ekiem Pmkk Oi 
der F* aemmterien KegeUiMUe werden v<m eemen leiden Polar ebenen 
etf, »t if^ ^Mier räumUdien Korrdaiion eingeethniUen. 

Jedem der beiden Schnitlpnnkte von Ä^A^ mit F* ist^ wie die in 
(18) angegebene Konstniktion der drei Punkte lehrt, der Kegelschnitt 
in seiner Yerbindungsebene mit B^B^ assoaiiert; die Bfindelkorrelationen 
sind durdiweg axiale der spesiellen Art Analoges gilt Ton den Sohnitt- 
pnnkten (BgB^ JP*). Das Hauptrierseit der Korrelation hat daher die 

1) V. Staudt, BeHrtge aar Geonetiie der Lage & 6. 
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Punkte {A^Ä^, F^) uud F') zu Ecken und B^B^ zu 

Diagonalen. 

Der Ort der in ihren beiden a8soziiert*?ii Kegelschnitten liegenden 
Punkte ist die Schnittkurve T(i der /■'* triit der Punktkernfläche der 
Korrelation. Da korrelativ«- Büiulel mit zusainmeugefalleiion Scheiteln 
keine allgemeine /•'' erzeugen können, so müs.sen zwei in einem Punkte 
dieser 12f zusammengefallene assoziierte Punkte durch eine spezielle axiale 
Korrelation verbunden sein; die Achse selbst muB AiA^ und B^B^ treffen 
und zugleich die in jenem Punkte berühren. Der Ort der sich 
selbst esBOziierten Punkte ist also zugleich der Ort der Berührungs- 
punkte derjenigen Tangenten der I*, die und B^B^ treffen, und 
lifit lieh aneh Ton dieser Eigeosehaft her ab i{* naehwdaen. 

14. Die Frage, ob es aneh jetst nodi in aosgeieiehnetsr Weise 
asBOiüerte Punkte Oj, 0, gibt, so daft slle oo^ BttndeUnnrrelstiQneD, 
welehe die F* erzengen, aneh A^i und B^] B^ zu konjugiierten 
Punkten haben, ist identisch mit der Fkage, ob es windschiefe Vier- 
seite gibt, deren Ecken auf liegen, und Ton denen swei sieh schnei- 
dende Seiten dnrch und , die beiden anderen durch j6| nnd 
gehen. Nun gibt ee nach 1 in jeder Begelschar Ton F* swei Paare von 
Graden 9i\ \% ^; ^i» ^ deren die andre Schar eneugende pro- 
jektiTe Ebeneobfisdisl A^\A^ mid By\B^voi konjugierten Punkten haben. 

Nehme ich die Puiücte g^ sls 0^, sls so schneiden sich 
die Ebenen gx^^t 9t'^\ \-^t ^ Oraden Ton F^ und 

darum die Graden Ox^i» O^A^ in einem Punkte tob F*. Daasslbe gilt 
Ton 0|JB|y OfBg. Ans den yier (hadenpaanii kann ich vier Punkte- 
pasrs dieser Art konstruieren, und anf andre Weise können solche 
windschiefen Yierecke nicht sustande kommen. Also: Eb g94 mer 
Paare m antsgegeidmäer Weise aeaeeiierter PmiUe, 

Jeder Punkt 0, Ton gi ist mit jedem Ton g^ assoiiiert^ denn 
ich kann beide durch axiale Bflndelkorrelation rerbinden, deren projektiye 
Ebenenbfischel Afi A^ und B^-^ B^ zu konjugierten Punkten haben. 
Darum gilt: 0\ nnd haben das windschiefe Vierseit g^, lg, gu ^ 
^ und 7*'* das windschiefe Vierseit g^, l^, g'^, gemein. 

15. Jedem Punkte der F^ sind die Schnittpunkte seiner beiden 
assoziierten Kegelschnitte inyolutorisoh assoziiert. Der eine Ton beiden 
ist der aweite Schnittpunkt der von dem Punkte kommenden Treff- 
graden von A^A^ und B^B^ mit F*'^ er hat kein Interesse. Der 
andere aber ist ihm durch allgemeine Bündelkonrelationen verbunden, 
welchen Räumen ich die Punkte auch zuteilen mag. Läuft 0 auf einer 
Graden o der i^, so beschreiben die ihm zugehörigen doppeltkonjugier- 
ten Wechselstrahien in der Korrelation eine Aegelschar. Dieselbe 
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schneidet in F'- außer der li^, welche auch von der Regelschar 
[o, AiA^, -Bj] neben o noch in i** eingeschnitten wird, noch eiiue Grade 
ein, die derselben Schar wie o angehört. In der eindeutigen Veruandt- 
schaf't involutorisch assoziierter Punkte auf geht also jede Kegel- 
schar durch eine Strahleninvolution in sich selbst über. Daraus können 
wir schließen, daß diese Verwandtschaft ein Ausschnitt einer iniokUori- 
schen räumlichen Kollineation ist, welche in sich selbst überfQhrt. 
Eine Homologie kann ps nicht sein, weil in ihr die Regelscharen einer 
in sich selbst übergeführten jF' in einander übergehen. Also muß 
es eine windschiefe Involution sein. Die Achsen der Involution sind ein 
Paar polare Graden der F*.^) 

drei Paare konjugierter Funkte gegebe» 

Bezüglich u4i; A^, -BiJ-ßi und bezüglich tI,; J,, C\; C\ ist einem 
beliebigen Punkte Oj je ein Kegelschnitt assoziiert Beide Kegel- 
schnitte haben 8wei Punkte gemein 0, , O». Wofeni vi^ ; A, und 
die Bündelkorrelation zwischen 0, und einem dieser Punkte eindeutig 
faeÜ^en, sind die Punkte auch bezüglich Äi'^ A^, B^-^B^, (\ \ asso- 
niert. Einer der beiden Punkte ist der zu 0^ bezüglich A.^\ A^ aus- 
geseichnet assoziierte Punkt, denn dieser gehört beiden Kegelschnitten 
an; von ihm gilt das nicht. Der andere aber erlaubt den Schluß: 
Jedem Punkte 0, id eindettfig ein 0^ assoziiert uml umgekehrt. 

Läuft auf einer Graden der so umhüllen die Ebenen seiner 
assoziierten Kegelschnitte bezüglich A^'y A^, B^ und A^; A^, C^] 
projektive Kbenenbü.schel, ihr Erzeugnis ist eine Hegelschar. Dieselbe 
schneidet F' erstens in der Graden, die von den zu 0, bezüglich A^;A^ aus- 
gezeichnet assoziierten Punkten durchlaufen wird, und zweitens in 
einer 7?', welche diese Grade un<l darum auch die ursprüngliche zur 
Doppelsekante hat. Läuft auf einem Kegelschnitt, so beschreiben 
die beiden assoziierten Ebenen projektiv zwei Kegel zweiter Klasse, die 
Schnittgraden entsprechender Ebenen beschreiben eine Uegeltiäche 
vierten Grades. Dieselbe schneidet außer in dem Kegelschnitt der 
zu den Punkten 0, bezüglicli A^'^ A^ ausgezeichnet assoziierten Punkte 
noch in einer Ä*, die die Graden jeder der beiden Scharen auf /• - /.u 
dreifachen Sekanten hat. Ich kann sagen: Die ein-cindvutige Beziehung 
assoziierter Punkte auf F^ ist dritten (rrades in heiderlei Sinn^\ 

Symbolisch kann ich schreiben: pifi,^ == 2, plji^ ^ 2, jp^PiH^ = 6. 

1) Y^. Stnrin, Ualih. Ann. 466, Abselmitt IS. 
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17, Ist ein Punkt von F', so ist sein assoziierter Funkt der 
^Schnittpunkt der Ebenen, die ihm in den durch A^; A,, B^, durch 
Jij; 6\; C, und durch C,; t',, A^'^ A^ festgelegten räumlichen Korre- 
lationen entsprechen. Ordne ich jedem Punkte des Raumes den 
Schnittpunkt der drei ihm in diesen Korrelationen entsprechenden 
Ebenen zu, so entsteht eine ein-eiudeutige und in hcidcrlci Sinne kubische 
Verwandtschaft} ) Die ein-eindeutige Beziehung assoziierter Punkt-e auf 
F* ist ein Teil von dieser. Diese Verwandtschaft hat in jedem Räume 
eine Fundamentalkurve sechster Ordnung bestehend aus Punkten, deren 
drei entsprechende Ebenen sich in einer Graden schneiden. Die drei 
entsprechenden Ebenen eines Punktes 0, von bilden ein Dreikant, 
d€8i«n Spit&e der uaoBÜorte Punkt 0, ist. Die weiteren Schnittpunkte 
der Kanten mit F* sind die lu 0^ besllglieli A^ bzw. und 
C|; ausgezeicknet aasosiierteD Punkte OJ, 0^ Sehneiden sieh 
die drei an 0| gehörigen Ebenen in einer Chraden, so rnttan entweder 
^tt % ^ iQsammengefiülen aein — das kommt nicht vor, 

weil naek 14. aohon je awei von iknen nur fOr vier Punkte 0^ mr 
sammenfaUen — oder es mfifiten zwei zusammenfallen, z. B. 0^ 
und der dritte aueh allen drei Ebenen angehflren — das kann ntekt 
sein, denn in den Tier Fallen, wo Of und OJ znsammenfUlen, liegt der 
ganz unabhängig von B„ C|; bestimmte Ftmkt Of im allge- 
meinen nieht anf dem dnreh B^^B^ C\\ bestimmten Kegelschnitt 
— , oder endlich — das ist die einzige bleibende Möglichkeit, — die 
drei Ponkte liegen getrennt von dnander, und, wefl jeder zweien der 
Ebenen angehOrt und alle eine Ghrade gemein haben, so sind alle drei 
Ebenen identisch. Also: Jedem Fnndamentalpunkt in ü^, der anf F* 
liegl^ entspricht in der kabischen Verwandtschaft eine Ebene. Die dm 
Graden in entsprechenden JB* gehen notwendig durch diese Ptankta 
Nun soll in der kubischen Verwandschaft die 1* in eich selbst über- 
gehen. Dazu muB sich Ton der ihr eigentlich entsprechenden Fliehe 
sechster Ordnung eine Flache rierter Ordnung abspalten, und daa kann 
nur dadurch geschehen, dsB die in jedem Räume rier Punkte ent- 
hält, denen eine ganze Ebene entspricht; denn Hauptpunkte anderer 
Art kann es auf ihr nicht geben. Es gibt also in jedem der beiden 
Räume vier auf gelegene Punkte, denen in allen drei Korrelationen 
dieselbe Ebene polar ist. Da die Korrelationen trotzdem Tiicht iden- 
tisch sein sollen, so müssen diese vier Ebenen die Seitenflächen des 
Tetraeders der ausgezeichneten vier Punkte im anderen Räume bilden. 
Die drei Konelationen haben zwei polare Tetraeder gemeinsam, welche 



1) Sturm, Math. Aaa. If, Ml, Abwshnitt S8. 
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beide der eingeschrieben siiul Die sechs Kuüttn dieser Tetraeder 
bilden die Fundamental -7i* der kubischen Verwandtschaft in dem einen 
und anderen Räume. 

Für die Beziehung assoziierter Punkte auf folgt: Es fiibt auf 
JF*' in jedem Baume vier PunUc, ileiieii ein fianzer Keoehilinitt assoziiert 
ist; diese vier Keyrischnittc süimiden sich eu drei in deti analogm vier 
Funkten des anderen Raumes. 

18, Axiale Korrelationen, deren Achsen der F^ angehören, sind 
nicht mehr möglich. Die Achsen der speziellen axialen Korrelationen 
erfüllen die Kegelschar, welche sich auf A^A^, B^B^, C^(.\ stützt. 

Die Schnittpunkte einer dieser Graden mit sind invohitorisch 
assoziiert. Außerdem gibt es zivei Paare involutorisrh assoziierter Punkte. 
Denn die beiden windschiefen Involutionen invohitorisch assoziierter 
Punkte, die durch A^; A^, B^-^ B^ und A^\ A^f ^ij ^2 bestimmt werden 
imd beide F^ in sich selbst überführen, haben, wofern die beiden Aciisen- 
paare nicht einer Hegelschar angehören, zwei Piuiktepaare auf F'^ 
gemein. 

Ich will hier noch einen Satz au.ssprechen, dessen Beweis ich der 
Kürze halber unterdrücke: Alle Bündel-Korrelationen haben nicht nur 
die Projektivitäten konjugieiier Punkte auf den Geraden A^A^, B^B^j 
C^C^j sondern auch die auf allen Strahlen der durch diese bestimmten 
Begelschar gemein. 

§ 4. 

19, Ndten seien vier Paare konjugierttr Punkte gegeben: 

LA; A i^, c,; (7„ A; - 

Deo Punkten 0^ eines Kegelschnitte sind besügUoh A; A^^ -^li 
(7i; C| eindentig die Punkte einer nnikarealen aeeosiiert (16). Be- 
züglich Ai\A^,D^]Dj gehdren ihnen Kegelsehnitte zu, deren Ebenen 
einen K^el zweiten Grades umhüllen (18). Lasse ich auf der B^ zwei 
Punkte entsprechend sein, welche bezüglich A^-^ A^, B^\ B^^ ^u^t 
Ay \ A^y D,; Z), einem und demselben Punkte 0, des gegebenen Kegel- 
schnitts assoziiert sind, so ist das eine Verwandtschaft [2, 6]. In ihren 
acht Eoinzidenzelementen kann ich auf assoziierte Punkte bezüglich 
aller ▼ier Paare konjugierter Punkte schließen, wofern A^\ A^ mit i*'* 
zusammen die Bündel-Korrelation eindeutig festlegen, d. h. wofern der 
Punkt dem zugehörigen 0| nicht bezüglich Ay\ A., ausgezeichnet asso- 
ziiert ist. Sellen wir SU, wie oft das vorkommt: Die den Punkten 0^ 
besllglich A^\A^ ansgeeeichnet aseosiierten Punkte erfüllen, wie diese, 

1) Noether, Ibtb. Ana. t, 566 erwlhnt diese Gestalt der knbisehen Yer-. 
wsadtsohaft. 
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einen Kegelschnitt (11). Auf diesem Kegelschnitt will ich jedem Funkte X 
in dem einen Sinne die beiden i^iinkte entsjireehen lassen, welche be- 
züglich B^ \B^, ^1*5 Q demjenigen Punkt« 0, assoziiert sind, dem der 
X bezüglich ausgezeichnet assoziiert ist. Man sieht, daß so eine 

Verwan<lts<haft [2, 1^] mit vier Koinzidenzpunkten entsteht. Diese 
Punkt« sind bezüglich A^] A.^, B^-^ B^, (\\ (\ und yl,;.4j, ein 
und denselben Punkten Oj des ursprünglicben Kegelschnitts assoziiert, 
und legt die Bündel-Korrelation nicht fest. Sie sind unter den 

oben gefundenen acht Punkten enthalten. Die Qbrigen vier erlauben 
den Schluß, daß es auf jedem Kegelschnitt der vier Punkte Oj und 
ebenso yier Punkte 0^ gibt, welehe bezüglich aller vier Paare koi\ja- 
gierfcer Punkte einen assoziierten haben. 

Es gibt in jedem Räumt' eine BautnLurve vierier Ordnung i?J und 
von Punkten, tvdche einen assoziierten besitzen. 

Symbolisch geschrieben gelten die Gleichungen: 

20. Lasse ich nicht wie eben Oj auf einem Kegeliduiitt^ eondem auf 
mam Graden der laufen, so finde ich, daß es zwei Lagen gibt, in 
denen 0, einen aaeoziierten hat, gleichgültig, welcher Schar die Grade 
angehört. Daraus geht hervor, daß die beiden erster Spezies sind. 

Einige Punkte der lassen sich, wie folgt, nachweisen: ÄgA^, 
B^B^, C^Cf, DiD^ haben zwei Treffgrade. Sie sind als Aohaen ^e> 
zieller axialer Bündel-Korrelationen brauchbar, darum liegen ihre vier 
Sdinittpunkte mit F* in beiden JS*. 

BesfigUch dreier Paare kofljl^ierter Punkte gibt es vier Punkte 0,, 
denen ein ganzer Kegelschnitt assoziiert ist, z. B. A^, B^] B^, C|; C,. 
Deneelben Punkten ist bezüglich Ai'^ A^, D^-^D^ auch ein Kegelschnitt 
assoziiert, der den ersten in zwei Punkten schneidet. Einer davon ist 
dem 0, bezüglich A^\ A^ ausgezeichnet assoziiert und kommt hier nicht 
in Betracht, der andere aber ist dem Oj bezüglich aller vier Pimkte- 
paare A^\ A^, • • 2>j;i)| assoziiert. So sind wieder vier Punkte jeder 
erhalten usw. 

Es gilt der hier nicht bewiesene Satz: Alle oo^ Bündel- Korrela- 
tionen haben -^c^ Paare konjugierter Punkte p;eniein, welche eine räum- 
liche kubische Verwandtschaft bilden. Sie erfiillou die Projektivitäten 
auf den Strahlen des durch die gegebenen vier Strahlen bestimmten 
Strablennetzes. 

§ 5. 

21. Gegeben seien neben F* fünf Paare konjugierter Punkte 

[A,i ^, B,i B,, C,} C,, A, ^\ ^] - 
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Bezfiglich der Paare Ä^'^ -4,, • • •, Z), ertüllen die Punkte (\, die 
einen aasoziierten haben, eine R^, desgleichen bezüglich der Paare A^;A^, 
t\-^ C\, E^; E^. Beide ii* hohen ^ da sie erster Spezies sind, 
acht Punkte gemeinram. Schon bei drei Punktepaaren A^] A^, B^, 
6', ist jedam Ponkte 0| L a. nur ein Punkt assoziiert, und nur vier 
Punkte gibt es^ denen ein ganzer Kegelschnitt assoziiert ist Da beide 
dueii diese Tier Punkte gehen, so sind sie unter den acht Schnitt- 
punkten Yorhanden. Ihre assoziierten Punkte bezfiglich des einen und 
andern Sjstemes Ton Tier Punktepaaren faHen nicht rnsammen, Da- 
gegen ist jedem der anderen Tier Punkte in beiden Systemen derselbe 
OBPOgiierty und dieser ist ihm dann auch bezüglich aller fünf Paare 
konjugierter Punkte assoziiert 

Es gibt vier Paare asBOßiierier Punkte auf F*. 
Symbolisch schreibt sich dieser Satz: fi'"-4. 

Eö gilt der Satz, der hier wieder unbewiesen bleiben soll: Die 
Tier Bilndel-Korrelationen haben nicht nur die Projektivität konjugier- 
ter Punkte auf den Verbindungsgraden der fünf gegebenen Paare, son- 
dern auf allen Strahlen des durch diese bestimmten linearen Kom- 
plexes gemein. 

§ 6. 

22. Wenden wir uns /.u doppelten Punktbedingungen. An Stelle 
zweier getrennter l'aaif von konjugierten !*unkten trete ein Punkt Ag 
und zwei ihm konjugierte oder eine ihm konjugierte Grade Os*. 

Auf allen Strahlen des StrahlenbOschels von A^ nach 0| ist damit 
die Projektivitilt konjngierter Punkte gegeben. Alle diese Projektiv!- 
täten zusammen bilden die zentrale qnadimtische ebene Verwandtschaft 
mit A^ = A^ tda Zentrum (1 ). In dieser entspricht dem A^ auch eine 
Grade a^. Sie ist dem ÄgsA^ im anderen Sinne konjugiert. Daraus 
folgt: ZwiscJini den Bedingungen ft| und f4 (/r muhen wir nicht s» unter- 
scheiden, weU eine stets mit der anderen verbunden auftritt (|u). 

Zerlegt man die Bedingung Oj in zwei Paare konjugierter 
Punkte A^] A'^, A^\ A!^, wo AI, A'^ auf a, liegen, so kann man ohne 
prinzipiellen Unterschied in den Betrachtungen des vorigen Paragraphen 
zwei Paare konjugierter Punkte durch A^] 0, ersetzen. Die zahlenmäßigen 
Resultate bleiben dieselben. Ich will nur die erste Lage amfllhren. 

Es sei außer nur gegeben. 

Ist O. ein beliebiger Punkt der JF*', so entspricht dem Strahle Oj -4, , 
wie 0^ auch liegen mag, die Ebene 0,0,. Diese muß durch den 
zweiten Schnittpunkt von O^A^ mit F* gehen und ist dadurch fest* 
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gelegt. Also dem Punkte 0^ sind alle Punkte des Kegelschmits asso- 
ziiert, der in dieser Ebene liegt Wie in (12) und (13) ist auch hier 
jedem Punkte in jedem der beiden Sinne ein Kegelschnitt aasosiiert 
Anok liier ist die Bedeliiing der Punkte der m den Bbema Huer 
aetOEiierton Kegelsobniito «in Teil einer rihnnlichfla Komlationy tber 
einer axialen^ deren Aduen Oa und lind. Diea« einfiMshere Gestalt 
der Korrelation macht die weiteren Fragen dnidinehtiger. 
IHe S^hok ß* und ji 9inä äquitnäent. 

23. Dagegt'ii bietet Neues die dreifuclie Puiilitbedingung | -4i; «^J =/Xj. 

Ist «j gegeben, also die Ebene, welche, wie Oj auch liegen 
mag, dem 8trahl O^A^ tut sprechen soll, 80 ist auf allen StraWen durch 
die Projektivität konjugierter Punkte bestimmt. Alle diese Pro- 
jektivitäteu machen ein»- zentrale quadratische Verwandtsehaft mit dem 
Zentrum s= A'^ aus. Dem ~ AI enspricht im anderen Sinne auch 
eine Ebene a'^ (1). 8ie muii die dem Strahle O^A'^ entsprechende Ebene 
sein. Darum gilt: 

Die Ihditußüigni u, loul trctni immrr zusammen auf, idi hraurhe 
sie nicht su nnterschiideu ( uj .S///(/ F- und A^ ^ A^] {f^V^^^i 
so ist nicht n ie bei jp* und ^i^ jedem Punkte 0^ ein 0» assnzii<rt, son- 
dem ein beliehiijer Punli hat h inm assoziierti n , nur dm Punkten 0, 
run {u[ F') sind alle Punkte des Ketfelschniits (o, F^) assoziiert Wid um- 
yekeJirt. Das heißt symbolisch /)'u -= 0, PiP^^t = 4. 

Tritt noch ein ]*aar P^; hinzu, so gilt: 

Ist O, ein beliebiger Funkt von {a[ F' ), so muß die dem Strahle 
OyJii entsprechende Ebene durch folgende Punkte gehen: den zweiten 
Schnittpunkt von 0, T?, mit 7''*, den Schnittpunkt der Eb^-nc (i^P^A^ 
mit dem Kegelschnitt («ji''*), welcher von dem zweiten Schnittpunkt 
von 0^ /Ij mit F* verschieden ist, und endlich durch Ji^. Diese Ebene 
ist also bestimmt und schneidet in («j^") außer dem schon genannten 
Punkte noch den einzig möglichen Pujikt (K ^'iu Nach (A) ist O, 
mit diesem Punkte auch wirklich durch eiue Bündel -Korrelation ver- 
bunden, welche die Bedingungen erfüllt. Es gilt daher: 

Ein ueiteres Paar konjugiertir Punkte stritt zicisciien den Kegel- 
schnittm {ci[F') und ((c^ F-) rine Projektil ttät ton assoziierten Funktat 
her. Symbolisch kann ich schreiben Pi^^ ^ 2, ;>jUft = 2. 

Kommt noch ein zweites Paar konjugierter Punkte ; C\ hinzu, 
so haben die durch w^d (\\ ([^ bestimmten Projoktivitäten zwei 

Paare gemein. Diese I*aare sind, weil A^; in jedem Falle die Kor 
relation festlegt, wirklich bezüglich Jii; Ji^ xmd (\; (\ jissoziicrt. Also 
bei = A^f a^f a'^, i^^; i^, Cjj gibt es zwei Paare assoziierter Punkte, 
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oder ftymbolisch ausgedrückt /i ^' =» 2. Da /t* mit ß gleichwertig ist, 
folgt auch u ^ 2. 

Von axialer Korrelation ist die Art, die ihre Achsen auf 7''- ge 
legen hat, bei gegebenem a, überhaupt nicht möglich, dagegen kann 
jede Grade durch Ay, welche den Kegelschnitt (Ofi''') und dann aucli 
(a[jP) schneidet, Achse einer speziellen axialen Korrdation sein. 

(Schloß folgt.) 



The Potential Equaüon and f»-lünetion Game. 

Von F. H. Safpobd in Phil»d«lphia. 

In an article') by Dr. Wangerin, the opening pangn^h oontatna^ 

in effect, the foUowing. 

Ist ein Kf'irptr g^ben, fUr dessen inneren oder äußeren Kaum die 
Fotentialgleichung 

stattfindet, so suche man ein System krummliniger Koordinaten von 
der Beschaffenheit, daß die den Körper begrenzende Flache in einer 
der drei sich recht\s inklig schneidenden Flächenscharen enthalten ist. 

He proceed^d io consider the special problem of finding for what 
aur&oes of revoiation a valne of V eziata in the form 

(2) F-A JBH JS;, 

in which li^ R^ and J?^ are functiona, respectively, of curvilinear 

coördinates u, Ö and coutain also two arbitrary parameters. Ue 
fonnd that 



iB* whieh r — VV + wliüe tiie form of F and F^ (oonjogate funo» 
tioDs) was to be determined. Ue derived for Ji the Talue and then 

ahowed that the poisibility of obtaining V in the form of (2) de- 
pemded upon being aU» to find a Talae of F auch that 

KV [F(jt + iu)-F,(i-iu)y + -"iW- 

i) Berliner Monatoberiobte 81, Feb. 1S78. 
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Hia coneloaion mm that 

in which an may be replaoed by cn or in and in whieh o, 6, c, il ue 
eeirtain eonstant coeffieients. 

Dr. Haantiiehel') traated the aame spedal problam in a aome- 
wbai timilar nianner, but atmimmg X to hay» tba valne aboTe, and 
gavo aome of bis reralta in the form 

the valueB uf a, c, d being indicated for several caaes. 

The purpose of this paper is to show exactly what types of linear 
transformutiou of the v -function are admissible The similar problem 
for Wangerin's results (together with a coniparison of his work with 
Haeutzschel s) has beeil pubhshed by the writer*), but the procedure 
in the present paper is much inore direct and avoids many of the 
tedious computations of the earlier paper. 

For convenience let \:>(t tu) and i, — lu) be written as P and 
Pj respeotively, the invanants //j, //j being real. The coeffieients of 
the linear transformation will be takeu as complex and as yet unde« 
terminedy so that the Talues of F aod to be considered are 

The aubatitation of (7) in (4) givee the foUowing: 

KP'P' 

in whieh the abbrenationa aie 

(9) A = ay^-a,y, D = aÖ^ - ß^y, 

B-ßy,- a^Ö, E'^ßä.-ß.d. 

By sucoesaiTe differentiation of (8) with regard to I and « re^eetiTelyi 
the second member vanishes. The new first membor rnnat also vaniahf 
80 that after the derivatives of P and which it now ocnttaina are 
removed by the aid of the relationa between them 

(10) r*^AP*~y,P-y,, Ac 

1) Haeutzschul, Reduktion der Potentialgleicbuiig, Kerlin, 1898. 

2) Amer. Jouru. of Math. 21,1. See also Atchir der Mathematik nnd Physik. 
(8; 4, 67^6& and 10, 284—887. 
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The coefficiVnts of the separate |)ower8 of P and in the resnltintr 
expreBsion inust vanisb Thud are the foUowing relations between the 
constauts in (8) obtuiued: 

16 A* - + 165^;^ - 0. 

EquatioDB (11) lead to fonr cases, viz. 

1» ^-J5-^ + D-0, J5 + 0, 



Ol) 



(12) 



2«, 3^4", f t\ 



« «• «I. ^ ^. 
•" » «1. •». »l. 
■ •». «t- 

in which äie reioliitioii of Iii« fint membor 



A 
B 



These are fite onlj 
of (8) ia possibley aad the reanlta, whioh of coune are the deeired 
Hif) and H{u) of the aame eqnation, have been given by Haentsaebel 
aa foUowa (omitting a eonstant faetor): 



(13) 



VVlien the conditiou e^uatious (12) l" are expressed in terms of a, /j etc. 
thev vield 



(14) 



iL JL JL A 
«1 A " ri ~ 'i ' 



(15) 



frorn whioh it foUowa tfaat the coeffidents m (7) are eaientially real, 
80 that the tranaformation is an inTerrion with reapect to a point on 
fhe axiB of lerolntion, lea?ing that azis nnohanged. 
Gaie 2* givee 

It may be shown from (15) that t must be real, so that cases 2®, 3*', 
4' do not exißt unless f^, e,, are respectively real. 
The original v-function curves, obtained from 

(16) X + ir - ^{t + m), 
viz. 

(17) 2.Tx» + - 2f'x -(£'^ + t'i")YK^' - £"')/(il - 0= 

are to be traneformed by the aid of (7) and (lö), giTing^ in abbreviated 
form, 

(18) ^,ii(^-«,)/(A-o+M. + 

+M.W+'1)+5.*,+c,r(*,~e,) a-o-o. 

AfahiT d«r Mrthf »tlk uA J^hytlli. ni. B«Um. XlU, 16 
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It will be noticed that the axis ot' revolution is au axis of symmetry 
of these traiiHtorined curves und came froni a circle of symmetrj' in 
(17j. Siniilar resnlts follow in cnses 3** and 4''. 

The suinmury <>f this investigatiuii is that the only allitwalde 
• coefBcients in (7) are tliuse whieh cause the axis of revolution or th»« 
respective cireles of synunetry iu (17) to ehange into the axis of re- 
volution. From this fact it follows that the surfaces of revolution 
correspouding to (17) are of the sauie degree after the transformatiou of 
their meridian curves. 

Philadelphia, U.S.A., August 1907. 



Über gewisse Transformationen von ebenen Kurven 

dritter Ordnung. 

Von F. KöLMEL in Baden-Baden. 

1. Die Oleichnng der Kurve und deren Interpretation. 
Die Gleichung einer ebenen Kurre dritter Ordnung kann stets in 
die Form 3y«#- 8B«*f + 8Ca?#»+ Dj» 
gebracht werden, wobei X'^O, m^O ein reeUer Wendepunkt, « » 0 
die Wendetangente in diesem und y » 0 die hannoniselie Polare des- 
selben ist Bei reeU yariablen AfB,C,JD stellt die Gleiohung dann 
ein Tieriaeh unendliches System Ton C^*) dar, die einen reellen Wende- 
punkt^ die Tangente in diesem und dessen harmonische Polare gemein- 
sam haben. Ist # 0 die unendlich finrne Oerade und sind x, y recht* 
winklige Koordinaten, so liegt eine divergierende Parabel vor. Ist die 
Oerade « 0 parallel rar Oeraden — 0 im Endlichen, so stellt die 
Gleichung eine Q mit einer reellen Wendeasymptote j — 0 dar. Zur 
Zeichnung der Kurve bei dieser Annahme tragt man auf der y-Achse 
eine gewöhnliche euklidische MaBskala ab, auf der a^Adhse aber eine 
projektive, so daß dem Schnittpunkte der :c-Achse mit der jf-Achse 
die MaBsahl 0, dem Schnittpunkte der jß-Achse mit der «-Achse die 
Maßzahl oo entsprich^ wahrend dw Ort der Zahl 1 noch bel^eb^; ge- 
wählt werden kann. 

2. Die Transformation zweier solcher Kurven ineinander. 

Es seien zwei solche Kurven gegeben durch die Gleichungen: 

3 y\e^ = Aul + ^ + "f ^^^^l, 
3 y«if« = 5la » + 3 ibx*z + 3 (ixM^ + 

1) Kurv« dritter Ordnung. 
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oder 

Die iMiden Aronholdsehen InTurianteii Ton JP und nnd dann bsw.: 

Bei einer Transformation TOn F in $ innß jeden&lli ^ Wende- 
punkt nnd dessen Ttogente und hannoiiisGlie Polare wieder in einen 
Wendepnnkt mit seiner Tsngente and harmonischen Polaren tlbeigehen. 
Lassen wir den Wendepunkt » 0, jp^ 0 in ä; — 0, jr » 0 fibergehen, 
so tiUBt sieh die Transformation in der Form sehreihen: 

ÜXi^ttlX +«iS, 

Führt man diese Transformation an F aus und veigleicht die er- 
haltenen Koeffizienten mit den entsprechenden von %y so erhält man 
zur Bestimmung der Tranafonnationskoeffizienten folgende Gleichungen: 

(1) «-^oj, 

(2) e - Afi^e, + 

(3) C - r; + 2 J9a, r, 4- Ca, cj, 

(4) 2) = .4c; + 3 i^cjc, + 3 C'tjc-- -f i>cj, 

(5) 1 = b\c,. 

Ans (1) folgt snnSefast — s j/^, wo s eine dritte Einheitswonel 

dj[/^ dann absolut ') zu nehmen ist. Aus den Gleichungen (1), (2), (3) 

leiten «rir duroh Division mit ^ andere Gleichungen ab. Aus diesen 
finden wir dann _ 



s 

un ' 



woraus sich unter Benutzung des schon gefundenen Wertes für aj ergibt 

8* 



daraus folgt 



1) Das einfiMshe Wnnelseioben y~ ist iteto nur absolot sn nehmen. 

15* 
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Wir haben also Uie TrausioriuatiuiLsgleichuiigeii: 



(A.) 



Wegen der bekannten lielation ja*" 2' ^"^^ schreiben: 



Die TniiBformatioiUKletonDÜuuite wird: 

Daa bei jf vor y ^ stehende doppelte Voraeichen ist von den übrigen 

Doppelxeieheii TdUig anabhihigig^ kann also mit jedem kombiniert werden, 
w&hrend aonat bei den Doppelaeiehen je nnr die oberen miteinander 
korrespondieren nnd ebenso die unteren snaammengehSren. Indem man 
die &a a^f hf, erhaltenen Werte in die Bestimmungsgleichnngen 
(1)— (5) einsetaiy erhilt man: 

(1) « - «, 

(2) « - ©, 

4«i - f 



(4) 



(5) 1 » 1. 

Demnaoh ist die Gleichung der transformierten Knrre snnSehst: 
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3. DisknMioB d«r TnuuÜDnuKttoneiL 

1. Ans den Gleichimgen (3) und (4) am Ende des vorigen Ab- 
Bchnittes folgt: 

(b) _3:+i2»@(l-«)-q:y|'.r, 

wenn die tranaformierte mit 3 ^ ^ identisch sein soll 

Die Gleiehung (a) ist eif&llt i&r c — 1 oder 6 £f — 0; in beiden 
Fallen geht die Oleiohnng (b) Aber in: 

T ^ V 8" 

was der bekannten Relation 2« * fi ^^pneht. Als besonderer Fall 

sei enriUint, daB (b) aueh dnieh IB *> 0 erfüllt ist, dies ftliixt wegen (a) 
auf KS » 0, wenn < «f Diese letztere Bedingung ist erflillt, wenn 
entweder a) (£ » 0, oder fi) 9 — 0. 

u) führt auf die Gleichung 

Dies ist ein besonderer Fall der C^, fSr welche 5 — 0. Die Koordi- 
naten der zwei imaginären Punkte mf der X-Achse sind Ton der Form 
c« und s*«. 

fi) fuhrt auf die CHeichung 

Diese 0, zerfallt in die Gerade f — 0 nnd eine C^, die diese Gerade 
in ihrem Sdhnittponkte mit der Geraden y — 0 berfihri 

2. Ans der Gleichung 

ergibt sich femer: 

a) Sind die Koeftizienten von F reell und die von % imagin&r, so 
sind natürlich die Transformationen imagiiwr. 

b) Ist P reell und auch nnd haben @ und S gleiche Voneiehen, 
so ist auch % reell, also auch %. T und % haben ^ehe oder ent* 
g^gsngesetste Voneichen, je nachdem man auf der linken Seite bl- 
öder — setrt^ 

c) Ist F nnd auch @ reell, aber 8 und % entgegengssetrten Zei- 
chens, so wird % und also auch ^ imagiair, außer wenn X'^T^O, 
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d) Ist F reell, und enetet man in S die @ durch wobei 
t _ nL±i£üy 90 wird % imaginär (aber % bleibt feell), außer wenn 

©-5 = 0. 

3. Damach haben wir folgende Hauptfalle miseier Tranifoima- 

tionen: 





Sind alle Koeflisienten von F und gf reell Toiauageeefart^ so folgt: 

«) Sind 8 und © Ton gleicheii Zeiohen, bo sind alle Transibr^ 
mationen la) reell nnd führen jede reelle wieder in eine reelle 
Aber, wobei die «ntepreehenden LiTarianten gleiche Zeiohen haben. In 
Ib) ist die y-Transfonnation imaginSr, aber jede reelle geht in 
eine reelle über, wobei T das Zeichen wediseli 
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Für T = ^ = 0 ^'elit jede harmonische (3 in eiue der^elbeu Art 
(d. h. mit gleichen Vorzeichen in S und ©) über. 

ß) Siod S und (5 von verschiedenen Vorzeichen, so sind die Trans- 
formationen la) und Ib) imaginär and fahren eine gewöhnliche reelle 
nicht in eine reelle Uber. 

Für jT = X =- 0 dagegen geht jede reelle harmonische in eine 
reelle der anderen Art über (d. h. mit anderen Zeichen in S und (S). 

y) lat ^ » @ «■ 0, so fallen die Transformationen I a) und Ib) zu- 
sammen, wie man aus der Form B) sieht. Jede reeUe anharmonische 
C3 geht in eine reelle über. Wechselt T das Zeichen, so ist die y -Trans- 
formation wieder imaginär. 

d) Die Transformationen U) führen eine reelle C|y für die <S und @ 
nicht verschwinden, nicht in eine reelle über. 

Für 5 = @ = 0 dagegen geht jede reelle äquianharmonische 
durch II) wieder in eine solche über. Haben T und % gleiche Zeichen, 
so wird die ^-Transformation reell, im anderen Falle imaginär. 

Durch eine vermehrte Anzahl von Trnnsfonnationeii sind also unter 
den reellen C/g die harmonischen nnd äquianharmonischen amge- 
zeichnet, wie sie auch durch das Verschwinden einer Invariante aus- 
gezeichnet sind. Daher treten sie auch bei der Einteilung der C, als 
ausgezeichnete Übergangsfälle auf, sowohl wenn man nach rein inva- 
riantentheoretischen Gesichtspunkten ^) verfährt, als auch wenn man die 
Anzahl der möglichen Transformationen') als ausschlaggebend ansieht. 

Baden 1906, September. 



Über die Lage der Haupttr&gheitsacliseii von Punktsystemen 

in der Ebene» 

Von H. W. E. Jung in Marburg. 

Es seien n Punkte in einer Ebene gegeben. Ihre Koordinaten in- 
besug aof ein rechtwinkliges Koordinatensystem seien jr, (u — 1, 
. . . m). Wir setzen g^mm ^ »y^ Es sei dann f(M) die Gleichung 
H-ten Grades, deren Wnrzehi M^t '* Punktsysteme, die 

1) meine Arbeit : Ableitung der verschiedenen Formen der ebenen Kurven 
dritter Ordnung und Klassiilkation derselben. I. lb9A Etienheim. III. 1904 Baden- 
Baden. 

1) VgL H. Wiener. Die Einteiliuig der ebenen Kurven und Kegel dzittw 
Ofdinmig. HaUe 1901. 
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aus den Wurzelpunktcn der Ableitungen /"(/), T • • • ^on f(js) be- 
stehen, wollen wir die abgeleiteten Punktsysteme des ursprünglichen 
nennen. 

Das (// l)t€ abgeleitete I'unktsystera besteht nur aus einem 
Punkte, dem Wurzelpunkte von f " ^> (^zj, Difsei Punkt hat die Eigen 
Schaft, daß er der Schwerpunkt sowohl des gegebenen, sowie auch eines 
jeden abgeleiteten Punktsystems ist.*) 

Das (n — 2)te abgeleitete Punktsystem besteht aus zwei Punkten, 
nämlich den beiden Wurzelpankten TOn f^*~^(g). Die Verbindungs- 
linie dieser beiden Punkte und die Mittelaenkrediie ihrer Verbindungs- 
strecke sind die HanpttriigheltneliMii sowohl des gegebenfla Pimkfc- 
systems als andi jedes abgeleiteten. 

Der Beweis ist einlach. Es ist nämlich: f^"-*^ 

Als Bedingung dafilr, daß die Wurzelpunkte dieser Gleichung so liefen, 
daß die Koordinatenachsen mit der N'erbiudungsliuie der beiden \N urzel- 
punkte und der Mittelsoukrechten ihrer Verbindungsstrecke identisch 
sind, ergibt sich daraus 

Das aber gibt umgeformt 

also die Bedingungen dafür, daß die Koordinatenachsen die Hauptträg- 
heitaadiMii aind. 

Die Wnrselponkte tod f^~^ (e) liegen immer auf derselben Träg- 
heitaaidise, auf der die Brennpnnkte der Tri^eitsellipse liegen, uid 
man kann fttr » > 2 durch passende Wahl der Einheit erreichen, daB 
sie mit ihnen xusammen&llen, natürlich voran^g ese t at , daB die ge- 
gebenen Punkte nicht in einer geraden Linio liegen. 

1) Vgl. Uenkrahe, dieses Axohiy (8) <, 857 
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James Joseph Sylvester. The Collected Mathematical Fapera. Cam 
bridge. At the University Press. Vol. I (1837—1853). 1904. Xll u. 
650 S. Vol. n (1854—1878). 1908. Wtth two ^teg. XVI n. 781 a 

Beferent steht einer Besprechung der vorliegendeii Sammlung insofimi 
nioht TölUg frei g^enfiber, als er in einer Wflrdigniig der witwnadiKftlichen 
Arbeit Sylvesters (Math. Ann. 50) die Äaßemng tei: „Wie die Abhandlungen 
vorliegen, uuftihig ein klares gegenständliches Bild /u ^'ehon, kann ihre Lektüro 
im ganzen heute eigentlich niemandem mehr zugemutet wcnleu." Indessen 
kann ja die Herausgabe noch von manchem freudig begrüßt werden, der 
dannf vendehtet, jemals eine Abhandlung von BjWester, oder gar eine 
Reihe solcher, von Anfang zu End«' ^u lesen. Unsere eben genannte \\'ardi- 
gunir hat jiusgesproehen, was die (Jesehichte drr Wisseii'^cliail l)ezeiigf : daü in 
der tormJosen Produktion Sylvesters eine der tjuellen der Wissenschalt von 
den algebraisch -kombinatorischen Formprozessen und manche Keime zu be- 
deutenden Leutongen in den Theorien der Elimination , der quadratiadien 
Formen und der Partition der Zahlen, audi gelegentiiche geniale Inspirationen 
enthalten sind. Und wer als Forscher heute noch aus diesen Bestrebungen 
Anregimg ziehen, oder wer die Geschichte dieser Fragen verfolgen will, wird 
die Zusammenfassung aller Abhandlungen natürlich willkommen heißen. Mit 
diesem £rfolg aber wird sich der Herausgeber, IJorr H. F. Baker, der be- 
kannte Kathematiker und IfitgUed des Si Johns College in Oamhridge, an dem 
Sylvester einst graduierte und dessen Ehrenmitglied er war, trots seiner 
großen und selbstlosen Bemühung begnügen müssen. 

Denn daß die .\hhandlungen nun durch ihre Zusammenfassung genieß- 
barer geworden wären, oder daß sie dadurch gar einen Anüug von Klassischem 
erhalten hltten, das ist, wie es Toraussnaehen war, nidit der FaU. Im 
Gegenteil hohen sich, so hart zusammmengedringt, die großen Hingel nur um 
80 deatUcher und abschreckender hervor, so daß die einzebien lichter mehr 
verschwinden — nicht nnr die MUngol der "nißereii Funn, sondern auch ihr 
tieferer Grund: dw Mangel an logischer Entwicklung der Ideen und an Syste- 
matik fiberhaupt, an deren Stelle oft bloßes Probieren und Koujekturioren 
tritt; dann der Ifangsl an jeder Selbstsucht in der Rrftfung der Gedanken 
des Augenblicks; die flppige Phantasie und die grsoienlose nngesfigelte Eitel- 
keit nnd Selbstberäuchening in bizaiTesteu Außenmgen. Es wäre unmöglich 
gewesen, bei einer Gesamtausgabe diese Mängel gänzlich zu unt«rdrücken ; 
vielleicht sogar schwer durchführbar, ihre größten Auswüchse zu beseitigen, 
ohne den Charakter des Weskes su serstfirso. Aus diesem Grande scheint 
sioh der Heransgeher — er qpridit sidi in der knappoi Vorrede darfther nioht 
aus ~ entsohlossen xu haben, die Abhandlungen treuest in ihrer urqjMrttng- 
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liehen Form wiederzugeben, ohue alle ÄDderungeu und ohne Zusätze aus 
sjAterer loteratur, nur unter Korrektur von Schreib- und anderen Fehlem in 
den Fonneln. Von diemn OrondsKtzen weicht der Herausgeber nur in swei Zu- 

fügungen ab: einem Verweis am Fuße von T, S. 587 und einer Note über 
Unterdeterminanten am Schluß von Bd. I, ohne «laß der nnind gerade dieser 
und nur dieser Ziifüi:uiifjen ersuhtlich ist; und in einer Wfj^rlassung: einer auf 
Resses Person be/,ügiichen protegierenden Äußerung (I, Abb. Nr. 57). Letzteres 
ist nksht recht erUllilidi, da ja alle weiteren penönliöheo Auslassungen, 
darunter sehr viele ganz ephemere, unverindert abgedruckt sind, so auch 
(I, R. 189) eine wenig schöne ungegründete PrioritStsreldamation gegen Hesse, 
der doch Sylvester (cf. I, S. HOl?J g^riide in rein-algebraischen Dnrchftihrunpen 
überlegen war. Vielleicht hütte der Herausgeber doch, ohne seiner Auflassung 
im ganzen untreu zu werden, manche Stellen streichen können, welche als 
wohl erst wllurend des Druckes in unreiÜBr Vermutung koiuipiert erscheiiien 
und vom Autor selbst xuletst noch als ftlsch eifauuit wurden (et t, B. II, 
8. 339-341, Anm.V 

Anzuerkennen an «h r vorliegenden Herausgabe ist die wesentlich chro- 
nologisch gehaltene Anordnung. £iue solche gibt schon an sich ein Bild 
der Sebaliinist&tigkeii des Autors, wfthrend die Gruppierung naeh den Pub* 
likationsorganen, wie sie neuerlidi bei einigen Bammlungsn beliebt worden 
ist, bequemer für die TlenHU^ber als fOr die Benutzer des Werkes ist. Noch 
hesser erscheini freilich, wenigstens bei einem viele Bände umfassenden Wcrkn, 
die Einteilung in (iruppen nach dem («egeustand, verbunden mit chronologi- 
scher Ordnung innerhalb der (Iruppen, wie es bei Gauß, Jacobi usw. ge- 
schehen ist; aber der ümfimg des Sdhaffens Sylvesters liSt noch das erstere 
Frincip ra. 

Dagegen wäre es — wie es hei den Sammlungen fJauß, Jaoobi, 
Hesse usw. geschehen ist - erwünscht gewesen, orientierende Anmerkungen 
zugefügt zu sehen. Gerade bei einem Autor, der Schritt für Schritt der Ver- 
besserung bedurfte, rind historisdie und kommentierende AxoMilmngen, die 
auf Zusammmihlnge mit Voibei^hendem und auch Kaobfolgendem Unweiten 
oder den 8inn erlftutem, unentbehrlidi; sie würden das Werk handlicher und 
einem größeren Kreis zugänglicher geniaclif haben. Dazu wäre freilich nicht 
die Arbeit eines einzelnen llcrausgebur-H hinreichend, sondern es müßte, wie 
es in jenen Fällen geschehen ist, ein Zusammenwirken einer lieihe von Kräften 
stattfinden. Und das wftre im voriiegenden Palle wohl nidit an erreieiiett 
gewesen. 

Der erste Band der Sammlung, 1837—1853 umfassend, enthalt 68 Ab- 
handlungen, unter denen sich die wichtigsten des ganzen Werkes des Autors 
befinden: die Arbeiten über Elimination, die über quadratische Formen mit 
dem Trigfaeitsgesets und mit den ersten Ideen fiber Elnnentarteiler, die Aber 
Sturm sdie Fuiktionen, die DeterminantmsfttBe und vor aUem dieFonohungm 
in der Formentheoric, l»c>c*nders den kanonischen Formen. Der zweite Band, 
von 18')4 1H73 gehend, bringt 110 Aufsätze, darunter von stark ausge- 
dehnten dtjii iil»cr Newtons Regel fNr. 74), der aber mehr wegen der inva- 
riautiven Kealitütskriterieu iiXr die Wurzeln der Gleichungen fünften Grades 
bedeutend ist, und die Vorlesungen Aber Partition (Nr. 26). Vier Ueineve 
der Aufsätze hatte Sylvester einmal unter der Ühersohxift „Nugae Mathe- 
matioae" nisammengefafit — ein bescheidener Titel, der auf sehr Tide der Auf- 
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Sätze gepaßt haben würde; auch anf den Anhauj;, der Bemerkun^^'fn znr niadio 
matischen Heuristik (enthalten in Sylvesters Buch ,,The Laws of Verse'lj 
und eine Diskussion mit G. H. Lewes und anderen über Raun und Zeit aus 
der „Natare** in eartenso abdruekt. — Ein allgemeiner Lidez ist dem letsten 
Band vorbehalten, für den wir noch den Wunsch aussprechen, daß er auch ein 
Porträt Sylvesters und vieUeioht auch seine Biographie bringen möchte. 
Erlangw. M. Nobtbbr. 



Heinrich Wieleituer. Theorie der ebenen algebraischen Kurven 
höherer Ordnung. (Sammlung Schubert 43 Bd.) Mit 82 Figuren im 
Text. XXII u. 313 S. 8. Leipzig 1905, G. J. Göschen sehe Verlagsbuch- 
handlung. Geh. JC 10, — . 

Als Referent in seinem zweiten Studiensemester (Sommer 1861) die 
1852 ersehienene erste Auflag» der Higher plane enrves von Salmon in die 

Hand bekam, wirkte dieses Buch anf ihn wie eine Offenbaning über lange gesuchte 
und nun klar enthüllte Wahrheiten. Die Zusammenfassung der grundlegenden 
Eigenschaft^Mi der algebraischen K(ii\t'n bei freier Auffassung des Koordina- 
tenbegriffes klärte den Schüler über viele Fragen auf, die ihn bis dahin ge- 
qnilt hatten, und darum Uieb diesmn Werke in den fidgenden Auflagen die 
Zuneigung des alternden Mannes gewahrt, der das dauernde Wachstum des 
in dem Buche abgehandelten Stoffes infolge der Arbeit vieler talentvoller und 
rüstig schaffender Forseber miterlebte. Die Vor/ügf' des Salmon sehen 
Werkes, dessen deutsche Bearbeitung durch Fiedler auf der Höhe der Wissen- 
schaft gehalten wurde, haben es jedem Nachfulger schwer gemacht, für den 
jeweiligen Zeitpunkt etwas Verglrichbaree fSartig su stellen. Die Vorlesungen 
von Clehsch über Geometrie in der Bearbeitung von Lindemann gaben 
nach der Theone der algebraischen Formen hin eine bedeutungsvolle Firgftn- 
xung. Daß aber auch für die englisch redenden Matbt'inatikor fine umfassen- 
dere Bearbeitung nötig erschien, zeigte sich an manchen literarischen £r- 
sdieinungeu, so in dem von einer Sdifikria Gaylejs var&Bten Buche: An 
introdaetorjr aoooont of certsin modern ideas and methods in plane analyti- 
cal geometry by Charlotte Angas Scott (London, 1894), welcher Schrift 
Cole im Bulletin of the American Mathematioal Sodety (2) 2, 265—271 
enthusiastischen Beifall gezollt hat. 

Hiernach ist es begreiflich, dafi eine Neubearbeitung des interessanten 
OeUetes sdir vielen Wtlnsehen entgegenkommt, daB abw aueh die Befriedi- 
gung dieser Wtlnsche keine leichte Aufgabe ist. Der Verfasser des vorliegen- 
den Buches ist sich der Schwierigkeiten seines Unternehmens bewußt gewesen 
und hat daher bei der Übernahme des Bandes der Schubert sehen Sammlung, 
der die Theorie der ebenen algebraischen Kurven bringen soU, gewissenhafte und 
umfassende literarische Studien gemadit. Als Frudit eines Teils dieser ftim- 
meUrbeit hat er, abgesondert von der gegenwirtigen VerOffentiidhung, die 
Schi-ift erscheinen lassen: „Bibliographie der höheren algebraischen Kui-ven 
für den Zeitabschnitt von IHOO — 1004" (Leipzig 19( >.'»); vergl. dieses Archiv 
(3) 1», 83. Der .Jugendniut hat ihn aber auch vor /.u großer Ängstlichkeit 
behütet, und so ist er irisch an die Abfassung gegangen und hat nach kurzer 
Itist sein flott geschriebenes .Werk den Mathematiten zur Benntiung fertig 
Absieben. 
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Als ztisamnif ufnsspnde DarstelliuiL: clor Eigeuschafiou der algebraischen 
Kurven ist das Buch recht /.oitgemäü; es wird hofienilich dazu beitragen, der 
deatndimi rtudierenden Jngend dieses GeUel der Mathematik, das Idder auf 
mandien üaiTtrntilten gans vernaoUlsaigt wird, in seiner SehOnlieit nnd 
Fruchtbarkeit vor die Augen zu ftthren und Keben zu lehr* n. Unt^rsch&tit 
hat der Verfasser wohl die Urwältifruriir dos riepcnstiindes dunh den Leser, 
wenn er sein Werk als für Anfänger berechnul hinstellt. Hfttte er den Er- 
folg derartiger Hochschulvurträge beobachten können, so würde er wohl 
anders genrimlt haben. Dagegen bat er als praktischer Lehrer den Wert 
konkreter Beispiele riehtig eingeschätzt und durch ausführliche Behandlung 
derselben unter Zufflgnn^j lui^sendpr Figuren ein Reizmittel fftr das Studium 
seines Buches geschaffen. Die 1 uüliclikeit der Dar^tellnnp, wio sie dem Refe- 
renten aus dem Studium der Salmon sehen Uigher plane curves von>ehwebt^, 
wie sie dann aneh Gb. A. Scott in ihrem Introidnetoiy aoeonoi bewihrt Ittt, 
kann der ▼oriiegemdon Sohzift nicht tiberall zugesprochen werden. Das Be- 
streben, in dem gegebenen Bihmen recht viel sn geben, sdieint hierbei nicht 
ohne Einfluß eoMiehen zu sein. 

Von den vierzehn Abschnitten sind die eisten elf (212 Seiten) dei- all- 
gemeinen Theorie der algebraischen Kurven gewidmet. Die lolgouden drei 
Abschnitte: tiber die Kurven dritter Ordnung (42 Seiten), vierter Ordnung 
(86 Seiten) und über Kurvensysteme (19 Seiten), endlich ein Sachregister 
nehmen das letzte Drittel des Buches in Anspnich. Zwei Drittel des Werkes 
sind also auf die allgemeinen Untersuchungen vorwondet ; dies ist ein charak- 
teristischer Zug. Eine Kritik von Einzelheiten würde zu weit führen; wir 
verweisen dieserhalb auf £e eingebende Besprechung im Jahrbuche über die 
Fortschritte der Mathematik 86, 633 — 628, wo einer der besten Kenner dieses 
Gebietes, Hr. W. Fr. Meyer neben aller Anerkennung der vorliegenden Lei- 
stung die Berilcksichtigunp einer Reihe von .\nsstellungen fiir die nächst« 
Auflage emptiehlt. Hoffen wir, daB infolge einer fleißigen Benutzung des 
Werkes durch die Studenten eme zweite verbesserte Auflage bald nöti^,' wird. 

Berlin. E. Laupk. 

Walther. Iiohr^ und ÜbungsbaOh te Ctoometii« fOr Unte»- imd 
ICttelfltiiflB. Mit Anbang (für Bealaastalten) I: Ebene Trigonomttrie, 

II: Abbildung und Berechnung einfacher KOrper. VHI n. 204 8. 8. 

Berlin 1907, Otto Salle. Geh. M 2,20. 
Knops. Koppe -Diekmanns Geometrie zum Gebrauche an höheren 

Unterrichtsanstalten. (24. Auflage.) Ausgabe für Beailehranstalten. 

I. Teil: Planimetrie, Stereometrie und Trigonometrie. 8. Auflage der 

neuen Bearbeitung. Mit 8 Tafeb, 184 Figuren und sahlreichen Übungen 

und Aufgaben. IV nnd 272 S. 8. Essen 1908, Q.D.Baedeker. Geb. .#2.40. 
Ho^Tftr. Lehr- und Übungsbuch für Untergymnaeien. Mit 181 Fi- 

cruren. Achte Auflage. 124 S. H. Wien 1907, F.Temp^ky. Geb. 1 K 80 h. 
Jlavisoii und Richards. Plane Geometry for Seoondary Schools. 

Cambridge: At the üniversity Press 1907. VIII und 411. 8®. Geb. 4 sh. 

Wer den Meraner Reform Vorschlägen zustimmt, ist, auch wenn er an dem 
in der Sehule eingeflkhrten Ldurbnch ünterstfltsung nicht findet» sehr wohl in 
Lage, die F(»derangen der Unterriobtskonunission, sowdt es ihm die Penssn* 
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begreuzuug erlaubt, zu verwirklichen. Mau filogt aber auch in den Lehr- 
bOohem «n, den ReformTOrschlägen Bechnnng zu tragen, was natoi^wn&B un 
grflndlichsten bei gans neuen literatorersengnissen gewiieliMi kann. Waith ers 
Geometrie leigt dies in höchst eriV* ulii her Weite. Dadurch daß Überall ße- 

wegiiuijen in die Vorstellungen und Figunn hinoinpptragen wprdfn, wird die 
Auschaulichkeit erleichtert und die Aiistliiuiuii^' geklärt und vfitiHt't. Die 
Hinweise auf die gerade so besonders hervortrete udeu tunktioualeu Zusaumea- 
hSnge werden der ,,Eniehiing rar Oewohnheit des fonktionalen Denkens^ 
dienstbar gemacht. Bei aller Ausführlichkeit im Methodologischen, nament- 
lich in den Eingangsiibschnitten, zeigt die Darstellung im übrigen Streben nach 
Künte und Knappheit, un einigen Stfllen, wie Ix'i dor originellen Erklärung 
der Ähnlichkeit S. 100, Ireilich hierin wohl etwaü weitgehend. Die Übungen 
aiad reiddudtig und gesohkikt «MgewBhlt So bietet Walthers Lehr- und 
Obongsbucb eine trefflicheVerwirklidinngdessen, was durch die BefbnnycHreehlSge 
für die Geometrie der Unter- und Mittelstufe gefordert worden ist Auch in 
den Neuauflagen von Knops (Koppe- Diekmann i uri<l Ilocevnr ist, wenn 
au<'h nicht in so weitgehendem Umfauge, den Mt runer FonltTungen ent- 
sprochen. Z. B. behandeln beide Bücher die Urundautgaben für die Dreiecks- 
kmistniktioii tot den KongruenzsStxen, und beide betaracfaten an geeigneten 
Stellen die Figuren als beweglich. Welch' anderes Leben erhalten so etwa 
die Sfttze über Inkongruenz der Dreiecke (Hocevar S. 33)! Auf die funk- 
tionale Abhängigkeit geht Knops durch alle Oebiete den boliiindelten Stofiks 
bin ein, während Hocevar nur gelegentlich Vorbereitendes LTibt un l <iie Be- 
zeichnung „Funktion** noch vermeidet. Den letzteren Standpunkt nehmen 
dem FunktiottBbegn£f gegenfiber auch Davison und Richards ein. Wfthrend 
ihr Buch in vielem, so in der Benutzung von Bewegungsvorstellungen (z. B. 
beim Halbieren und in der Kreislehrej, durchaus mildern ist, entspricht anderes, 
als zu de<luktiv I /.. B. die Behandlung der Kongnien/sätze). den Meran er For- 
derungen nicht. Becht empfehlenswert ist, daü die eugli.schen Vertasser, 
ebenso wie der (toterreichische, frtthseitig bei Fliohenberechnungen Koordinaten 
benutzen. Das Aufgabenmaterial ist bei Davison und Richards besonders 
rsidihaltig; es enthält auch schwierigere Aufgaben, die über den Rahmen dessen, 
was bei uns für die Schulen in Frage kommt, hinausgehen xmä im besondern 
auch über die von der Unterrichtskommission autge.stelltou Ziele. Wie die 
Neuauflagen von Knops (Aufl. 7 wurde im XIII. Baad S. 175 besprochen) 
und Hoeevar, beides bestens eingeführte Lehrbücher, so kann die Flaue 
Geometry von Davison und Richards wegen der klaren Darstellungsweise 
und der ansgeseiohneten Ausstattong bestens empfohlen werden. 

Gera. £. Kullrioh. 

Cb. Lucas de Peglofiau. N.-H. Abel. Sa vle et 8on oeuTrsu XILL 

u. 168 S. gr. 8. Mit Bildnis. Paris t^oO, Gauthier- Villars. 
Die Nachrichten ül>er da.s Leben und die Scbiipfnngen von Niels Hen- 
rik Abel (* T) Angnsf IS02, f C. April 1829) sind zuerst von C. A. Bjerk- 
nes mit Ümi>icht gebammelt und in einer Reihe von Artikeln der „Nordisk 
Tidskrift Ahr vetenskap, konst oeh industri** 1880 in Stockhobn veröffentlicht 
worden. Da eine Übeisetinng dieser Artikelreihe in eine der allgemein ver- 
standwien Sprachen Europas sehr wünschenswert war, untersog sich Hottel, 
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der sprachkundige Professor der Mathematik an der Facoliä des Scieuces de 
Bordeaux, diwer Aufgabe und li«B die auf diese Weise entstaDdene BiogfSr 
phie Abels in den „M^moiret de la Societe dos sciences physiqaee et natu- 
relles de Bordeaux" abdmcken, wo sie als Band I der dritten Serie 1884 er> 

schienen ist. 

Von der üx'uße seines Helden ganz ertiUlt, hatte Bjerknes mit rühren- 
dem Flei0e allem oaehgespürt, was anf den Lebeusgang Abels BinfloB ans* 
geflbt hat, wid hat seiner Begeisteraag in der DarsteUnng den ent^mdien- 
den Aoadmck gegeben. Allein in seinem Bestreben, die llberragende Größe 
seines Heros würdig zu schildern, hat er nicht immpr gegen andere Gerechtig- 
keit waltpii lassen. Inshesondere hat er Lfe<:en unseren .lacobi mit Öpiti- 
tiudigkeit den Indizienbeweis zu l'Uhreu gebucht, dati dieser gleichstrebende 
dentsehe Forscher an don naiven Nordlinder hinterlistige l^agiate Terftbt 
habe. Die Abwehr dieser Angriffe auf imseren Landsmann, der mehr als 
irgend jemand lur Verherrlich uug Abels beigetragen hat, übernahm dann 
der Franzose Bertraud in einem köstlichen Artikel des „Bulletin des sciences 
matheniatiques" (2) 9, 190- 202, 1885. Nach Kenntnisnahme dieser Be- 
sprechung dei> Bjerknes sehen Werkes unterließ Weierstraß, der Hersus- 
geber der Werke Jaoobis, die Ton ihm beabsielifeigte Brwidemng. 

Weitere Beiträge zur Lebeusgesehichte Abels erschienen bei Gele^^rnheit 
der Jahrhundertfeier seiner Geburt lün2, unter denen als die wiclitisj>te Schrift 
zu nennen ist das , .Memorial du Centeuaiii'" (vgl. Archiv (3) S, 16l' — 165). 
In ihm wird der Verlauf seines Lebens von Elling Horst im Zusammen- 
hange erslhlt, sein wissenschafUiches Lebenswerk von L. Sjlow Tortrefflich 
gewflrdigt Manohe bis dahin nicht bekannt gewordenen Dokumente, die be> 
sonders Karl Stürmer mit feinem i^pürsinn ausfindig gemacht hatte, sind 
neben den sünitlichen erhaltenen Briefen Al)els (in norwegischer Sprache und 
in französischer Übersetzung) hier verötl'entlicht. W egen des groÜen üm- 
fauges des Memorial und seines nicht niedrigen Preises konnte es lohnend er- 
scheinen^ das Leben Abels in kllnerar einheitlieber Form und in nisammen- 
fassender Darstellung abermals zu schreiben. 

Kine solche knappere und leichter lesbare Biographie hat Lucas de 
Pesluüan geliefert. In einem müßigen Baude erhält der Leser Aufschluß 
über die äußeren Lebensschicksale Abel s und seine wissenschaftlichen Leistungen. 
Das Ziel des YerfiMsers ist aber hflher gesteckt: er mSchte aeigen, wie die 
einidnen Gedankenbildungen in dem Geist ihres SchSpfsrs entstanden, wie 
sie miteinander verkettet sind. „Man wird begreifen, warum ioh aifillt die 
Erzählung seines Geschickes von der Zerglit derung seines Lebenswerkes ge- 
trennt habe; man wird schließlich das Phantastische oder sogar das Roman- 
hafte in dieser Arbeit entschuldigen.*' Damit ist also gesagt, daß die Schluß- 
folgerungen durchaus nicht den Anqiruch auf Sioherheit oder selbst große 
Wahrscheinlidhkeit machen können. „Diejenigen, denen ihre freie Zeit die 
Unternehmung einer derartigen Arbeit gestattet, mögen nur gleich von der 
Lektüre des vorliegenden Buches abstehen^'. Der Inhalt ist also mit kritischer 
\ orsicht aufzunehmen. Selbst bei einfachen Tatsachen bleiben Zweifel be- 
stehen. So wird in der Note S (8. 189) der Vater von Christine Kemp, 
der Braut Abels, als Kupfersdimied (duMidronnier) beseidmet, während 
Holst im M^orial 8. 24 ihn als Generalintendanten (intendant giminl) be- 
nennt 
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Die obeu betUhrte Frage nach dem Vurbältuis von Jacubi zu Abel ist 
beiseite gesehoben, weil ja nur toh Abel sn reden sei. Trotidem wird bin- 
siehtUeh dieser Frage anf die „sdir sehfinen Stadien im Buehe von Bjerkaes** 

biagewiesen, ohne daB die Kritik von Bertrand erwähnt wird. Fast sobmnt 
es, daß der Vt-rfasser die deutsche Literatur, ja die dfutscht' Sprarh^ nur 
ungenügend kennt. Es entspricht nicht dem Inhalte des von l'r« lle ^n- 
gründeten „Journals für die reine und angewandte Mutheniaük ", wenn es nh 
eine ,^Tae math^atique** beieiebnet wird. Unter den Mathematikern, die 
auf S. 1S6 als die Ausbildner der Abel sdien Ideen genannt werden: Jacobi, 
Kiemann, Hermite, Halphen, vermißt man vor allem Weierstraß, 
dessen ganzes Leben hauptsachlich dem Ausbau der Theorie der Abel sehen 
Funktionen gewidmet war. Und unser Schumacher wird zumeist in bbu- 
maeher veniMtaltet DaB die Vtensosen Abel bei seiner Anwesenheit in 
Fans gaas Teroadülssigt, seine GrSBe Terkannt haben, wird weitllnfig erkllrt 
und entsohnldigt. Daß aber .\bel die in Frankreich ihm vorenthaltene An- 
erkennung in Deutschland reiililich iftiuiden hat, muß aus den Tatsachen 
mehr geschlossen werden, als daß der Verfasser es z\i betonen Anlaß nähme. 

Es ist immerhin eindrucksvoll, den bezaubeiiideu Eintluß eines so einzig 
gearteten Gmiies, wie Abel es war, anf das Gemfit eines empfUnglichen Fran- 
soeen aus der Darstdluiig hervorleuchten zu sehen. „Man klage mich nicht 
an, daß ich einen zu großen Ehrgeiz hatte, als ich das Werk des größten Mathe- 
matikers des neunzehnten Jabrhunders zu begreifen versuchte. Ich habe ihn 
nicht gewählt, weil er der Größte wttre, sondern weil kein anderer die näm- 
UdMn QeAhle d«r Bewnndenrng und der Bhrlbreht in mir entzündet hat** 
Von diesem göttlichen Feuer whrd der Leser sieber ergriflfen werden. 

Berlin. B. Lampb. 

August Föppl, VmlMimffeii ttber TMlmlaolie Meohaaftk. In sedhs 
Binden. Band V: Die widitigsten Lehren der höheren BlastisititBflieorie. 
Xn u. 391 S. In Leinwand geb. M 10,—. Mit 44 Fig. gr. 8. Leipsig 
1907, B. G. Teubner. 

Dieser, vor kurzem erschienene, Hand der Vorlesungen behandelt die 
wichtigsten Lehren der „höheren" Elastizitütstheorie. Er nimmt durchgehends 
Bezug auf den Inhalt des dritten Bandes (3. Aufl.). Der folgenden Besprechung 
werden wir nur die allgemeinen Betrachtungen des Ynfsssers zugrunde 
legen, die zur Beurteilung des Werkes ausreichend sein dürften. 

In der Theorie des < ileicbgewichts und der Hewecfung elastischer 
Körper gebt mau gewöhnlieh aus von einer Lai,'e der Punkte dcs.selben, 
fllr welche sämtliche Druckkomponenteu im Innern des betrachteten Körpers 
Null sind, und nennt den Zustand, in welchem sidi der Körper alsdann 
befindet, seinen natürlichen Znstsnd. (Kirebhoff, Vorlssungen fiber math. 
Physik 1876, p. 389.) Von den Koordinaten t, t/, r eines Körperpunkts im 
natürlichen Znstand aus rechnet man alsdann die Komponenten r, tr der 
elastischen Verschiebungen bei einer FormverUnderung. Der Herr \ erfasse r 
der Vorlesungen über die Lehren der höheren Elastizitfttstheorie teilt diesen 
Standpunkt nicht Br besMcbnet durch | i}, f die Komponenten der Ver- 
schiebung, die ein Körperpunkt relativ zu einem auf dem Körper selbst fest- 
ffäitfldm Koordanatenfljstem er£shren hat. (Bd. 3, p. 47.) Diese Ftsi^ 
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heßung gesehidit daduidif daß du KcHMrdiiiatMiBystoiii, auf welches die x, y, m 
und die 1» i}» ( besogen werden, derazt gewlihlt wiid, d«B sein Uia|Hniiig 
mit einem belielng angenommenen Körpeq^unkt znsammenrällt, die X-Aohse 
diirrh einen zweiten und die XY-Kbene durch einen dritten Punkt des Körpers 
gelegt wird. Am bitjmtnsUn soll tür diese Wahl der 3 Punkt« ein unend- 
lich kleines Dreieck sein. (Bd. 3, p. 355.) Der Vorteil, den dieser Ausgangs- 
punkt vor dem sonst gewihlten hat, ist wenig beneidensweii. Die Kooidinnten 
Xjjf^z eines I\niktos, aus dem die VcrsehiebungskomponMiten |, f gezählt 
werden, sind alsdann stets die Koordinuti-n eines schon rfrachobeum Punktes, 
und nicht dit- sciufra urs})rünglichen Zustand entsprechenden. Es scheint aber, 
daß nach dem Ziel, das der Herr V'erfasser durch Uerausgube dieses fünften 
Bandes verfolgt (Vorwort, p. IV und V.), dnrdi diesen Ansgaugspuiikt schon 
eine Doktordissntaüoii angeregt werden soll Aber die Frage, wie ans den 
für irgend ein Problem ernriitellrx ^, l die nnfiintßuhe Form und Lage des 
deformiertt-n Kör|)er< ermittelt werden ktume. Den Winkeln dir lifnvt'L'lichen 
Koordinatenachsen mit den anfUnglichen soll wohl nachgeforscht werden? 

Nach diesen Vorbemerkungen können wir uns auf die Besprechung de» 
fttnften Absehnitts des voriiegenden V. Bandes besdirlnken. Er handett von 
dem Prinzip der Tirtaelleu (lesch windigkeiten f&r feste elastische Körper. In 
diesem Abschnitt wird eine durchaus neue Begriffsbestimmung der viHaeUtn 
Verscliiebumjni geijeben, die dem angeführten Priu/.iii allerdings fremd ist. 

Nach dem Herrn Verfasser sind virtutUe Verschiebungen der Punkte 
eines elastisehen Körpers solebe, welche FonnTeitnderungen an ihm her- 
Tonrofen, die nur erdatkt smd, aber nicht irtrlifieA ansgeftthrt werden, ja 
nidit einmal ausgefühi-t werden dürfen, da sie die im Körper vorhandenen 
S}Kttinun(/i^n nicht ändern sollen, (p 2»)1, Zeile 4 von unten. Diese Ver- 
schiebungen dienen nur /.ur Brnr/mtiiuf von Arbcitsgröüen. Auch werden 
weiterhin Spaunungt'ti im Körper als auftretend augenoiumeu, welche keiner 
FormSndenmg verdankt werden, noch bedflrfen. Die „Theoretikei'* der 
SlastiatStslehre waren bisher der Meinung, daß FormveriLnderungen eines 
Körpers stet.«? mit SpannungsHnderongen, umgekehrt Spannungsändeningen stets 
mit FornivtnuidMruiiL.'cti imlirrndi'f vf^rbundeu seien. Dieser Mangel einer rich- 
tigen phy sikalischen Aullassuug wird vom Herrn Verfasser (p. 295) gebührend 
gewürdigt, offenbar auf Chnnd seiner Worte im Vorwort lor 1. Aufl. des dritten 
Bandes (p.VII): „DaB mein Ziel aussehliefllich die Brkenntids der WirHkMeU 
ist, was mit Recht gefordert werden daif , wird der Leser bald herausfinden**. 

Nach Benutzung der erwähnten neuen BegrifTsbestirainungen zur Definition 
einer virtuellni Formänderungsa/7vc if, gelangt der Herr \'ert'asscr mit Hilfe 
von formalem Gebrauch des Zeichens Ö der Variationsrechnung zu der Formel: 

JT- 4 + 4 + 4 + ,^'1 2 + i W + r»' + 

in denen e^, die Dehnungen, y^^, y^, y^, die WuikelUnderungeu eines un- 
endlieh kleinen piismatlsdieB Volmaeoelements dv beseichnen. Er schreibt 
diese Fonnel Kirchhoff sa Kirehhoff selbst aber gibt an, daß sich dieselbe 

schon bei G. Green vorfindet. (Gesammelte Abhandliingen von 0. Kirchhoff, 
p. 243.) Für das VersfUndsii- der Leser dieses Joumals gebe ich, da dii- 
1^, i des Herrn Verfassers eine von den KirchhoffiBchen m, r, tc wesentlich 
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vfrschit^dene Bedputung haben, die von Green herrührende Formel in den be- 
kanuteu i\irchhotfüchtm Hezeichnungeti wieder. In deu.selben lautet sie: 

(3Ü5j* d ffdz = V(X<Ja + Ydv + Zdw), 

wenn die Summe ^ über alle angegriffenen Punkte des Innern nnd der 
Oberfläche erstreckt gedacht wird, und: 

+ W + + + + + + + 

ftnier die etc. doroh die Oleiidiitngen: 



du 


y. - - 


dw dv 
dy '^'B't' 


dv 


if, - a;, = 


du dtv 


dtp 
" Tz ' 




cv du 

dy 



definiert werden. Die.sf Hezeiehnungen werden in der weiteren Besprechung 
anstatt der vom Herrn Verlasser gewÜhlU n beibelialten werden. 

Die Gleichung (305*) ist, unter der Voraussetzung im ganzen Körper sUtiyar 
Verschiebungen w und stetiger iuy6v^ iwy eine aus den QM/dtgewuMs' 
hedingungm im Innern und an der Oberfläche dieses Körpers abgeleitete 
reine Identitilt. Wird ihr Hestehi'n für bilirhipr An, dv, dir vorausgesetzt, 
so folgen aus ihr aucli die bekannten (Jleichgewichtsbüdinguriet'n für jeden 
i'unkt des Innern und der Oberilliche zurück, irgend einer iierufuug aul' das 
Fkinsip der Tirtaellen Gesdiwindigkeiten bedarf es sn dem Bewda derselben 
nidit. Was die Bedingungen betrifft, die rar Herstellung des Gleichgewichts 
ander Körperober /! a < If erfilllt werden müssen, so finden sie sich in dem 
ganzen V. Bande, der die höhere Flasfizitätslrhri' behandelt, iiherhiniitf nicht 
angegeben, man müüte sie denn in der dürftigen Andeutung auf Seite 25 
des in. Bandes (3. Aufl.) aufzusuchen verstehen. Diese bezieht sich aber auf 
SpannungssnstSnde hdiAiger Körper, die nicht elastisch feste zu sein brauchen. 
Fllr letstore finden die entsprechenden Crenzbedingungen überhaupt keine Er- 
wähnung Zu dem G3" der 2. Auflage des 3. Bandes der Vorlesungen er- 
wähnt der Herr Verfasser (p. L'ü.S I, daü er in ihm die obii."'. Kirchhotf zuge- 
schriebene Formel entwickelt habe. Das ist aber durchaus mcht der Fall, 
denn die dort gegebene Pormel besieht sich nur auf die in den Tolumen- 
elementen angreifenden ftuBeren KrSfte, ist also nicA/ die Qreensche. Nur die 
belehrendt Bemerkung des Herrn VerflSSers bleibt von ihr bestehen, die eben- 
falls nicht zutraf Die Zurückverweisimg auf den verlassenen § 63* der 
2. Auflage ist, wie wir sehen werden, gleicher Natur. 

Die auf den Seiten 269 bis 272 enthaltenen Austuhriwgen über die 
Gleichung d Jl » 0 mflssen wir der Durchsidit der Leser des Buches selbst emp- 
fehlen, da ein Eingehen auf die Fehlerhaftigkeit derselben einen unverbKltnis- 
raäßigen Itaum beanspruchen würde und an nnd fiBr sich eine mOftige Arbeit 
erforderte. 

In der dritteu Auflage des 3. Bd. der Vorlesungen p. 375 hat der Herr 
Yerfiuser wiederum einen ▼oUtOadig fklschen Beweta der MndewH^teit der 
Lacmigen der Gleichgewichtsbedingnngen der elastisch festen KSrper gegeben. 
Diese JBhnMvM hai, wie s. a Kirohlioff (Vodeeungen p. 875) zeigt, mtr 

AnAiv dm MattoMtik oad Plgralk. in. Bdft«. ZUL 16 
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unter Erfüllung' ^nnviss^T Nebenbedingniiffcn H (1. c) statt, die der Herr Ver- 
fasser offenbar aicht kennt. Aus dem gegebenen Beweise geht bekanntlich gleich- 
seitig hanor^ daS unter der Vomusetanrng im ganien erfüllten Baame ateUg 
verianfender u, Vy tr beim Fdüen äußerer KrBfte die Spannutigm in allen 
Punkten eines elastischen Körpers verschwinden müssen. Nicht so verhält es sich, 
w^'nn die i/, r, //■ in einz^Oiu-ii l'lUchf'n des Köq^iors unsti tip werden, da sonst die 
Gleichung Ib) der eilten Vorlesung Kiichhuti's nichi gelten würde. Für elastische 
Körper ist sie die Green'sche (3()ö, des V. Bandes der Foepplschen Vorlesungen). 

In § 44 des der Beeprechnng unterliegenden Werkes fUirt nun der Herr 
Verfasser eine Retra» htung der Variation tJ's Spammngszustandes in einem 
dastisrhen fesini Kiirper ein, welche nur der Bedingung d' r statisch*^! Mög- 
lichk'it niiterwoili'd sfin soll, wie er sagt. l>ie.ser Spaimungs/ustand soll so 
beschati'en sein, daß durch ihn, ohne jede äufStii- Kraltwirkung, in dem be- 
tracbteten KOrper Gleidigewicht bestehl Einem solchen Spannungszustrad 
genflgen nur die Werte Null in jedem Punkt des KGrpers, unter den yom 
Herrn Verfasser angenommen-'n Stetigkeitsbf'liiiL'ungen. Daher ist seine Be- 
dingung ÜA^ 0 (Gl. 315, p. 286) nichts als die Identitit 0 — 0, die er 
für eine Miuimalbeditifjuttg hält. 

Im § 46 (p. 293) kommt er wiederum auf die „Eigenspannungen" eines 
elastischen Kdrpers m sprechen, die bekuintlidi nur bei Unstetigkeiten der 
elastisohen Verschiebungen «r auftreten kOnnen. Für sie ncHl die Qleidinng 

gelten, deren Bedeutuug aus {jH>i>*) entnommen werden kann. Obgleich in 
dieser Qleidiung die Grö0en x^, . . ■ •> die in sie eingehen, durch die Differen- 
tialquotienten der drei Funktionen n, v, w definiert wurden, dieselben also 

nicht wilUArliche sind, sondern den bekannten Kompatibilititsgleii hungen 

unterliegen, so sind dieselben, lu iin Eintreten von Eigenspannungen naeli dem 
Herrn Verfasser, vollständig willkürlich, und unterliegen diesen Bedingungen 
nicht mehr(!j. 

Aus den Schlössen des Herrn Verfkssers zeigt sich denn auch, dafi der 

erwähnte, von Kirchhotf gegebene Beweis für die Eindeutigkeit der LGsung der 
statischen Probleme der Klastizitiltsthcorit» ein ..Si fii inhcwcis'''' ist, dessen Un- 
richtigkeit von jedt-ni seiner Hrhülcr auf den ersten Blick erkannt werden würde. 

Wie wenig der Herr Vertasser selbst die betretieudeu Entwickelungen ver- 
standen hat, ergibt sich ans der Bemerkung auf Seite 297 (Zeile 1 von oben), 
nach welcher jener Beweis aus seiner Gleichung d.^ — 0 gesogen wlirde oder 
ge/.ogen worden wftre. Auf Grund dieses VersUbkdnisses und seiner physika' 
li.'jehrn Vorsti-lluiigen von virtuellt-ii Spannungsvanationen und elastischen 
A'ersrliifbuiigt'n verwirft er die neueren Arbeiten über die Spanuungsvorbältnisse 
in ela.stisch6n Körpern, welche einen mehrfach zusammenhängenden Kaum eiu- 
nehmoi. Wir glauben nicht, dafi fftr die Terdeekt angegriffenen Autoren eine 
Veranlassung der Erwähnung vorlii-gt. 

An einigen Stellen seines Buches beklagt sieh der Herr Verfasser über 
das Mißverstäi\dnis, dem ♦■inige seiner Kntwickelungen ausgesetzt waren 
Leider ist auch mir ein solches ^liüverslüudnis untergelaufen. Aus dem Titel 
und den Vorreden zu den Vorlesungen Uber technische Hedianik glaubte idi 
schließen zu soUra, daß diese Vorlasm^ien fllr junge Lente bestimmt seien, 
weldie sich der lÄufbahn eines Ingenieurs widmen und durch theoretische 
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Studien ihre Zukunft vorbereiten wollen. In dieser Beziehung war ich im 
IrrtanL Denn auf Seite 295 des besprodieiien Buches sagt der Herr Verfasser: 

, J>a ich in erster Linie fBr htga^eure schreibei bei denen ich bisher 
noch kaum jemals grundsätzlich falsche Anschauungen Ober die Eigenspannungen 
bemerkt habe, konnte ich es als entbehrlicli an^^'hon, eine Ansicht ausdrücklirli 
/u widerlegen, die von meinen Leaern auf den ersten Blick als unrichtig er- 
kannt worden wäre." 

Mit der AnflÜmtng dieses Batiss dllxfon wir wohl die Besprechung der 
„wichtigsten Lehren der liShersn KlaBtiitititstheoiie** beendigen. Dafi sie dem 
Studium der Ingenieure nicht empfohlen werdett können, geht wohl ans dem 
Mitgeteilt««!! zur Genüge hervor. 

Wenn der Herr Verfasser dem empfehlenswerten Brauche der meisten 
Autoren gefolgt wäre, und eine Zusammenstellung der von ihm benutzten 
Lüemtor, d. h. der verwerleten Abhandinngen und Bfloher beigeftgt bitte, 
so wfirde es den schon hinreichend unterrichteten Lesern ermöglicht worden 
sein, aus ilt n Originalwerken nach Kückgüngif/mai hung der Verrenkungen, 
weU;lie die Entwickelungen in den Händen des Verlassers erlitten haben, den 
erwünschten Nutzen zu ziehen. 

Freiburg. J. Wkimuaatuk. 



Couturat, L. L' Algebra de la Iiogique. Scientia Nr. 24. 100 S. 8. 

Paris 1905, tiauthier- Villars. 

Die Algebra der Logik wurde von George Boole (1816 — 1864) be- 
gründet, von Ernst SebrOder (1841 — 1903) weiter entwickelt und 

vervoUkonunnet. Die Gmndgeset/.i- dieses Kalküls wurden erforscht, um 
die Prinzipien des Denken.«» /um Au.sdiuck zu bringen: derselbe kauu aber 
vom rein formalen, d. h. vom iiiathHiniitischen Standpunkt«' aus betrachtet 
werden als eine Algebra, die auf gewissen willkürlich angenommenen Prin- 
sipien beruht. Ob dieser Kalknl wirklich den realen Operationen des Geistes 
entspricht und geeignet ist^ den Vernnnflsohlafi sn ersetien, ist eine Frage 
der Philosophie. Der formale Wert dieses Kalküls und sein Interesse IDr 
den Mathematiker Lst panz unabhänpie von seiner Interpretation und seiner 
Anwendung auf logische Probleine. Verf. stellt sich auf diesen rein mathe- 
matischen Standpunkt, setzt also in dem Kalkül nicht sowohl Logik als 
vielmehr Algebra anseinander. 

Inhaltsübersicht: 1. Einleitung. 2. Die beiden Interpretationen des 
logischen Kalküls (,,inter]iretation conceptuelle et propositinnnolle" ). :i. lio- 
gründun^f des b:>gi.8chL'U Kalküls nach dem Vor<.'an^'e V(ui Schrroler durch 
die fundamentale Beziehung zwischen zwei Termen („relation d'iuclusion"). 
4. Definition der Gleichheit b, Prinzip der Identität 6. Prinnp des 
Syllogismus. 7. Definition der Multiplikation und Addition. 8. Prinripien 
der Yereinfachung und Zusammensetzung. 9. Gesetze der Tautolo(,'i. im I 
Absorption. H>. Theoreme der Multiplikation imd Addition. 11. KrNte 
Formel für die Transformatiun der Inklusionen in Gleichungen. 12. Dis- 
tributives Gesetz. 13. Definition von 0 und 1. 14. Gesetz der Dualität. 
15. Definition der Negation. 16. Prinzipien der Kontradiktion und des 
ausgeschlossenen Mittels. 17. Gesetz der doppelten Negation. 18. Zweite 
Foimel fBr die Transformation der Inklusionen in Gleichungen. 19. Geseta 
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der KoutrapoäitioD. 20. Postulat der £xü>t«uz. 21. Eiitwickeluugea von 0 
imd 1. 33. Elgenachaften der Konstitiientea. 38. Logische FonktioiieiL 
34. Gesell der Entwidtelung. 36. Formelii Ton De Morgan. 36. Dis- 

junkte Summen. 27. Eigenschaften der entwickelten Funktionen. 28. Grenzen 
einer Funktion. 29. Fonncl von Port f/ky. 30. Satz von Schröder. 
31. Eliuüuationsn'sultiiut«. 32. Fall der üubestiiumtheit. 33. Summen 
und Produkte von Funktionen. 34. Ansdmck einer Inklusion mittels einer 
Unbestimmten. 86. Ansdnick einer doppelten Inklusion mittek einer Un- 
bestimmten. 36. Lösung der Gleichung mit einer Unbekannten mittels einer 
Uiibf-^timniten. 37. Elimination in einer Gleichung mit mehreren l'nlie- 
kannteii. 3H Salz über die Werte einer Funktion. 39. Bedingungen der 
Lumöglichkeit und der Unbestimmtbeii. 40. Auflösung der Gleichungen 
mit mehreren Unbekannten. 41. Problem von Boole. 43. Methode TOn 
Poretsky. 48. Gesets der Formen. 44. Oesets der Konsequenien. 46. Gesetz 
der Uxsai^en. 46. Anwendung des Gesetze.^ der Formen auf die K<m- 
sequenzen und Ursachen. 47. Heis])iel: Vennsches Problem. 48. Geo- 
metrische Schemata von Venn. 49. Logische Maschine von Jevons. 
50. Tabelle der Konsequenzen. 51. Tabelle der Ursachen. 52. Zahl der 
mögliehen auf n Terme bexfigliehen Behauptungen. 63. Besondere Sitie. 
54. Lösung der Cnj:leichuii^' mit einer Unbekannten. 55. System einer 
Gleicliunf: und einer Ungleicbung. Spezielle Formeln. 57. Aquivuleti/ 

einer Imjdikiitinn und einer .\ltern;itive. 58. Gesetz der Importation uiul 
Exportution. 59. Ueduktiou der Ungleichheiten auf Gleichheiten. 60. Schluß. 
— Bibliographie. Inste der Beieiohnnngen and Abkfirznngen. 

Das kleine Blldileia enth&lt, wie man ans obiger Lümltsaberrieht er- 
sieht, auf TorbiltniBm&ßig kleinem Räume einen Oberaus reichen Stoff, der 
vom Verf. in ansprechender, klarer Weise behandelt wonb-n ist: es kann 
daher als Eintiilirung in diese prinzipiell wichtige mathematuicbe Uiszipliu 
angelegentlich empfohlen werden. 

Gharlottenburg. G. WALLSNBEKti. 

Brunily U. Besiehungen des DuBois-B«ymondeoheii Mittelwertaataw 
rar Ovaltheorie. Xu. 138 8. 4. Berlin 1906, 0.Beimer. Pk«is geh. 7, — 

In der vorliegenden Sehrift handelt es sidi um die veradiiedmMU Er- 
sdieinungsformen eines einzigen Sataes. Von diesen Formen ist die ftmda- 

mentalste das sogen. Abel sehe Lemmu, das sich auf endliche Summen und 
reelle (Jröüen bezielit, so daü die Arbeit aiuh „Verallgemeinerungen des 
Abelseben Leuunas auf komplexem Gebiet*" genannt werden könnte. Die 
bekannteste Form des bewußten Satzes ist aber der Du Bois-Keymoud- 
sehe Mittelwertsatz für bestimmte Integrale, und aus diesem Onmde hat 
Verf. diesen in den Titel aufgenommen, gleichzeitig aber auch die Theorie 
der Ovale, deren Verwcrtiiti^'^ filr die Arbeit charakteristisch ist. — Die 
Abhandlung' ist nicht rein analvtiseb gestaltet, um Längen /.u vermeiden; 
doch ist die Analyse stets so weit geführt, daß die geometrischen Fassungen 
nur Bur Verein&ohong der Darstellung, nicht sur Verschleierung nnbei^- 
tigter Schwierigkeiten dienen. Das Hauptsiel des Verf. ist die Verallge- 
meinerung des Abelsehen Lemmas und des Du Bois>Beymondschen 
Mittelwertsatzes (Satz 317). 
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Dip 8ät7,P des V»Tf. sind ein Beispiel tlafiir, wir (Vw zum 'IVil aus 
reellen, zum Tri! aus koinplexeu Grüßen gebiidetcu Funktionen bisweilen 
eine eigenttbnlieh selbstibidige Mittelstellung zwisdien den bloB aus reellen 
and den bloß ans komplexen El(>menten zusanunengeset/.ten Funktionen ein- 
nehmen, und wie diese mittlere Fujiktionsart zu Sätzen Veranlassung gehen 
kann, die sich ht dun ]i Spezialisienmg aub den für rein komplexe Fonk- 
tionen geltenden Sätzen ableiten lassen. 

El haben mmmehr drei der bedeatendstoi MittelwertaliM: der erste (ver- 
allgeineinert ▼on Weierstrafl und vorOiFentliobt in Hermites Com litho- 
gniphie, 3. Ed. p, 58) und der zweite Mittelwertsatz für bestimmte Integrale 
und der Höldersche Mittelwertsat?, (verallgemeinert in des Verf. HaKilitatinns- 
schrift „Kurven ohne Wendepunkte*'. S (i5ff. ) hei ihrer Verallgemeinerung 
auf Eigebilde geführt. Der gemeinsame Grund ibt leicht erkennbar: mau 
wird fiberall da, wo das arithmetisehe Ifittel 

ans n Größen j\ eine offene oder versteckte Rolle spielt, auf das Hervor- 
treten r<m Eigebilden gefafit sein mftssen. 

Inhalt: Vorrede. I. Von der Snmrae t^a^ + C|a| + «^o, 4- • • • + 
Beeile a, reelle positive nie steigende e: Abelsches Lemma. Verallgemeine- 
rung desselben. Komplexe r/, reelle jiositive nie steigende f. Eigcbiete. 
Komplexe a, reelle monotone f. Punktsummen- und rtinktdifferen/i^ebiete. 
Komplexe a, komplexe monotone f. — II. Von der Heihe e^^üQ e^a^ 
-f f^ti^ -i-....: Komplexe reelle positiTe nirgends steigende «. Komplexe 
a, reelle monotone c. — III. Vom Lktegral f (o;, y) g [x^ i) d{x iy). 

(Verallgemeinerung des zweiten Mittel werisatses der bestimmten Integrale): 

An die Bonnetsehe Form anknüpfend : f •.!',/() reell, auf dem Integrations- 
wege nirgends steigend; ei-ste Form der Verallgemeinerung, geometrische 
und analytische Einkleidung: zweite Form der Verallgemeinerung; /' ix, //) 
reell und monoton auf dem iutegratiouswege. — An die Weierstraß-Du 
Bois-Bejmondscfae Form anknftpfBod. Das Bandproblem: Die Bonuet- 
sehe F<Hrm des Hittelwertsatses sdieint stets eine umkehrbare Qebiets- 
gleiohung sn geben, während dies für die Du Boit-Beymondsche Form 
nicht unter allen Umstflnden gilt, und gerade in jenen Fragefällen i a 
nicht, mit deren Beantwortung sie über die Bonn et sehe Form hinausgeht. 

Zum ächluß mtige bemerkt werden, daß die vorliegende Arbeit viel- 
fsehe Berührungspunkte mit der Abhandlung von A. SchOnflies „BeitrSge 
zur Theorie der Pnnktmengen. IL** aufweist. 

Charlottenbuxg. _ _ G. WAU^BiBBEa. 

Myller, A. Gewöhnliche Differentialgleichungen höherer Ordnung 
in ihrer Beziehung zu den Integralgleichungen. Diss. 36 S. gr. H. 

Grittingen 1906, Dieterielisehe Üniv.-Huclidruekerei. 

Eiiütdtw;! : Die mathematische Physik hat seit langer Zeit die Mathe- 
matiker auf Integralgleichungen geführt. Trotz ihres hiufigen Vorkommens 
sind aber die Eigenschaften und die wichtige Bolle, welche diese Qleichungen 
in Tielen Problemen spielen, erst in der letzten Zeit bekannt geworden. 
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Die physikalischen Probleme, in welchen die Integralgleichungen auttxaieD 
oder auftreten konnten, wurden im allgemeinen mit Wüh vtm üübrential- 
glfliehungen, die neben den bitegnlglnclrangen als gleidiberechtigt f&r die 

üntersachung standen, gelöst. 

Hilbert hiit, nachdem schon Nenmann und Fredhoini Methoden 
zur Lösung von lutegralgleichungi'ii getumleu hatt<'n, den Wert der Integral- 
gleichungen in ganzem Umfange erkannt. In einer Reihe von Mitteilungen 
an die GOttinger Ges. der Wies, betrachtet or swei Arten Ttm lineanm 
Integralgleichnngen: Bitegxalgleichnngen erster Art, welche die Forai 

6 

fiB)~J'K{s.t)q>(t)dt, 

a 

und Integralgleichungen zweiter Art, welche die Form 

b 

• 

haben. Dabei ist A' C\ eine Funktion der reellen Veränderlichen s nnd /, 
f («) eine gegebene, tp (s) eine sn bestimmende Funktion nnd X ein Para- 
meter. Jede der Veränderlichen kann sich im Intervalle von a bis h be- 
wegen. Dio Funktion K (s, t) heißt der Kern der Integralgleichung. — 
In seiner ersten Mitteilung ( (lött. Nat hr. 1004, Heft 1) begründet Hilliert 
die Theorie, indem er von dem Problem der orthogonalen Translurmation 
einer quadratischen Fonn von n Variabein ausgeht und durdi strenge Aus- 
führung des Grenzüberganges fBr m «■ oo snr Lösung des transzendenten 
Problems der Tnt<>gralgleichungen gelangt. — In der zweiten Mitteilung 
(1. c, Hefl :\) sind Anwendungen auf Differentialgleichungen zweitor Ord- 
nung behandelt. Hier zeigen sich die Vorteile der Metliode der integral- 
gleidiongen. Verschiedene Randwertaufgaben, gleichviel ob sie bei gewöhn- 
lichen oder partiellen Differentialgleichungen Torkommen, und unabULngig 
Ton der Art der auferlegten Randbedingungen, können, wenn einmal die 
ihnen entsprechenden Integralgkichungen gefunden sind, nach derselben all- 
gemeinen Methode untei-sucht werdmi. 

An die.se letzte Mitteilung von Hilbert schließt sich die vorliegende 
Arbeit an. Sie ist ein Beitrag zur Theorie der Bandwertau^ben bei 
Differentialgleichungen höherer als zweiter Ordnung. Es stellt sich herana, 
daß diese Differentialgleichungen auf dieselbe Art von Integralgleichungen 
wie diejenige zweiter Ordnuni: führen. Daraus ergibt sich auch hier die 
Möglichkeit, die allgemeinen .^ätze der Theorie der Integralgleichungen an- 
zuwenden. Unter anderem wird die Entwicklung willkürlidier Funktionen 
nach Funktionen, die eine Differentialgleidinng höherer Ordnung beftiedigen, 
erörtert. — Die Gleichung 

welche bei der Untersuchung der transversalen Schwingungen eines elasti- 
sehen dfinnen Stabes vorkommt, ist als Beispiel herangezogen. Bayleigh 
(TheoKj of Bouud, I) hat, anf mechanische Prinzipien gesÜtst, diese Glei- 
chung znerst untersucht. Davidoglou (Ann. de l'ie. norm super. 1900 
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IL 1906) hat sie später mit Hilfe der Methode der suluesülvun Annäheningeii 
bebandelt. Die Beriehungcn dieser Oleiobnng zu der iDtcgralgleicbangs- 
theorie hat Verf. im „Thillptin de la soc. dos sciences de Bncarest" (Februar 
1905) angedeutet. Im TT erbst l'JOf) ist tine Arbeit von West fall („Zur 
Theorie der Intogralgleichungen", <iöttiiii,'*'n ) » rschicnen, in wt-lchor viele 
früher in der Note des Verf. behuuUelte Fragen abermals in Betracht ge- 
nügen sind. — L GewOboliche DifferentiAlgleichnngen vierter Ordnung. iJl- 
gemeine Betracbtangen. II. Die aUgemeine Differentialgleidinng des schwin- 
genden Stabes: 1. Beide Enden festgeklemmt. 2. Beide Enden pehaltfu. 
3, l"]in Ende tosti^cklemmt, t'in Ende «jehulten. 4. Ein Ende festgeklemmt, 
ein Ende frei. 6. Ein Ende gi-halten, ein Ende frei. 0. Beide Enden frei. 
HI. Die Differentialgleichung des homogenen schwingenden Stabes (dieselben 
6 FUle wie in II). IV. Die Schwingungen eines spitzen Stabes. Y. Er- 
weitemng anf beliebige I>ifferentialglei<dinngen gerader Ordnung. 

CSbarlottanbnrg. 0. Wallbhbbio. 



Lesser, Oskar. Dia ■ntwicUuiig dem rnnkttonsbagrUliM nnd dia 

Pflege des funktionalen Denkena im Mathematiknnterrioht onsrer 
höheren Schulen. ( Enthalten in der Festschrift zur 50- Jahrfeicr d< r 
Klinger- Oberreal.schule zu Frankfurt a. M.Y Mit Figuren. 74 S., Lex.-b. 
Frankfurt a. M. 1907, Gebr. Knuuer. Preis geh. .// 1,H0. 

Seitdem als eines der wichtigsten Ziele der Reformbestrebungen auf dem 
Gebiete des mathematiMhen Unterrichts die klare Entwiddnng des Funktions- 

brgriffs hingestellt ist, haben auch gleich an ▼erschiedenen Stellen die prakti- 
schen Versuche eingesetzt, die auf die planmäßige, methodische Durchführung 
der soeben genannten Fordenini: von unten auf ausgehen. In der vorliegenden 
Schrift berichtet uns der Verfasser über seinen Ideengang, soweit in erster 
Linie der Untnriebt in den Sfittdldaasen in Betracht kommt Br will daiv 
l^an, wie man der AnfiPordenmg der Lebiplftne Ton 1901 nachkommen leatin, 
den Schülern ein eingehendes Verständnis des Funktions])egriirs zu erschließen, 
und wie sich die Forderung von F. Klein erfullon läßt, daü i Funktionsbegriff 
den ganzen luatliematisohen Unterricht wie ein Ferment durrluirinu'en soll. 

Die Arbeit zerlallt in 2 Teile, nümlii-ii 1 ) der Funktiunsbegntf iui OnU r- 
rioht der Arithmetik nnd der Algebra, 2) das fnnktionale Denken im geo- 
metrischen Unterricht. 

Tn dem ersten Teile wird unter Auseinanderhaltung der einzelnen Klassen- 
stufen von Quarta bis Untersekunda in eingehender Weise entwickelt, wie 
das Prinzip der graphischen Darstellung in allen Teilen des algebraisch- 
arithmetischen Unterrichts von Anbeginn an eine vorherrschende Rolle su- 
gewiesoi eriialten kann, nnd wie es den Schüler beflhigt, nicht — wie bei 
der gewöhnlichen Losung von nieiehuugen — nur ein Augenblicksbild oder 
einen Spezialfall, sondern ilf-n völliL"'ri '/ns;imnienhan<r zwischen den jeweils 
in Betracht kommenden (ii-rtlitn /u iihci st haut n. Von den Elementen der 
Arithmetik an bis zu den (juailratischen und höheren Gleichungen, den trigono- 
metrischen Funktionen und den Logarithmen findet es andauemde Verwenduig. 
Bei den Logarithmen würde ich es allerdings in der Weise angewandt haben — 
wie ich es in Hamburg an der Oberrealschule vor dem Holstentore im letzten 
Sommer in der Tat gemacht habe — , daß ich zunächst auf gewöhnlichem 
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Wege durch fortgesetzte Qttadratwnrzelsnflriehiiiig bis auf höchstens 3 Dezimal- 
stellen die Werte wn /lü, j/lO, (Vlo)\ ^0, {ViÖ)\ (VlO)^ und {\^Tof 
bestimmen lasse. Die erhaltenen Zahlen werden unter ffinzonaltme von 10^ 

und 10' zu einem grapliischen Bildo vereini^it, welches dann sofort auch bis 
auf *i Dezimalen die Ablfsung der Wert*' von \op 2. log 3, • • • lop 9 jjestattet. 
Hlie 'lor Schüler überhaupt, eine gedruckte Logarithmentafel in die Hand be- 
kommt, hat er sich aut die angegebene Weise in den Besitz einer graphischen 
Tabelle gesetst und selbst die ungefMhren Werte einiger Logarithmen geAmdm. 

Im zweiten die Geometrie betreffenden Teile zeigt der Verf. in fesselnder 
Weise, wie fruchtbar sich die Erfassung des Abh&ngigkeitsbegriffs auch hier 
erweist, und wie es bei geometrischen Problemen immer darauf ankommt, 
ein durch die Aui'gabe bestiaintes Funktiousintervall deutlich zu erkennen. 
In diesem Zusammenhange kommt er dann auf die Diskussion der sog. un- 
branchbarenf dem Sinn einer Aufgabe ranloihit nidit entspreebenden LOsnngen, 
die aber sehr häufig, z. B. bei Kinfnhrung negativer Fl&chen, doch einen ver- 
nllnftigen Sinn haben. Besonderes (Jcwicht wird auf die klare Begründung 
der Determination bei geometrischen Aufgaben aller Art gelogt. Um präzise 
Determinationen zu gewinnen, muß man in Jedem Falle die ganze Keihe der 
erhaltenen Konsirnktionsbilder unter stetiger Yariiening eines der Bestimmungs- 
stocke durehlaufen, womit wieder durch das Prinzip der Beweglichkeit der 
Figuren dem Funktionsbegriff auch hier eine fahrende Rolle zufSIlt. Wenn 
so der geometrische Unterricht an Leben tmd F'riseho gewinnt, so soll damit 
doch nicht ä tout prix die euklidische Beweismethode ganz aufgegeben werden. 
Ncu:h dem Verfiutser wird man gerade auf der Mittelstufe sweckmäßig so ver^ 
fahren kOnnen, daB nach Auffindung und Fonnuliemog eines Batses durch 
Behandlung voraufgegangener Aufgaben der strenge Beweis folgt. Bezüglich 
der Fassung der T/plif^iii /" wird möglidist Zusammenfa'ssnng verwandter Sätze 
zu einem allgemeineren Sat/e empfohlen. Schließlich wird angeregt, für die 
Kegelschnitte eine mehi' aus allgemeineren Gesichtspunkten fließende, gemeiu- 
schafUicbe Form der Behandlung anntstreben und eine Trennung erst dann 
eintreten sn lassen, wenn es sich um das Studium der besonderen Eigen- 
schaften der einzelnen Kurven handelt. 

Beigegeben ist der Arbeit eine ganze Reihe gut ausgeführter graphischer 
Darstellungen sowie ein ausführlicheres Verzeichnis von Arbeiten, auf die sich 
der Text bezieht. 

In Anbetracht der sorgfältigen Form der Darstellung und der Wirme 

des Tones, die das Ganze beherrscht, wird sich die Lektöre der Abhandlung 
für jeden auf Fortschritt im rnterricht bedachten Schulmann ZU einem rechten 
GenuB gestalten und nachhaltige Anregungen hinterlassen. 

Hamburg. _ _ iscujiÖDEB. 

Fat'k, MIrliacl. Zur didaktischen Darstellung von StofTen aus der 
niederen und höheren Mathematik. 50 S. mit 1 Tafel, gr. 8. (Bei- 
tr&ge Bur Lefarerbildung und Lehrerfortbildung, 37. Heft, hrsg. von 
K. Muthesius.) Gotha 1907, E. F. Thienemann. Preis geh. JC 1,40. 
Die Abhandlung beginnt im ersten ihrer 7 Kapitel mit höchst sunder- 
barfii. man könnte sagen, mystischen Auslassungen über den Funktionsbegriff 
und versteigt sich sogar zu folgendem famosen Satze (p. 7): „Manche Maihe- 
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matiker betonen bei der Definition der Funktion die Abhängigkeit gewisser 
QrOBen. Daher auch die Bedeweisen: *Die Ordinate ist eine Punktion der 
Ahesine'. 'Die Falletreeke ist eine Fnnktkm der Fallzeit*. Usf. Für uns 

handelt es sich in der Funktion nm die Form gewisser Zahlwerte, und es 
kommt uns wenip darauf an, <^1) powissp On^ßen in d»'r »Mncn odor andern 
äußeren Weise von einander abhängig sind. Will tnau in der I>eliuition des 
Begriffs der Funktion auf den Begriff der Abhängigkeit Bezug nehmen, so 
möge man wenigstens nur von der Abhängigkeit gewisser MaScahlen, also 
▼On einer arithmetischen Abhängigkeit, reden." Dieser eine Satz, dem eine 
ganze Herde ähnlicher Expektorationen folgt, kennzeichnet schon zur Genüge 
das ganze Elaborat, das augensoheinUch auch noch durch die Menge der 
Literaturbinweise den Anspruch auf VVissenschaftiicbkeit erheben möchte. 
Soldie AoMtse aber ward«! timdl jedem Faeh- und SaehTsnÜndigen a Umine 
snrftcl^ewisienl 

Hambnrv. ' J. Sohbödbb. 



SehUlke, A. IMiraNiitlal- und Integraliaohnnng im UntaKrltiht Hit 

7 Figiiren im Texi 30 8. gr. 8. Leipaig and Berlin 1907, B. 6. Tenbner. 

Preis geh. Jl 1, — . 

Nicht eine voUstllndige systematische liehandlung der Orundzüge der 
Differential- und Int^^gralrechnung heahsichtigt diese kleine Schrift zu geben, 
sondern der Verfasser will „aus dem weiten Gebiete einen Ausschnitt geben, 
der in disr Seiuile leieht bewftltigt werden kann ond zugleich dnrch das Zv- 
sanunenwirken von reiner nnd angewandter Mafhematik dem SehtUer die 
Grundlagen der Infinitesimalrechnung zu voller Klarheit bringt." Auf 
24 Seiten wird, zum Teil in gedrängtester Form, der sich in S Hauptabschnitte 
gliedernde Stoff heliandelt. Das erste Kapitel f Differentialrechnung ) bringt Er- 
örterungen über das Wachstum uiner Funktion, den Grenzwert, den Differen- 
tialqnotienten, die Fehlerbeetimmung, Mazimalaufgaben, Uber den «weiten 
Differentialquotienten, Anwendungen auf die I^hvsik, die ümkehrung der 
Differentialrechnung und endlich unter weiteren iJbungen noch insbesondere 
einiges über die Exponentialfunktion nnd den T/ogarithmns. Im zweiten Ka- 
pitel i^Integralreohnung) folgt die Behandlung von Potenzsummen, die Aus- 
wertong der linltalte von mehen nnd Rotationskörpern, die Bestimmung des 
Drehmomentes und Schwerpunktes, des Tr&gheitsmomentes und der Arbeit. 
Das letzte Kapitel enthält die Schnittpunktsbestimmung von Geraden und 
Kurven, die Ermittlung des KrümmungskreLses, Newtons Nfthemngsmethode, 
die Theorie dtr IiiUMpol;ition und der Reiben. 

Was die Form iler iMrstellung angeht, so ist sie klar und ein&oh, aller- 
dings stellenweise etwas knapp gehalten, wie s. B. p. 16 bei Bebandlnng der 
Maximalao^aben und p. 23 bei der Bestimmung des Drehmomentes imd 
Schwerpunktes, wo auch die Formulierung der Aufgabe erwtlnscht gewesen 
wilre. Daß der Verfasser die Heranziehung des Grenzbegriffes erst auf ein 
späteres Stadium verschiebt und ihn nicht, was ich unter anderen Bedingungen 
ohne weiteres befOrworten würde, zur Orundlage schon der ersten DÜferen- 
tiationsübungen macht, rechtfertigt sieh duroh den vom YerfiMser gemachten 
Vorschlag, den Anfang der Differentialrechnung bereits in OhMsekundsk mit 
der Aufstellung der Differentiale rationaler ganser Funktionen sn machen. 
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Von da ab soll dami, überall wo sich eine passende Gelegenheit darbietet, 
der Unterricht mit Bfltraohtuogswfiiseii der ^finiteeimalreeluiiuig dnrdisetxt 

worden. Auf solche Weise will der YerÜMSer, der ja in Ffeehkreisen längst 
als ein eifriger Verfechter der auf eine zeitgemäße Reform des niathematischen 
Unterrichts al)zielenden Bestrebungen bekannt ist, dem Unterricht die er- 
sprießliche Gestaltung mitverleihen helfen , die mau vor allem von der slär- 
keren BetonuDg des FnnktionsbegiiffeB erhofft. Dieeem I^dsweoke dienen 
natfirlidi auch die zum Teil hflbsch an^fewlhlten Anfgmben ans den numcher- 
lei Anwendungsgebieten, insbesondere für die Fehlerbestimmung. Im Sehlnß- 
kapitel hat die etwas mühsame Behundlunfr 'les Krümmungskreises meinen 
Beifall nicht g»'tninleii, dagegen empfehle ich die Art, wie der Verfasser die 
Bciheneutwickluugeu unter Butouuug der Approximation duich i'arabelu ver- 
sdiiedenMr Ordnang dnrehftthrt, dar Beaditöng der FMhkrMse. Die Namen 
„Maolanrinache'' und nTaylorache Beihe finden sich allerdings im Texte 
nicht 

Ich bin überaeugt, daU das Buch sicli \'ielen Fachgenossen, die den Ke- 
formbestrebungen sympathiHch gegenüberstehen, als ein brauchbarer Berater 
erweisen wird, zumal wenn das in den bereits firfiher erschienenen Aufgaben* 
Sammlungen dbs YerfiMsers TorUegoide Ifaterial mit hmuigeiogen wird. 

Hamhorg. J. Sobbödul 



Adler, A« Theorie der geonMiriadMn Konatrofctionen. Sammlung 
Sohnbert LII. Mit 177 Figuren, vm u. 801 8. 8. Leipsig 1906, 

G. J. Göschen. Preis geb. JC S,*— . 

In der bewährten Schub ort- Samndung ist als 52. Band ein kleines 
Meisterwerk erscliienen, welches von allen Mathematikern, insbesondere von 
Freunden der Geometrie, mit großer Freude begrtLßt werden winl; Kef. kann 
wohl sagen, dafi er selten durch das Studium eines Lehrbuches in gleicher 
Weise angeregt worden ist Verf. hftit vollauf, was er in den folgenden Stellen 
des Vorwoiies verspricht: „Dieses "BwAk ist dem Wunsche entsprungen, die 
anzieheuden und für den Anfänger ungemein anregenden Methoden und 
Theorien zur Auflösung geometrischer Konstruktionsaufgaben in zusammen- 
hängender Wei^e und mit einer gewissen Vollständigkeit darzustellen. Es 
setzt kerne eingehenderen Kenntnisse aus der hOheien ICatfasmatik vwans; 
alle notwendige!! Hilftsfttze werden angegeben; der Beweis derselben wird 
aber oft nur angedeutet, sodafi der kundige Leser nicht ermüdet, während d«r 
Anninger 7,nm Beweise dieser einfachen Slltze angespornt wird. — Uni seinen 
Zweck als Lehrbuch zu ertüllen. sind zahlreiche Ül)ungsaufgaben hinzugefügt 
worden, deren Lösungen meist kurz angegeben werden. Ein Teil des Lehr* 
Stoffes konnte in diesen Anfgaben nntergebracht werden, sodaB der Leser troti 
des mKfiigen Umfanges des Buches über alle rein geometrischen Fragen, welche 
die geometrisi hen Konstruktionen betreffen, orientiert wird". — Es mOge nun 
in gniüen Umrissen das reichhaltige Inhaltsverzeichnis folgen: 

Einleitung (geschichtlicher Überblick). 1. Abschnitt: Methoden zm* Auf- 
lösung geometrischer Konstraktionsaufgaben. IL Abschnitt: Konstruktionen, 
ausgeftthrt durch bloBes Ziehen von geraden Linien, wenn gegebene FSgorsn 
zur Benutzung Yorlicgen. (Stein ersehe Konstruktionen), m. Abschnitt: Kon* 
struktionen, ausgefOhrt durch bloßes Schlagen von Kreisbogen. (Mascheroni' 
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sehe Konstruktionen). IV. Abschnitt: Konstruktionen mit üilfe eines Parallel- 
lineales (swei parallele Linien in konstantem Abstände); Konstruktionen mit 

Hilfe eines bewcgliclien rechten mi'l eines beliebigen Winkels; Konstruktionen 
mitt^^ls des Lineales und eines Eichmaßes; Konstruktionen mittels des Winkel- 
halbierers. V. Abschnitt: Konstriiktionsanfpaben ersten und zweiten Grades. 
VL Abschnitt: Unmöglichkeitsbeweisc. Vil. Abschnitt: Kreisluilung. (Kon- 
struktion regelmäßiger Polygone). VUL Abschnitt: Oeomeirisdie Kon- 
struktionen Aritten und vierten Grades (Verdoppelung des Würfels; Trisektion 
des Winkels; Graphische Anflfisnng der Gleichungen dritten und vierten Grades). 

IX. Abschnitt: Geschichtliche Bemerkungen über die Quadratur des Zirkels; 
nSherungs weise Kektitikation des Kreises j liegeln iÜr genaues Konstruieren. 

X. Abschnitt: Geometrographic. 

Zum Sehlufi nodi einige Wfinsebe des Ref. im Interesse des Weikohens 
fflr eine eventuelle Neuauflage: 1. Berichtigung einiger störender Druckfehler 
(8. 33, Fig. 25 (statt 52); S. 266 Ludolf. S "JG? LiouvUle) und rnriehtig- 
keiten (S. 39 Dreieck APB nicht <^ A P' B ). 2. Beseitigung einiger 
stilistischer und sachlicher Mängel (S. 244 „In dem Winkel gehören . . 
8. 93 ftUt die Bsiftimmnng des Punktes ^ 3. Singehendere Berfliaikdehtigung 
der S^mstmktionen bei ungllnstigen Lagererfalltnissen (schleiftnder oder unsn- 
ganglicher Schnitt: Benutzung des Röhensatzes). 4. Die elementare Parallelen- 
konstniktion des Ref. mittels des Parallelliueals. ."). Die Güntschesche Kon- 
struktion des regelmäßigen 1 7-Fcks (Ber. d. B. M. 0. 2, 10 — 15). ('.. I{ei( h- 
haltigere Literatur über die Winkelteilung und die Konstruktionen dritttiu und 
▼ierten Grades (z.B. Lampe Ber. d. B. M. 0. 6, IT'^-S?; London, ScUömilcb 
Z. 41, 129 — 152). 7. Ausftlhrlichere Behandlung der „Genauigkeit geo- 
metrischer Konstruktionen" (Die Bravaissche Fehlerellipse, vergl. /, B. 
Haentzsehel, Ber d. B. M. G. 5, 54 — 57). 8. Eventaell Konstruktionen 
der absoluten Geometrie. 

Es sei ausdrficklich hervorgehoben, daß diese wenigen Ausstellungen den 
Wert des Budies in keiner Weise beeinbrSohtigen. Das verdienstliche, mit 
lahlreichen Figuren ausgestattete Werkchen kann allen Freunden der Geometrie, 
insbesondere Autodidakten und Lehrern dieses Faches wann empfohlen werden: 
sie werden auf alle einscldil^'iiren Fragen dort die Antwort finden sowie viel- 
fache Anregung und Bereicherung des Lelirstotfes, zu der Verf. selbst durch 
seine Arbeiten auf diesem Gebiete nicht wenig beigetragen bat. — Das Lehr- 
buek darf fortan in keiner Sohulbibliothek ÜBhlen. 

Gbariottenbnrg. G. Wallihbbbo. 



Fnchfly L. flfMiBininnltin Maiheiinattooho Werke. Herausgegeben yon 
B. Fuchs und L. Schlesinger. 2. Band: Abhandlungen (1H75— 1887), 
redigiert von 1^ Schlesinger. X u. ix') S. Lex.*8. Berlin 1906, Mayer u. 

Müller. Preis geh. Ji 30, — , geb. JC 3 !,.')(). 

Der jetzt vorliegende zweite Band der ge^amnieUen inathenmt ischen 
Werke von L. Fuchs, deren erster Band bei seinem Erscheinen vom lief, in 
dieser Zeitschrift eingehend besprochen worden ist, enthfilt die 35 in der Zeit 
▼<m Ostern 1875 bis Ende des Jahres 1887 Yeröffentlichten Abhandlungen. 
Die redaktionelle Arbeit wurde in derselben sorgfaltigen Weise wie beim ersten 
Bande ausgeftthrt; die in diesem Bande besonders zahlreichen in firanzösisdMr 
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Sprache geschriebenen Arbeiten hat wieder Herr H. Vogt in qpraohlicher 
Hinncht revidiert. 

Aus den im Naclilaß vorgi^rurnleneii. an Fuchs gerichtetem Briefen von 
eil. Horniito kdiinte der Herausgeber in den Annierkungen zu don Ab- 
handlungen XXIV und XXVI einige für die £ntstehungsgefichichto dieser 
Arbeiten wichtige Auszüge mittüilon. 

Anch dieaer Band entiiKlt mehrere Arbeiten, die bahnbrechend gewiikt 
haben: sunichet die beadai in Grellee Journal evadiienenen klaseiieheii Ab- 
handlungen Ül)er die linearen Differentialgleichung^ sweiter Ordnung, welche 
algebraische Int«'gralf' besitzen; diese haben ebenso wie die spatere hierher 
gehörige Arb< it aus ilen Acta Mathematica (lid. 1 ) „Uber lineare homogene 
Differentialgleicbungun, zwischen deren Integralen homogene Relationen höheren 
als ersten Grades bestdben^ eine reiebe Literatur auf den ▼ersehiedensten Ge- 
bieten der ^Tathematik, wie Invariantentheorief Gruppentheorie und selbst 
♦Geometrie, hervorgerufen. - Einp zweite Gruppe von Arbeiten beschäftigt' sich 
mit den Umkehningsproblemen, zu denen die Lösungen der linearen Differential- 
gleichungen Anlaß bieten j sie stellen eine Erweiterung der einschlägigen Unter- 
radiimgaii Yon Abel Jaeobi dar und haben Kenn Poincar j an smnar 
großartigen Schöpftmg der Fnehsscben Funktumen die erste Anregung gegeben. 

Von priii/ipieller Wichtigkeit sind endUt^ einige Abhandhingen aus dw 
Theorie der algf In aisclu ü niffen ntialgleiehungen erster Ordnung, so diejenigen 
über die Form dt s allgi incinen Intei?rals, falls es algebraisch ist. und über 
die „Punkte der Uubestiuuutheit" (eine von Fuchs eingeführte Terminologie^ 
der Lösungen einer Düforentialgleichung erster Ordnung; insbescmdere aber 
die Arbeit „Üher Differentialgleichnngcn, deren Integrale feste VextweigUttgs- 
punkte besitzen"; diese, eine Erweiterung der Arbeiten von Briotund Bouqnet, 
bildet den Ausgangspunkt f[\r eine ganze Heiho von neuen Untersuchungen, 
die hauptsächlich mit den Namen Hamburger, Picard, Poincare und 
PainleT^ yerknftpft sind. 

GharlottMibiiig. G. WAUAmno. 

Weiusteill, B. Die pkUosophisohen Orundlagen der Wiseensohaften. 
Vorleeungen, gehalten an der Univenitftt Berlin. XIV \l 548 B. 8. Leipzig 
und Berlin 1906, B. G. Teubner. Fteis geb. JC 9, — . 

Der Verfasser hat sidi die Angabe gesteUt, die Stammbegriffe und die 

letzten Grundsätze der Wissenschaft in leicht verstandlicher Form, dabei in 
voller riründlichkf'if darzustellfn. die vorliandouen Abhängigkeiten der BegrittV" 
und Sätze von einander hervortreten zu lassen und die in unserenl Seelenver- 
mögen liegenden Quellen der Erkenntnis aufzuzeigen; die allgemeine Natur- 
wissenschi^ bildet den ]EbkU|>tgegenstand der Untersuchung, doch handeln die 
letzten drei Vorlesungen auch von der Dichtung und dem Leben. Das Werk 
bif'tf't durchaus selbständig F/nhu^lites und, wo es auf den Schultern anderer 
ruht, innerlich Angeeignetes; daltci ist sein Inhalt ungemein reichhaltig und 
vielseitig; das Weltganze, wie es in der Erfahrung sich darstellt, sucht es er- 
kUrend und deutend zu unnfiusen, ohne die Entwiekelung in den festen Rahmen 
einer vorgefaßten Lehrmeinung einxnspannen. Dieses Ver&hreo bewahrt sidber 
vor Einseitigkeit, erschwert indessen dem Leser die Übersicht, zumal Wieder- 
holungen und Hinweise auf spätere Erörterungen auffallend httufig sind. 
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Die ersteu sechs Vorlesungen, etwa t in Sochstel des Buches, handeiu vuu 
dem Begriff und der Einteilung der Ornndlageu flberfaaupt, von der Seele und 
ihren ^tigkeüen, ans denen weiterhin die änßere und die innere Welt ah- 
geleitet wird. Nachdem dann vom Erkennen und Wahrnehmen die Rede ge- 
wesen ist, werden der Zoitlii-hkeit, der Räumlichkeit, der Substanzialitiit und 
der Ursiichlii bkeit als deu Stiiuimbegriffen der Seele die zugehörigen Vergegen- 
stlndlichungbu , uämlich der Baum, die Zeit, die Substanz und die Ursachen 
^^S^i'S^^^^ Vorlesungen flher die Vorgftnge und drä Erseheinnngen, die 
Einheit und die Erhaltung der Welt, die Erfahrung und die Hypothesen bilden 
den Schluß der naturphilosophischen Betrachtungen. Ziemlich ausgedehnt be- 
handelt dabei der Vertiis^ifr di<; I)roidiniensii)nalitiit dos Raumes, die Theorie 
der Materie, das Energieprinzip, die Entropie uud das Prinzip der kleiuhtcn 
Wirkung. 

Wegen sdner Selbständigkeit und seiner Mannigfaltigkeit kann das Buch 

keiner bestimmten Schule zugerechnet werden. Sein philosophischer Grund- 
gedanke ist der K an tische des transzendentalen Idealismus; Rauuj, Zeit, Sub- 
stanzen und Ursachen sind die durch die Soeleutätigkeit geschaffenen Fonneii, 
unter denen alle Erfahrung erscheint; in der Bemühung, die Anschauungs- und 
Denkfoimoi aus önar gemeinsohaftliehen Wurael hersuleiten, folgt der Ver- 
fässer Schopenhauer. Doch winl das Verhältnis der jenseitigen zur Er- 
fahrungswelt ebenso wenig klar, wie dies bei Kant der Fall gewesen ist; nur 
gl' gen die materialistisch-mechanistische Weltauffassuug verwahrt sich der Ver- 
tasser. 

Das Ziel dee BuoheB, leidit Tersttadlieh an sein, ist sweifellos erreicht; 
denn es wird überall deutlich, was gemeint ist, und wo die Ausftlirungen nicht 

hinreichen, um dem unkundigen Leser genaue Vontellangen tn. vermitteln, 
•/.. H. beim Kntropiebegriff und dem Oesetz der geringsten Wirkung, tritt die 
Absiebt, deu (legenstand nur oberflächlicli zu behandeln, durchaus zuta,ge. 
Weniger sicher erscheint dagegen, ob auch der Wunsch des Verfassers sich er- 
fAllen wird, den Fachgelehrten su dienen. Wer, wie Mach in seiner Mechanik, 
den historisch-kritischen Weg der Darstellung wählt, vermag den Laien zu be- 
lehren und zugleich die wissenschaftliche Einsicht zu vertiefen; du aber Herr 
Weinstein nicht eigentlii-h forschend verfährt, sondern bei ZwLstigk»'itt'n, 
z. B. über das Wesen der Seele, des Raumes, der Materie, die landiäuügsteu 
Meinungen nur anfuhrt, um aidi sdüieBIick mehr od«: minder bestimmt m einer 
sa bekennen, ohne das FOrnndwidor su endgültiger Entscheidung xu bringen, 
so gebührt ihm zwar das Lob weitgehender Besonnenheit; doch wird bei solchem 
\'erfabren der Prinzipienforscher, sofern er restlose AufklArung sucht, zumeist 
leer ausgehen. 

Eine Eigeuheit des Vurlassers ist es, solche zu tadein, die ohne die nötige 
Sachkenntnis flher wissenschaftliche Gegenstftnde volkstflmlick sdumben und 
so ihr Publikum täuschen, dagegen die Klarheit und Gediegenheit seiner Dar- 
stellung zu empfehlen. Er biete Blumen; „der Kohl aber, um beim Bilde zu 
bleiben, wuchert in den Nebengärten, die den («arten der Wissenschafl, wie 
die Budeu den Mainzer Dom euieugen, und die ebeu von Uuberul'eueu bebaut 
werden" (S. 6). Wflrde solch Lob des Budies, zumal wenn es reidilit^ oft 
wiederimlni, im Munde der Leser nidit anmutiger klingen? 

Berlin. P. JoHAioiassoH. 
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Willard Oibbs, J. Scientiflo papero. Bd. L Thermodjnamics, mit Porträt. 
Bd. n. Dyniuiuos, Veetor Analysis, Multiple Algebra, Elektromagnetic 
tiieoiy of light London, New York and Bombay 1906, LongmaoB, 
Oreen and Co. 

In zwei st«ttlic:hen, sehr schön ausgestatteten Bänden liegt das wissen- 
schaftliche Lebenswerk von (Jibbs vor und »las Hauptinteresse konzentriert 
sich natürlich auf die iiu ersten Baude enthalteueu tberuiodyuaniischen Ab- 
handlungen, vou denen ich die dritte: „Über das Gleichgewicht heterogener 
Substanaen" besonders herrorbebe. Sie nimmt drei Viertel dee Bandes ein; 
und dokumentiert sich dadurch sohon üuüerlich als die bedeutungsvollste. 
Voran<,'eschiekt ist den AbhaiHlluiigen eine kurze, aber von liebevoller Ver- 
cbrun^' für (iibbs /.engende iiiographie, verfaßt von dem einen der beiden 
Herausgeber, H. A. Bumsteud. 

Im Bwwten Bande ist unter anderem eine von Qibbs f&r seine Hfim* 
gesdiriebene, bisher nur als Manuskript gedrudtte Einitthrung in die Vektor' 
analysis entlmlten, die von wundervoller PrE/ision und Kürze ist. Schade 
nur, daß dit- Bfzt'ichnungsweise so total verschieden von der in der luath. 
Enzyklopädie durchgeführteu istj die Lektüre ist auf diese Weise unnötig 
erschwert. 

Endlidi maobe ieh aufinerksam auf die üntersucbungen cur elektro- 
magnetischen Liohttheorie (1882 -1889), die analytisch äußerst elegant und 
interessant sind, wenn auch der Herausgeber, wie ich glaube, ihre Bedeutung 
7.n hoch veranschlagt, wenn er sagt: . . . „Diese (libbsschen Arbeiten >vürden 
genügt habeu, der Max wel Ischen Theorie zum Siege zu verhelfen, selbst wenn 
die Hertisdien Entdedcungen niebt vorbanden wiren.** Ich glaube im 
Gegenteil, dafi keine noch so bedeutende theoretisehe Untersuchung der elektro- 
magnetischen Lit httheorie hätte zum Siege verheltV-n können, ohne die Hert«- 
schen odt-r ihnen äi pii valt rilc Versuc/ir. Doch wird man diese f lM-rtroibiuig 
des Uerau-»gt'l)frs dt r Venlirung für den Meister der tlieoretischeu Physik in 
Amerika gerne zu Gute halten. Kine weitere Empfehlung der wertvollen 
Ausgabe erfibrigt sich demnach. 

Breslau. Gl. Sohaotbb. 



Orlieli, E. Anfluhme mid Analyae von WediMlalKimkiirvwk« Aus: 

Elektrotechnik in Piinzeldarstellungen herausgegeben v. Dr. 0 Benischke. 
7. Heft. Mit 71 Abb. VIII u. 117 S. in: 8. Braunscbweig 1906, F. Vieweg 

& Sohn. Preis geh. M 3,50; geb. M 4, -. 

Dieses Heft aus der bekannten Saninilung „Klr-ktrolechnik in Einzel- 
daratellungeu^*, kam mit der Behandlung eines gesuchten StoÜ'es recht zeitgemüü. 
Fourier bat sich in seiner Theorie der Winne 1833 auf BeibenentwieUungen 
gestfltst, die vor ihm bereits Taylor and Euler bei dem Problem der Saiten- 
bewegungen angewendet hatten. Er wurde auf seine berühmten Theoreme 
der unendlichen periodischen Reihen gefübiL Al.so dem praktischen Bedürfnis, 
zur Erkennung zusammengesetzter Erscheinungen der Natur sie in übersichtliche 
Teilvorgänge zu zerlegen, verdankt das Reich der reinen Mathematik den 
werb einer neuen fruchtbaren FroTins. Die Fouriersdie Reihe bot «ine sdiaife 
Waffe dar, mit der mau in allen Gebieten der Natarwissenschaften vielen 
Fragen erfolgreich an den Leib rüoken konnte. So ist et aueb in allen Ge- 
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bieten der technisfhi'n Wissf»nschafU'n geblieben. Nicht nur der rein^ Mathe- 
matiker uud i'hyäiker, sondern auch der Techniker kann ihrer nicht mehr 
«ntnten. Beim Ibaaemutsgleioliqiroblem, in der Hydraulik, bei den Weohsel- 
stromanfgabeii, flberall b^^net er den periodiaehen Eurren und diesen 
Fourieradien Reihen. Mit den Instrumenten zur Knrvenauf nähme war ein 
Werkzeug geschaffen worden, mit dem man, gleichwie der Damptinasi liinen- 
bauer mit dem Dunipfiudikattir, den Vorgälngeu den Puls fühlen kuuiitc Aus 
den wisseuschattlichen Laboratorien mit ihreu idealen Zwecken nahmen diese 
Apparate ihren Weg in die gelderwerbenden Probierstie derelektrischen Fabriken, 
ein Beweis, wie sie zum tftgUcheo Bedürfnis geworden waren. Fast in jedem 
Hefte eines terhnisclien Blattes wird das Thema infolge seines weiten Ein- 
Husses berührt. Dem Schreiber dieses wird z. B. soeben die Vi-rfiaszeitschrift 
deutscher Ingenieure von 9. II. gebracht. Sie enthält tatsächlich die 

ossUlographiMlum Aufimhmen des elektrischen Stromes und der Spannung ffir 
die Eisenbahnsehienen dar elektriseh betriebenen Simplonbahn. Die Lehrbadier 
und Vorträge Uber Elektrotechnik behandeln, von einzelnen abgesehen, den 
Gegenstand als zu mathematisch noch immer nicht gründlich uud ausführlich. 
Von den rühnilirlu'ii Ausnalunen sni das Transformatorenbuch Feld man iis 
uud das Wechselstrom werk Dr. Arnolds, von den Vorträgen jener meister- 
hafte Ton Phrfl Seyders an der elektioteehnisohen Hochaehule sn Delfb Uber 
Einleitung in die Elektrotechnik hervorgehoben. Und das vorliegende Bach 
behandelt erfreulicherweise den Gegenstand als Monographie, womit es nach 
allen obiireit Bemerkungen einem virirklichen, beileibe keinem papierenen Be- 
dürfnisse nachkommt. 

Das Heft gliedert den Stoff in vier Teile: JDie mathematische Darstellung 
von StrOmen beliebiger Kurvenform, die Eurvenaufhahmen, die experünenteUe 
und mathematiHche Analyse und die harmonischen Analysatoren. 

Auf den Seiten I — 11 wird die mathematische Darstellung von Kurveu- 
turnuMi liinsichtlicli der Fouriersclien Reihen erörtert. Aus tier Trape/forni 
werden die dreieckige uud rechteckige entwickelt. Die wichtigen Begriffe der 
Form- und Sdieitelfaktoren, der effektiven Spannungs- und Stromvrerte, sowie 
der Mittelwerte folgen. 

Nun finden auf 51 Seiten die Methoden und die Beschreibung der Apparate 
filr Kurvenaufnahmen Platz. Vorerst für {)unktftjrmig<' Aufnahmen die Frauke- 
scheu und Hospitalierschen, wurauf sich die Kompensationsmethode und die 
Apparate von Goldschmidt und Ryan anschließen. Dann wird der elektro- 
chemische Methoden von Grfltsnec, Janet und der geistreidien Verbesserung 
von Prof. Blondel gedacht. Ausfahrlich wird nebst einer Theorie der Os- 
zillographen (Itn- Apparat von Gehrckc mit (Ilimmlicht enlrtort Der dritte 
Teil von Seite 13 — G;'j fügt sich mit der experimentellen uud mathematischen 
Analyse naturgemäß au. Füi- die erstere wird auf des Coudres' Lusuug und 
andre, bei der letzteren namentlich auf Houston ondKennelly, sowieFischer- 
Hinnen hiogewiesen. Eine neuere, an diese anschließende Metiiode ist nach 
dem Erscheinen dieses Buches durch K. H. Haga (Archiv d. Math. (3) 11, 
239 — 244, 19(17 ) veröffentlicht wonlen. 

In den Seiten 90 — 1L)9 werden die haniioiusrhen Analysatoren zur me- 
obanischen Zergliederung der Kurven von Kelvin, llenrici, Coradi und 
anderen beschrieben. Der Apparat von Michelson und Stratton wird warm 
empfohlen. Ein voUstlndiger litmatnmachweis und eine Namen« uid Saoh« 
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list« beschließen vla.s liuch, welches nicht nur dem Inhalte sondern auch der 
äußeren Form nach allen gerechten Anforderungen entspricht. Er l&fit keinen 
anderen Wonach beim Leaer anfkommen, ifls sieh beiin berufenen Yei&aMr 
für seine scbüne Gabe zu bedanken, der gewiß eine weite Veibreitong und 
eine dauernde Anerkennung besohieden «ein wird. 

Budapest Josbpu HrauMXi. 



Schnlz-Euler. Leonhard Euler. Ein Lebensbild zu seinem 200. Ge- 
burtstage nach (Quellen und Familienpapioren. Mit zwei Porträts 39 8. 

Frankfurt :i. M. 1907, C. Fr. Schulz. Preis geh. .41 l,r)(). 

Aus der uitt rt >santen Schrift, die einen Nachkommen Eulers zum Ver- 
fasser hat, ist besonders hervorzuheben, daß in der Eulerschen Familie der 
vierte April als Geburtstag des großen Matiiematiken angesehen wird auf Gmnd 
der biographiachen Notizen, die Eulers ältester Sohn auf ein Holzt^felchen, 
welches sich unter Glas auf der Rückseite des Ilan dman nsohen Kupferstiches 
befindet, aufgesehrieben hat. Dabei ist allerdings /u beraerktMi, daß der 
15. April im heutigen Kalender dem 4. des alten Kalenders entspricht. 

In Eigftnaung seiner Schrift yerdanke ieh dem Herrn Yer&sser noch die 
UebenswttrSge Mitteilung, daß sein Großvater, der im Jahrs 1885 zu Frank- 
furt a. M. Terstorbene Geheime JttStizrat Dr.L.H.Euler, manche Euler-Heliqaie 
beses.sen hübe, daß aber nach seinem Tode seine Sanunlungen, Handschriften, 
Wappen und Familienpapiere au das Germanische Nutionalmuseum zu Nürnberg 
gekommen sind. Vielleicht, daß sich au dieser Stelle noch neue Eulerbilder 
und Eulerbriefe finden durften. 

Und weiter teilt mir der H<'t r N'erfasser mit, daß er im Besitze dos Siegel» 
ringes Leonhards ist, welcher das bekannte Wappen Eulers (ein springendes 
Pferd) trügt. 

Von den beiden Forträts, die der Schrift beigegeben sind, ist eins die 
Wiedergabe das oben emiUiiiten Handmann sehen Kupferstiches (1756)^ 
wahrend das andere von Darbes (1783) herrflhreo soll. 

Berlin. E. Jahnxs. 

Zimmennamii H. Badhontaflal nobat ftemmlnng hftnlls gabrattoliter 
Zablenwerfee. 6. Auflage. XXXIV u. 204 & Lex. -8. Berlin 1907, 
W. Emst und Sohn. Preis geb. 5,00. 
Die sichere Handhabung und allseitige Verwertung des Rechenschiebers 
verlangt, außer der Kenntnis der Logarithmen, ein scharfes Auge und viele 
Übung im Ablesen und Schätzen von Teiluugswerteo. Dabei liefert der Rechen- 
schieber die gesuchten Zahlen nur mit mäßiger Genauigkeit Die vorliegende 
Tafel bietet einen Ersatz fOr den Rechenschieber. Es ist eine einfiudie, baad- 
liehe Rechentafel, deren Hauptinhalt gewisserniaß* n ein großes Einmaleins 
bildet, well hem am Fuße jeder Seite noch die (Quadrat- und Kubik/ahleu, die 
<Ju:idr:it- Kuliikwurzelii , die Kreisbogen liin«:en und Kreisinhalte und die 
reziproken Werte und Logarithmen angereiht sind. Da also die vorliegende 
Tafel in erster Linie diejenigen Rechnungen erieichtem soll, die rieh loga- 
rithmisdi weniger bequem ausführen lassen, so sind die Logarithmen nur auf- 
genommen, um sie fOr einige seltene, in anderer Weise schwer zu behandelnde 
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Fälle (Berechnung einer höheren Wurzel, Aoflösaog einer JSxponentül- 
gleichiing u. dgl.j bereit zu haben. 

Ln flbrigen lißt das Endieuien der fttnftMi Auflag» «rkmiiien, dafl rieh 
daa Buch aadatiflniden BaifiülB m erfreuen bat AI« Beweis Ar das groBe 

Vertrauen, das in die ZuvariiSS^^keit d' r Tafel allenthalben gesetit wird, ver- 
dient noch hervorgehoben /u werden, daü die RLilienlatVl durch einen Erlaß 
des Preußischen Ministers der öffentlichen Arbeiten tür den Dienstgebrauch 
empfohlen worden ist. 

Berlin. E. J aumkk. 

P. Baheni. Lea originea de la atatique. Tome premier, Paris 1905. 
A. Hermann I 

Bis in die letzte Zeit hinein waren die V<»8tenitngen, welche uns die 

Lehrbücher über das Werden der Mechanik güben, etwa die folgenden: Aris- 
toteles besitzt einige unklare Ideen von dem l^rinzip der virtuellen Arbeiten, 
Arcbiniedfs beweist <len Hebelsat/. Dann kommt das gauzeMittelalter bindunh 
gar nichts von liedeutung, erst Lionardu da Vinci, Cardauo und (Juido 
übaldo arfaeitm im Aristoteliiohen Gedankenkreise weiter, ohne jedoch an 
durchgreifenden Erfolgen zu kommen; und dann erst, am Ende des 16. Jaluv 
hunderts beginnt die moderne machtvolle Entfaltung der Mechanik mit Simon 
Stevins Endeckung der Gesetze der schiefen Ebene und des Krftfteparallelo- 
gnunmes, sowie mit Galileis Ertorschung des freien Falles. 

Wie kindlich aber diese Ansichten vom Entstehen der Mechanik, speziell 
der Statik als Wissenschaft waren , zeigt uns das Torliegende Werk DÜhems. 
Nachdem schon andere Forseher einzelne dunkle Punkte in der Geschidite der 
Mechanik aufgebellt hatten, t:ibt uns hier Duhem einen /usanimenhflTicrfnden 
Abriß der gan/tn EnTuicklung der Statik Ins auf Pesi aites und stützt sieh 
dabei, :iuwoit ich es als Nichtbistoriker beuileilen kann, aut icahlreiches, neu 
gesammeltes, sorgtUltig und seharfUnnig bearbeitetes Material. Wir haben hier 
sweifellos den ersten Band einer Geschiohte der Mechanik großen Stils vor uns. 

Wie sieht nun bei Duhem der Werdegang der Statik aus? An dem Bild, 
das wir uns von den Leistungen der Alten machten, Hndert er nicht viel: 
Aristoteles kommt zum richtigen Hebelgesetz auf einem recht unklaren Wege 
V(m seinen uns heute folsch erscheinenden kinetischen Anschauungen her; 
Arohimedes beweiBt den Sati in groBer Strenge aus gewissen ein&dhai, jeder- 
mann einleuchtenden Axiomen. Die anderen Schriften, die uns aus dem Altertum 
erhalten sind und meist der alexandriuischen Schule angehören, bringen außer 
den Schwerpunktssiltzen , die /.un\ Teil aucdi schon Archimedes angehören, 
ttir die Statik der festen Körper nichl.s wesentlich Neues, auch nicht die Schriften 
der Araber, die sich als Übersetaungen griechischer Arbeiten erweisen. 

Die neue Entwicklung b^innt mit Jordanus de Nemore, von dessen 
Person man leider noch nichts sicher weiß, als daß er etwa um 1200 ge- 
lebt bat.') Er beschUftigt sich ausschließlich mit dem llebnlgesetz und kommt 
sachlich nicht wesentlich weiter als die Alten; was aber wichtig ist, er begründet 
das Hebelgesetz durch ein neues klares und richtiges Prinzip: „Das, was eiu 

1) Ich miVcbte hier auf den beachtenswerten ümatand hinweisen, daS 
Chamberlain, der Verfasser der „Grundlagen des iv. Jahrhunderts** die moderne 
Knltnigesehiehte fiberhaapt um ISOO beginnen liSt. 

AnMv 4m lUtlMnallk aad Ph/«U. HL a«lbc Xm. 17 
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gewisses Gewicht auf" oine gewisse Höhe emporheWii kmin, kann auch ein /." mal 
so großes Gewicht auf eine A; mal kleinere Hübe heben." Darin steckt deutlich 
der Begriff der Arbeit; und Joidaams wtndei Frinzq» so ao, m wir hmto 
das Prinsip der virtadlen Arbeiten gebrauchen. 

Ein anderer Autor, dor in alten Schriften mit Jordanns identifiziert wird, 
(Ion al^T Duht'in für jünger hillt und den Vurläufer Lionardos nennt, ver- 
mag mit (lioseiii Prinzip ht-reits im 1 3. .Tahrhuiidfrt das (lOset/. der schiefen 
£bene richtig aufzustellen; auch erseheint bei ihm bereits der allgemeine 
Momentbegriff fttr ebwie Kraitqretvne. 

Die Schule des Jordanns beherrscht dann die folgenden Jahrhunderte, 
obwohl manche wertvolle ErkenntniSi wie das Gesetx der sdiiefen Ebene, fiut 
ganz wieder verloren goht. 

Lionardo da Vinci, der selbst nichts verötientiicht hat, dessen ungemein 
reichhaltige Aufzeichnungen aber seine Nachfolger in schamlosester Weise ge> 
plflndert und in alle Welt zersimit haben, bereichert die Wissenschaft der 
Statik namentlich durch zwei wertvolle Gedanken: erstens erkennt er, daß bei 
ih i-i an eiiieni Punkte sich das ( !!»'ichg»'\vicht haltenden Kräften die Moment« 
zwi it-r (h-v Kräfte, bezogen auf einen Punkt in der Angriffslinie <l»^r dritten 
Kiall, einander gleich sein müssen. Merkwürdigerweise gelingt es ihm mciit, 
daraus das Parallelogramm der Ertfte sa finden, er stellt vielmehr darfiber 
eine ganz falsche Behauptung anf. Zweitens betont er die Unmöglichkeit des 
Perpetuum mobile und trägt dadurch zur Ausbildung des Arbeitsbegriffes bei. 

(Juido ül)al«lo und licnedetti ersrheinon dann Duhem als die Trüger 
einer Reaktion gegen Jordanus. 8ie unterwerfen seine Üntei-suchungen einer 
zum Teil berechtigten, zum Teil kindischen Kritik, ohne selbst wesentlich Besseres 
zu leisten und Ingen eher dazu bei, seine Beealtate vergessen su machen. Mir 
will aber scheinen, als ob hin lU-nedetti insofern wenigstens ein Portschritt 
zu bemerken als dfr Grundsatz der Verscliiebbarkeit einer Kraft in ihrer 
Angriffslinie als Mittel für die Begründung des Momentensatzes zum min- 
desten angedeutet ist. 

Simon SteTin und Oalilei stdlen nach dieser kritisdien Epoche ra- 
nftchst nodi onmal wieder alles sicher, was die Voiginger schon gehabt 
haben: den allgemeinen Hebelsatz, das Gesetz der schiefen Ebene. Dazu kraunt 
bei Stevin als ganz neues Ergebnis das Parallelogranmi der Kräfte. 

Koberval begründet einige Sätze Stevins besser, als es diesem gelungen 
war, und Descartes endlich spricht das Gesetz der virtuellen Arbeiten sdiftrfer 
aus als seine Vorgänger: er erkennt cum erstenmale gani Uar den virtuellen 
Charakter der Verschiebungen und die Tatsache, dafi man sich die Versehiehvmgen 
unendlich klein zu denken hat. 

Mit DescartfS schließt der vorliegende erste Hand des Du heni scheu 
Werkes ab. Die ganze Entwicklung der Statik, wie sie Duhem sich vor unseru 
Angen entfalten Iftfit, zeigt eine aofierordentliche Kontinuittt So erwidist aus 
dem Aristotelischen Chaos der klare Gedanke des Jordanus, der wieder alle 
seine Nachfolger beeinflußt, und selbst Simon Stevin, der sonst die ganze 
Uiclitung des Jordaniis als unstreng verwii-ft und wieder an Archiniedes 
aiLknüpft, nimmt doch als Grundsatz, auf den er seine Gesetze der schiefen 
Ebene stützt, die Unmöglichkeit des Perpetuum mobile an, den doch Lionardo 
gefunden hat, indem er die Gedanken des Jordanus weiter verf61gte. So 
kommt denn Duhem zu dem Ausi^ruch, der den Grundgedanken des gansen 
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Werkes darstellt'): „La scienoe mecanique et physique dont s'enorgaeillissent 
ä bon droit les teinps modernes deooule, par une suitc iuiuterrompue de perfec- 
tionnements a peioe sensibles, des doutrines professees au sein des ecoles du 
moyen Ige; let pretendaes ir^volataoiw inteUeetuellM n'ont äte, le plus souTent, 
qne des evolutioiis lentes ot longuement preparees; les aoi*disaiit renaissances 
que des reactiuns iVe<nu'iniiieut injustes et steriles; le respect de la traditiou 
est une condition es.senliellf du pro^ires sci' nf ifuiue." Wohl eine ( berspauuung 
dieses gewiß im. ganzen richtigen Satzes hat über nun den Verfasser verleitet, 
Galilei in seiner Bedeatong als Begründer einer neuen Kinetik im Gegenaats 
nur alten Aristo teliscben anzugreifen, ja abzusetzen, indem er erklart'): „Jamais 
Gtalil^ n'a cesse de croire u Taxiome peripatetiden qui pr o laiimit la propor- 
tionnalite t'ntiv la foree et la vitesse: l'opinion qui en iait le createnr de la 
DjDauü(j[ue moderne est uno legende coutrouvee.'* 

loh ftrdbte, die Tendenz hat hier dem Verfasser einen Streich gespielt. 
Wttiigstens kann ich die angefllhrten Stellen, welche die ohige Behauptung 
begründen sollen, nicht als zureiche nd anerkennen. Zunächst beweisen einige 
Stellen aus älteren Werken Galileis si( her nichts für Jas „Jamais'\ zumal 
wenn sie mit Er^'ebni^sen der l)iscorsi in Widerspruch stehen. Außerdem 
kann mau bei alten Schriftstellern aus einzelnen Textstelleu ohne Kenntnis 
des ganzen Zusammenhanges nie mit Sichsüheit ihre Meinung ersehlieBen; sie 
drficken sich manchmal ungenau aus, ringen nach Worten — Galilei braucht 
oft vier Worte Uhr eine Sache — und im besotiden n halte ich den Ausdruck: 
eine Kraft „erzeuo^t", eine Oesrhwindigkeit, otler „ruft sie heivur" dem 
mdv •= kdt sogar noeh für angemt ssener, als wenn man in diesem Satze das 
Wort Geschwindigkeit durch Beschleunigung ersetzt.') Was nun die „Discorsi^' 
angeht, so soll ein in dem ersten Scholinm des dritten Tages angedeuteter Be- 
weis fiir das Gesetz der schiefen Eben«' und ein zugehöriger Hinweis auf ein 
älteres W^erk dartun, daß aucli hier nocli (Jalilei die kinetischen Anschauungen 
des Aristoteles geteilt haben soll. Liest man aber die betretfenden Stellen, 
so scheint mir Galilei die fraglichen Sätze ganz in der Art zu beweisen, wie 
es die Schule des Jordanus tat, d.h. durch eine riditige Anwendung des Fkinsips 
der virtnellen Arbeiten, ünd wenn auch dieses Frimdp histcnisch aus der 
Kinetik des Aristoteles hervorgegangen ist, so soliräit es sich mir doch schon 
bei Jordanus von dieser deutlich loszulösen-, um wieviel weniger kann also 
der richtige Gebrauch des Prinzips der virtuellen Arbeiten nodi Galilei als 
einen Glttubigen Aristotelischer Kinetik veiptlichten! Für die gegenteilige 
Behauptimg lassen sieh yielmehr Stellen') aus den Discorsi anfBhren; z.B. steht 
im zweiten Scholinm des dritten Tages: „lüugs der Horizontalen würde aber 
die in 7/ erlangte Geschwindigkeit ohne Ende beharren*', oder zu Anfang des 
\'ierten 'I'ages: „Wenn ein Köqior ohne allen Widerstand sich horizontal be- 
wegt, so ist aus allem Vorhergehenden, ausführlich Erörterten bekannt, dnÜ 

1) Seit^ lY am Schluase der Einleitung. 

2) Seite 261. 

3) Eb erscheint mir noch nicht einmal ucbur, obdie Ari ätutelische .Mechanik 
wirklich ho sehr in allen Stü« ken unserer Auffassmii,' zuwiderläuft. Ich glaube, 
wir stehen den alten SchrifUtellern noch viel zu «elir als l'liildlogen gegenüber, 
■neben Ansdrücke wie laxvs, dvvuim, virtua, fortitudo zu übersetzen, anstatt auf 
axiomatiseheui Wege, d. h. aus den Behauptiuigen heraus Aofschluft über die ?er- 
wenduten besritfe zu suchen. 

4) Ich atiflre nach der dentsohen Übenetsung in Ostwalda Khuniker'Sanunlung. 

17* 
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diese Bewegting t iiif gleiihl'örnnge sei und unaufhörlich fortbesteht' auf eini-r 
uueudlicheu Ebene.'* Solche iSUtze aber laufen allen Aristotelischen Ansichten 
stracks znwider. Ich will nnn gewiB nicht bohAupten, daB Galilei mit Tolleiii 
BewuUt^itin die Aristotelisdic Kinetik bereits in allen Teilen omgestoßen 
habe, aber die Werkzeuge, die er mit seinfr nüchternen und streng wissen- 
schaftlichen, aber doch so originalen Arbeit zu dieser Revolution geschmiedet 
hat, sind so gewaltig, dab man es nicht unternehmea sollte, so nebenher, auf 
wenigen Seiten eines Bttöhes ftber die BntaMiungügesdiioihto der Statik, 
Galileis Bedeutung Ar die Kinetik su TerkleinenL Die Sache bedurfte snm 
mindesten einer sehr viel tiefer gehenden Untersuchung. 

Noch ülit'r ciiu^n zweiten prinzipiellen Shindpunkt des Verfassers, der aber 
mehr «ine ( icschmackssache betrifft, mochte ich ein paar Worte hinzufügen. 
Duhem teilt die Mechaniker in zwei Klassen, die Philosophen: Aristoteles, 
Jordanus, Lionardo, und die Qeometer: Archimedes nnd Simon Sterin. 
Die einen arbeiten mit allgemeinen Pzinsipien Ten großer Fmohtbarkeit, die 
anderen mit speziellen Prinzipien von größerer Strenge. Duhem läßt uns nicht 
im Zweifel darüber, daß er die erste Kbisse der zweiten vorzieht, wendet er 
doch ein von Deseartes auf Galilei gemünztes Wort auf Archimedes an: 
„Archim&de ezplique fint Men quod ita sit, mais non pas, cur ita sit'* Ich 
glanbe, man kann darOiber snm Teil wenigstens anderer Meinung sein; ich 
mOchte gerade von Archimedes sagen, da0 er zeigt, wsram es so ist, wfthrend 
es Aristoteli's fast nur zufällig einmal gelingt zu sagen, daß es so ist. 
Natürlich liegt die Sache bei .lordanus und Lionardo schon wesentlich 
anders; hier sind hchou viel bestüumtere und klarere Gedanken anzutretieu; 
aber jedermann wird sugeben mfissen, daß diese Gedanken an sidi metaphysisch 
sind, die man ohne Besitz eines großen Rrfahrungsmaterials glauben kann oder 
ancb nicht, während die Axiome des Archimedes durch ihre Einfachheit. 
Harmonie und. wi«' ich audi im Gegensätze zu Duhem betonen möchte, durch 
ihre Allgemeinheit jeden überzeugen. 

Aber, wie gesagt, das ist Geschmackssache; und ich mSchte zum Schlüsse 
hervorheben, dafi natOrlich aneh meine Ausstellungen Aber die Behandlung 
Galileis nichts an dem Urteile andern kOnnen, daß das vorliegende Werk 
Diihcms grundlegend liir unsere Kenntnisse Uber die Geschichte der Statik 
sein wird. 

Brünn. Uambu 

üeyst^r, Krich. Lehrbuch der darstellenden Geometrie inr den Gebrauch 
an technis(!hen Hochschulen, mittleren gewerblichen und technischen Lehr- 
anstalten, Kunstgewerbeschuleu, Fortbildungsschulen usw. und fiir das Selbst- 
Studium. /. TeU: Hit zahlreichea angewandten Beispielen und 290 Fignrsn. 
XVIII u 321 S. gr. 8. Leipaig 1906, G. J. GOschen. Rreis geh. M 8,->, 

gel. Jf H,r.(). 

|)as vorliegende Lehrbuch soll eine Fortsetzung di-s von .1. Schröder in 
der Sanmiluug Schubert erschienenüii I. Teiles der durstelleudeu Geoiuetrii- 
sein (wo im wtseutlichen bloß die Darstellung geradliniger und ebeuflächiger 
Gebilde sowie des Kreises mittels Auf- und Gmndrifi behandelt wurde), sohlieAt 
sich jedoch weder der Form noch dem Inhalt nach systsmatiseh an jenes Werk 
an. Doch dies ist beim Wechsel des Verfssswi verstindlieh. 
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Weniger verständlich ist jedoch du Ziel, das dem Verfasser des vor- 
liegenden Bandes ror Augen schwebte. Ein ftkr (Amtliche im Titel aagefUuien 
Schulgattimgen bnuchbares Lehrbuch zu schreiben, dünkt mir unmdgUch, dazu 
wt die mathematische Vorbildung der in Betracht kommenden Schüler, ja 

schon deren Ffthigkpit nednicktes aufzufassen, zu verschieden. Ein Srhttler einer 
gewerblichen Fortbildungsschule /. B. wird aus dem vorliegenden Bande wohl 
nur wenige Seiten verstehen können. Nach der Vorrede zu urteilen, hätte 
der Verfasser, der ja selbst Oberlehrer an mner Baugewerkschule ist, haupt- 
sächlich gewerbliche Mittelsrliul» n ( „Lehrende und Lernende") vor Augen ge- 
habt, denn er schließt mit den Worten: „M<");L'e das lUu h an seinem Teile dem 
gewerblichen Schulwesen wie der gewerblichen Pra.\i^. zugute kommen." SoUto 
dies der Fall sein, dann müßte ich aus ziemlich genauer Kenntnis der preußischen 
Bangewerksehnlen erUftren, daB das Buch seinen Zweck verfehlt habe. Denn 
was ein BangewerksohlUeir mit den 814 Seiten rein geometrischer, von den An< 
Wendungen in der darstellenden Geometrie fast ganz losgelOster Betrachtungen 
(Affinität und Perspektivitat ebener Figuren, Theorie der Kegelschnitte) 1m-- 
ginnen soll, vermag ich nicht einzusehen, selbst wenn er ausnahmsweise die 
Vorbildung zu deren Verständnis besäße. 

Es bleibt also nur flbrig, daB das Buch in erster Linie für technische 
Hochschulen oder Lehrer der darstellenden Geometrie an gewerblichen Mittel- 
Rchulen berechnet i.st. Auch dann erscheint mir die geometrische Beigabe noch 
zu reichlich, läßt sich aber damit erklären, daß alle größeren deutschen Werke 
über darstellende Geometrie einen Abriß der projektiven Geometrie enthalten. 
Gftnilieh flbeifltlssig erscheinen jedoch manche Seiten Redmnng (z. B. S. 39 f., 
Nr. 47«-^9). Wenn aber das Buch in erster Linie für tedinische Hochschulen 
bestimmt war, dann hätte an gar manchen Stellen ein h(lherer Standpunkt 
eingenommen werden können. In einem so weit niisholenden Werke sollte 
z. B. ein Beweis des Pohlkeschen Satzes nicht fehlen, dürfte die allgemeine 
scbiei« Axonometrie uicht übergangen sein, wenngleich ihre Unterschutzung 
Kiemlich aUgemein verbreitet ist; es müßte der Satz (8. 306), daB swei Kegel* 
Hachen 2.0. mit gemeinsamer Kurve 2.0. sich noch in einer zweiten Kurve 2.0. 
schneiden, begründet sein und hei der DcHnition eines Kegelschnittbüschels 
(Nr. 37) auch der Fall imaginiirer <!rnudpuukte l)erttcksichtigt werden. 

Der eigentlich darstellend-geometrische Teil behandelt die orthogonale 
Axonometrie, die schiefe Projektiott, die Banmknrven (sehr kors), die Engel 
nnd die Kegel- nnd Zjlinde^Sdien, insbesondere deren ebene Schnitte und 
Durchdringungen. Die ziemlich zahlreichen Beispiele über Steinschnitt sind 
meist gut ausgewählt. Die Figuren las.sen in bezug auf Nettigkeit <]er Aus- 
führung öft<»r zu wtlnsehen übrig. Bei Fig. 248 fehlt in der Projektion der 
Kaumkurve auf die Normalebene (Ebene durch Haupt- und Biuormale) die Spitze. 

Dieser jedenfiills mit großem Fleifi verfaBto L Teil wird tdeherlidi von 
vielen mit Nutzen verwendet werden, aber Eigenartiges fiel mir weder in sach- 
licher noch in pädagogischer Hinsicht auf In letzterer Beziehung könnte ich 
sogar auf manche Verstöße aufmerksam machen i z. B. S. 271, 272 auf die Zu- 
sammensetzung von ebenen Kurven aus Halbkreisen zur Darlegung der Formen 
der gewffhnlieheo ttngullren Punkte; S. 279 auf die Definition der allgemeinen 
Sduranbenlinie duroh das konstante Verhiltnis swisdien Krfimmong nnd Torsion). 

Wien. £. MDllbb. 
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V. Oettingeu, Arthur. Die perspektiviBOlien Sreisbüder dar Kegel- 
soluittto. Mit 86 Abb. im Text und auf m Tafeln. Vm n. 118 8. 
gr. 8. Leipzig 1906, W. Engelnuum. Fireit geb. JC 5, — . 

Das Torliegeode Buch koüpft an die 1901 erschieneaeD „Elemente des 
geometrisch-perspektivischeu Zeichn«'ns" »iossolben Verfassers an (vgl. die Be- 
sprechung in dieser Zeitschr. (3)4(1902), S. 134 — 136 i und ist auch in dem- 
selben Geiste, nämlich ohne Kenntnis der auf diesem Gebiete vorhandenen 
Literatur, abgefaBi ,,In der Überzeugung, da0 es eine dankbare Aufgabe ivire, 
die Eigeoschaften der Kegelschnitte an Kreisbildern dannstellen, entsdiloß sieh 
der Verfasser, die Studie selbst durchzuführen", beifit es in der Vorrede. Nnn 
ist es aber für die Cntersucbunp gleichgültig, ob man ein» n Kreis als Zentral- 
bild eint'S Kcgflichnittes oder den Kegelschnitt als Zi ntralhiM des Kreises be- 
trachtet, und letztere Methode zur Untersuchung der Kurven 2. 0. wurde seit 
Poneelet ▼<»! allen Geometeni Terwendei. 

Wien. E. IfOiUB. 



Loiia^ 0tno. Vorlerangen über dant^eado Ctoomatarte. Antori> 

sierte, nach dem italienischen Manuskript bearbeitete deutsche Ausgabe 
von Fritz Schütte. In 2 Teilen. Erster Teil: Die Darstellungs- 
mcthoden. Ä. u. d. T.: Teubners Sammlung von Lehrbüchern auf dem 
Gebiet« der mathematischen Wissenschatten mit Einschluß ihrer An- 
wendungen. Bd. XXV, 1. Mit 168 Fignien im Texte. XI u. 819 8. 
gr. 8. Leipsig und Berlin 1907, B. O. Tenbner. Prab geb. JC 6,80. 

Das Werk, dessen erster Teil hier vorliegt, ist das Ergebnis der Voi^ 

lesungen über darstellende Geometrie, die der Verfasser an der Universität 
Genua seit dem Wintersemester IHHT I^S gehalten hat. h1«> wnhl das erste 
für Universitäten bestimmte l.elirbuch dieses Gegenstandes. Ob in päda- 
gogischer Hinsicht die StoÖ'auswahl für diesen Zweck getroffen ist, darüber 
wcHrden die Meinungen sehr ▼ersohieden ansfidlen. Mir erschiene es jedeafidls 
nicht empfehlenswei-t, einem Anfänger in einem Zuge die ganze Methoden* 
lehre des vorliegenden Bandes vorzutragen imd dann erst ihre Anwendungen 
auf Körper und Fluchen zu bringen, noch der Verfasser kann ja bloß für 
die VeröÜ'entlichung die Methodenlebre abge.sondert und beim Vortrage Gegeu- 
stSnde ans dem sweiten Teile eingefloditen babm. Über den Toransriobt- 
lichen bbalt dieses zweiten Teiles enthllt die Ycwrede nur die Mitteilung, da£ 
seinen Schluß eine Geschichte der darstellenden Geometrie bilden soll. Darauf 
muß man nach <len Ijisherifren bistf)rischen .Arbeiten des Verfa.«!Sers gespannt 
sein; denn die allgemein bewundeite grundlegende Arbeit Chr. Wienersauf 
diesem Gebiete hat erst recht das Bedürfnis geweckt, mehr über die geschicht- 
liche Entwickhmg einzelner Teile und Methoden der darstellenden Geometrie 
zu erfahren. 

T^er Verfasser verfolgt das Ziel, seinen Lesern einen Hegriti" von den mo- 
dernen Anschauungen der darstellenden Geometrie zu geben und sie in den 
Stand zu setzen, Untersuchungen auf diesem Gebiete verfolgen zu können. 
Er bebandelt daher nach einer sehr bttbschen Einleitung Aber die Natur und 
den Zweck dieser Disziplin, flbor die „Geometrie des Zirirels" und die „6eo- 
metrographie", nicht nur das Auf- und Grundrißverfahren (von ihm „Methode 
der doppelten Orthogonaiprojektion" genannt), die Zentralprqjektion, die ko- 



ReMoauMMD. 



S63 



iierie Projektion, die ortbogouale und schiefe Axonometrie, sondern hat auch 
die Perspektive Axonometrie und Photogrammetzie in den Bereich der 
BetoMbtong gezogen. Das Hauptgewicht ist natürlich in erster Linie 
auf die Orthogoualprojektion , iu zweiter auf die freie Perspektive ge- 
legt. Einer Mfthodeiilphrp entspreL'h'Mid, handelt es sich, von wenigen Fäll«'n 
abt:<"^ehen, nur uui die Darstellung von Punkten, (leraden und Pjhcnen und 
um die Lösung der sie betreü'eudeu Grondaufgaben; in der schiefen Axouo- 
OM^e wird auch auf die Lösung dieser Anfgabeii mdki mehr eingegangen. Die 
Zjklographie findet nur gelegentliche Erwähnung. Entgegen dem Gebrauche in 
den meisten deutschen Lehrbüchern wird die projektive Geomebie als bekannt 
vorausgesetzt, was für Univei-sitäisvorb'sungen <,'auz angemessen erscheint. 

Daß die Darlegungen des üuches nicht nur klar und deutlich, sondern 
in wissenschaftlicher Ansicht auch einwandfrei sind, bedarf bei dem Kamen 
des Autors wohl keiner besonderen Erwfthnong. Ja das Buch besitit anderen 
gegenüber den Vorzug, daß es möglichst vollständig die bemerkenswerten 
Sonderfälle hervorhebt und bei Konsl ruktioneu <lie Miigliehkeit ihrer Durch- 
führung beweist oder ihre Grenzen uutei.siuhl. Verschiedene Eb-mentarauf- . 
gaben sind auf eigenartige Weise gelöst. Nr. 22 z. B. enthält eine Kon- 
struktion der Schnittlinie sweier Ebenen, deren Spuren sich in unzugänglichen 
Pnakten sehnsiden, unter Verwendung des Saties vom Höhenschnittpunkt 
dnes Dreiecks; in Nr. 27 wird die schiefe Projektion (insbesondere auf die 
Koinzidenzebene) zur Lösun^r von Aufgaben in orthogonaler Darstellung heran- 
gezogen; in Nr. 29 ist die zweite Lösung der Autgabe, die gemeinschaftlichen 
Transversalen von vier gegebenen, paarweise sich nicht schneidenden 6e« 
raden (das ^nicht** fehlt im Buche TerBehentlioh) su suchen, beachtenswert, 
deren Grundgedanke von Timerdin«^' stammt lliibseh ist auch die Kon- 
struktion der Spur und Fluchtlinie der El)L'no durch drei gegebene Punkte in 
Nr. 69. Die iu Nr. 33 gegebene Konstruktion einer Winkelhalbierenden wird 
in orthogonaler Darstellung wohl uiemand verwenden; hingegen hätte dieses 
Pzinsip in der sebisfazonometrisdieii Darstellung sur Lösung von Aufgaben 
Terwendet werden sollen. Die Zentnlprojektion wird auch in der von 
W. Fiedler herrfihmideii Terallgemeinerung betrachtet, daft die Bolle der 
unendlichferaen Ebene eine endlirh ferne Ebene übernehme. Aus dem 
Sonderfall, daß diese Ebene zur Bildebene parallel und das Projektionszentrum 
als der unendlichfemc Punkt der zur Bildebene normalen Geraden gewählt 
wird, ergibt sich dem Verfasser die kotierte Projektion. Das leiste Kapitel 
der Fhotogrammetrie entliHlt einige wenig bekannte allgemeine SStze. 

Gegen die in der Fußnote auf S. 173 gemachte Bemerl<un<,' ni'U lite ich 
Stellung nehmen. Es heißt dort, daß gewisse Verkür/.ungsverhiiltnisse in der 
orthogonalen Axonometrie „am meisten gebraucht werden". Wer sie braucht, 
wird weder hier noch in anderen Lehibllcheni gesagt, wo si<^ fthnliche Be- 
merknngen finden. Ich halte die Bestimmung des Achsenkreuzes durdi die 
VerkflrzungSTerilältnisse für theraetiMih ganz interessant, aber für praktisch 
wertlos, da man beim Zeichnen eines axonometrischen Bildes wohl stets die 
Achsen wühlt und für sie dann die Verkiirzungsverhilltuisse erniittpjt. Bei Ver- 
wendung von Maßstäben oder Verkürzungswiukeln ist es ganz gleichgültig, 
ob diese VerhSltnisse rational oder irrational ausfiülen. 

Um nicht su weitläufig zu werden, will ich die Bedenken gegenüber ge- 
wissen Benennungen oder Bezeichnungen in diesem Buche unterdrücken, auch 
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nicht die bemerkten Druckfehler erwähn«!. HingegeD fordert 66 die Be- 
ÜBrentenpfticht, auf die in den Figuren bemerkten tataleUidien Fehler bin* 

zuweisen, wobei ioh von cinfi Anfx&bliuig der siemlicb taUreiohen Üher^ 
sehen in der Beschriftung absehe. 

In Fig. 24 isi (la-s gezeichnete ji< rspektivc üibl das 8pie)/eH»iI(i des gefor« 

derten Bildes (;r ist luieh taläcber Seite umgeklappt). 
„ „ 106 soll ^.^1) im Schnitt von (</) mit {(') Ä liegen. tT ist nicht be- 
seiohnet, Flucht- und Spurpunkt der Geraden AB nad un- 
richtig. 

„ „ 149 ist Dreieck 1\, 7'^, 1\ kein Spnrendreieck des ^'pzeichneten 
Achsenkreuzes. Ferner fehlen hier an den Buchstalien die 
Sterne zur Bezeichnung des axonometriscben Bildes. L<etzterer 
Fehler findet sich öfter. 

n n 150 ist die Konstraktion Ton Jf* «ns JIT* falsch. 

„ 151 u. 153 ist wieder 7, kein Sporendrneck des g^benen 

Achaenkreozes. 

Sieht man von diesen den Anfiiiiijer irreleitenden oder verwirrenden 
Fehlern in den Figuren ab, so wird das Buch nicht nur allen, die sich mit 
den gebräuchlichen Methoden der darstellenden Geometrie bekannt machen 
woUen, wertvolle Dienste leisten, sondern audh Lehiem dieses Fadiss Tiel In- 
teressantes und fBr den Unterriclit Vorwertbares Ueten. 

Wien. B. HOlusr. 



Schlink, Wilhelm. Statik der Baumfachwerke. Mit 214 Abbildungen 
und 9 l!kfain. XIV iL 390 8. gr. 8. Leipzig und Berlin 1907, B. G. Teubner. 
Preis geb. »M 

Das Toriiegende Buch ist das nrnfiMsendste, das bisher Aber rftnmliche 

Pachwerke auf Grund der neueren von Föppl, Henneberg, Mohr, Müller- 
Breslau begründeten Methmlen erschienen ist. Es soll durch dasselbe der 
Leser befälhigt werden, einerseits jedes l)eliebif:e Haumfaehwerk zu berechnen, 
andererseits für jede gegebene architektouische Überdecknugsform ein zweck- 
mäßig gebautes System in einlacher Weise hennstdlen. 
Das Bttdi aMrfUlt in zwei Absdmitte: 

1. Raumfachwerke im allgemeinen, 

2. Dachfachwerke. 

Um den Leser leiihter in die Kauinfaihwerke einzuführen, werden im 
ersten Abschnitt zunächst die allgemeinen, das ebene Fachwerk betreffenden 
8&tse und Methoden hergeleitet Der Sats Ton Föppl, nadi welchem jedes 
statisch bestimmte Fadiwerk anch kinematisdi bestimmt ist, wird eotwiekelt 

und dessen Bedeutung ausführlich besprochen. Sodann werden die ver- 
schiedenen Methoden für die S]Kuinungsbestimmnn£r tregeben und deren Zu- 
sammenhang und Ubergang ineinander err>rt('rt Ebenso werdfMi die all>:e- 
meinen Bildungsgesetze der ebenen Fach werke entwickelt und durch Beispiele 
erlftutert. Um komplinertere Faohwerke auf einfiMshere nuflcksufllhren und 
umgekehrt, um aus einfacheren Fachwerken kompliziertere heirsuleiten, wird 
die Alethode der Stabvertauschung vielfat h mit Nutzen verwandt. Es wird 
auch gezeigt, wie durch diese Methode der Stabvertauschung die Stabilitits- 
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Untersuchung erleichtert vfird. Die gan7,e Untersuchung ersticukt sich sowohl 
anf frn» wie «uf gesfcftteie Systeme. 

In gleidlear Weise wemien die Bftnjnfiiehwnite behandelt und deren Bil* 
dnngRgeeetze emgehend entwickelt, wobei die Methode der Rtabvortnuschung 
wieder zur Verwendunp Voninit. Di^ für dif Raum fachwerke wichtige Auf- 
gabe, eine Kraft in drei oder in si-chs Komin nientrn zu zrrlegen, ist nach dfti 
verschiedenen Methoden (Moniontenmethode, Projektionsmethode, Methoden von 
Mohr nnd Mfiller-Breslau) geUtat und der Zusammenhang der einseinen 
Methoden besprochen. Sodann werden die ▼erschiedencn allgemeinen Methoden 
ftlr die J^pannungshestiinmung gegohen, sowohl die statischen wie die kine- 
matischen von Mohr und Mülh'r-Brt^sluu. und in Zusammenhang gebracht. 

Besonderer Wert ist stets auf die Btabilitätsuutersuchung gelegt. Bei 
dsnelhen ist Sats, nach welöhem jedes Gelsiikiystem statisch und kine- 
matisflli bestimmt ist, sobald im belastongslosen Zustande alle ^annungen 
eindeutig Null werden, mit Vorteil verwandt. Speziell sind die Stabilitftts- 
verhältnisse des Auflagerringea untersucht. 

Im /weiten Abschnitt sind verschiedene Arten von Dachfachwerken be- 
handelt und zwar: 

Die Schwedler-Kuppel, 

Netnrtridcappel und Zimmermannsche Kuppel, 

Scheibenkuppel, 

Geschlossene Kuppel, 

Flechtwerkdächer von Föppl. 

Bei allen diesen Kuppeln sind die Formeln tür die Öpauuungsbestimmuug 
▼oMstladig entwickelt ffierbei ist dieBedhnung durch ZaUenbeispiele erläutert. 
Die 8ohwedler-Ku]^Ml ist auch graphisdi flir belieb^ Last behandelt 

Besonderer Wert ist auf Kapitel 7 und die folgenden Kapitel zu legen, 
die fast durchweg Neues enthalten. Es werden in denselben die Grundfornn ln 
fttr die oftene« und geschlussenen Kuppeln und die allgemeinen diesbezüglichen 
Sätze und Formeln entwickelt. Sodann werden durch Spezialisierung neue 
Kuppeln und insbesondere ein- und mehrstSekige Soheibenkuppeln entworfen. 
Femer wird geieigt, wie mit Hilfe der hergeleiteten Sfttze den arehitektonischen 
Fordeningen entsprechend günstige Kuppeln sich herstellen lassen. 

Das klar und einfach gescliriebene und auch infolge der guten Zeicbniuigen 
leicht verständliche Buch möge den Technikern warm empfohlen werden; doch 
auch der Mathematiker wird in dem Buche vieles finden, was ihn interessiert. 

Dansstadt L. Hsnmbbisro. 

ftnitily D. £• Hlatoiy of modern MattiemstiiM. 4. Auflage. New 
York 1906. 

Wenn man auf 77 Druckseiten eine Geschichte der modernen Mathematik 

schreiben will, so ist eine straffe BeKchrünkung anf die Hauptepochen notwendig 
und eine präzise Begrenzung des darzustellenden ( Jebietes vorgeschriebeji . Das 
hat Smith zunächst dadurch erreicht, da(i er ^ich nur auf die reine Mathe- 
matik besdirlnkt und von der angewandten nur die Potentialtheoric bei der 
Funktumentheorie in den Kreis seiner Betrachtnng einbesieht, wShrend die 
zeitliche Begrenzung im wesentlichen durch das letzte Jahrhundert gebotsn ist 
Nnr in einzelnen Fragen gebt er ftber die Zeit vor Qauß surfiek, um an 
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Newton, Leibniz and Ealer anknüpfen m können. Es versteht sich von 
selbst, daB eine Ohnraktertsierang der eimtelnen Arbeiten und der Besidtate 

einzelner Forscher in einoin solch knappen Rahmen ganz unmögliL-h ist Es 
ist daher dtinhwejj für die meisten Mitarbeiter an dor LösnnLr der l'roKlerae 
nur eine Autziililuug der Namen möglidi gewesen, dagc^'eii wird man ni< hts 
sagen können; aber es fragt sich doch, ob nicht wenigst^^us bei diesen Namen 
eine Angabe Aber die Foblikalioneii nadi Ort und Zeit möglich gewesem wira, 
jedenfislls wfirde dann die Angabe für den Lernenden nutzbringender gewesen 
sein. Denn was hat der Student davon, daß ihm zehn Namen von Automi 
fjnnannt word»^n, die ül)er das fragliche rirhict Arbeiten publiziert haben, wenn 
«r nicht erttlhrt, wo er die Ar})eiten tmdeu kann? Meines Erachtens hätte der 
Verfasser entweder die Namen furtlassen sollen, um dadurch Raum zu gewinnen, 
saehlicb etwas mehr sagen m kOnnen, oder die Arbeiten bitten nachgewiesen 
werden mtlssen. Abgesehen von dieser Ausstellung kann man aber die Dar- 
stellung nur anerkennend loben, indem nicht nur die Hauptfragen durchweg 
richtig charakterisiert sind, sondern auch tür jedes Kapitel die wichtigsten 
Monographien angegeben sind, aus welchen man sich orientieren kaxm. 

Smith beginnt mit der Zahlentfieorie seit 1801 nnd liUt amih die her- 
Torragendsten ForselMr dieses Gebietes mit ihren wesentlichsten Besnltaten ani^ 
aber es wird jedem deutscbMl Leser auffallen, daß v. M angoldt gar nicht und 
Hilbert nur bei dem Beweise ftlr die Tninszendenz von tt genannt ist; des- 
gleichen vermisse ich E. Uusche bei der Liste der Zahlentheoretiker. Au die 
Zahlentheorie im engeren Sinne schließen sich die Abschnitte über.Quaternionen 
und Ansdshnnngslehre. Die Theorie der Glsiehungen beginnt mit Newton, 
springt dann aber sofort auf Lagrange und Gauß über und vergißt Eulers 
sehr wesentliche Arbeiten, der ebenfalls bei der Kettenbruehentwicklung nicht 
genannt wird. Es findet die Lehre von den Gleichungen fünften Grades eine 
etwas breitere Darstellung. Ebenso geht der Verfasser auf die Gruppeutheorie 
von Raffini und Galois niher ein, aber die neueren Antoren werden nnr 
ohne Inhaltsangabe nnd ohne Zeitfolge an^eslhli Die Theorie der Bivarianten, 
einschlieflUeh der Theorie der Formen, der Invarianten und Kovarianten, 
findet in einer Würdigung der V' enlien.ste Cayleys gebührende Beachtung, 
auch hebf 8milh die dureh Aronbold liegründete, durch Clebsch erweiterte 
deutsche Richtung gegenüber der englischen Schule hervor. 

Das Kapitel über Differential- und Integrahrechnnng nmfaBt nicht nnr die 
Variationsrechnung mit, sondern auch die Euler sehen Integrale, welche zn 
den r'-FunktioTieu führen und die Potentialfunktion wie auch die Anwendung 
der lntinitesim;ilre< linung in der Physik. Hieran schließt der Verfasser das 
Kapitel über DilVerentialgleichungen. Daß er die Theorie der linearen partiellen 
Differentialgleichungen mit Lagrange beginnt, ist wohl nicht ganz richtig, da 
die Mehrsahl der Lagrangeschen Besnltate sich bereits bei Enler ädet. 
Aber die Weiterentwicklung dieser wchtigen Disziplin von Gauß bis Lie, 
Fuchs und Poincare wird durch Hinweis auf die markantesten Fortschritte 
in dem knappen Kaum gut wiedergegeben. Die Theorie der unendlichen Keihen 
wird bis auf Jacob i in den Hauptzügen übersichtlich dargestellt, die neueren 
Arbeiten werden aber nur durch die Namen der Beteiligten angedeutet In 
dem Kapitel über Fnnktionentheorie macht der Verfasser richtig darauf auf- 
merksam. daß nicht erst Landen die elliptischen Formen entdeckt habe, son- 
dern daA, abgesehen von vereinzeltem Vorkommen bei Jacob und Johann 
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Bernoulli, die Theorie von Euler begründet ist, wie es Legendre schon 
oadigttwieMii hat. Die 0«8cliioihte der FanMonentlieorie wird bis m Kleina 
ModiüfiinktioBeii in grofien Strichen skisiiert Endlich in der aneljtaedhen 

Geometrie vprweilt der Verfasser bei Monge und Plücker, von denen ersterer 
in der darstpllpndfn Oeomptri»' wiedfr die Hauptrolle spielt, wilhrend in der 
projektiven tieumetne l'ont flet, Gergonne, Öteiner und von Staudt aus- 
führlichere Erwähnung ändcu. 

Es ist aonadi enf dem engen Baum eine groBe FOtte historischer Angaben 
zusanunengebracht; aber es zeigt sich doch auch, wie schwer es ist, eine Cha- 
rakterisierung des Fortschrittes in so ;,'edrän^'ter Kürze zu geben, denn diese 
Fortschritte liegen nit-ht nur in der extensiven Mitarbeit fast der gesamten Welt 
im Gegensatz zum Zustand vor 100 oder gar 150 Jahren, sondern besonders 
in der intensiTcn Durchforschung schon bekannter Oebietei wie das in dem 
Sehhifiki^itel des Bmithsehen Buches sdur ^flcküch nun Ausdruck kommt 

flambnxg. Edm. Hofpb. 



H* Bur^ge. BtomsiiAe der Tbeorie der FnakttoBeii ^er komplexen 
▼nfndeilioihmi CMAe. Li fünfter Auflage neu bearbeitet von Ludwig 
Maurer. Mit 41 Figuren im Text. X u. 397 8. gr. ^. Leipsig und 

Berlin 1906, B. G Teubner. Preis geh. M 0, — , geb. JL 10,—. 

Das in der riH-rsrlirift u'enannto Werk hat mit dem Duregeschen nur die 
Einleitung und den Zweck gemeinsam, den Leser in die Iii cm an n. sehe Än- 
schauungsweise der in Frage stehenden Disziplin einxuflUuren — im übrigen 
hat es eine yOUig andere Gestalt angenommen. Der Herr Yerfiuser besohrinkt 
sich hierbei nicht auf die Theorie der komplexen Funktionen, sondern bringt 
im ersten Abschnitt eine gotlrüii^tc Ühei^sicht über di»'jonifr(>n Tfil»' ;in^ 'If?- 
Tliporie der reellen Funktionen, dir ihm für die Begründung <lor kuni|>lf\<'ii 
Funktionentheorie erforderlich erächeinen. Bei der Darstellung der letzteren 
sind eine grofie Anzahl von Betraditangen und Sfttsen hinzugekommen, welche 
entweder der modernen EntwieUnng der Funktionentheorie Rechnung tragen 
oder sonst dem Herrn Verfasser als passende Ergänzungen erscheinen. Hierzu 
gehört eine anspiiebigerp Betrachtung der .\li])ildunpstheorie, eine Reihe von 
Untersuchungen aus der Theorie der periodischen Funktionen und der Algebra, 
Darstellung von Funktionen mit gegebenen Null- und Unendlichkeit8st«Ilen und 
neben anderem yor allem dne etwas weitergehende Theorie der linearen Diffe- 
rentialgleich ungen zweiter Ordnung. Dieselbe ist aufgenommen, um einerseits 
die funktionentheoretischen Prinzipien zu erlUuteni imd andererseits 'Ich tiatiir- 
gemllßen /utiaiirr zu dei- ITienrip der autumorphcti Funktionen zu fnitlnHU. Im 
Gegensatz hier/u sind die Integmle der algebraibcheu Funktionen weit kür/er 
behandelt sls in den froheren Auflagen. 

Das Werk ist mit grofier Sachkenntnis, elegant und frisch geschrieben 
und bedeutet gejrcnübfr den älteren Auflagen einen entschiedenen Fortschritt. 
Freilich will es dem Referenten ersebeinen, als wenn die Finh^itlichkeit und Ge- 
schloöseiilieit, welche das Duregesche Werk charakterisierte, in dem neu^n 
nicht mehr in demselben Umfange vorhanden ist. Dazu ist der Stoff, der auf 
dem verhSltnismäßig kurzen Räume von 400 Seiten behandelt wird, gar zu 
groB und Terschiedenartig gestaltet, die Darstellung an einigen Stellen su kurz 
ansgefoUen. 
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Schließlich inögt'u noch die folgeDden Einzelheiten herauagegriifeu werden. 
Der Herr VeifiuBer unterwirft eine komplexe FnnktioD w der Bedingung, dftB 
sie eine BteH^ DeriTierte to* bentze — nach den neueren Untersochungen von 
Herrn Goursat and anderen kann die Annahme der Stetigkeit fortfallen Vn- 
gewöhnlich und sicher auch unzweckmäßig ist dif» S. 84 gfgehenp Detinition 
einer im Intervalle (ab) differeuzierbaren Funktion als einer solchen, welche 
in jedem Punkte x von (ah) eine endliche und mit x sttiig veränderliche Deri- 
vierte beeitet. Selbst wenn man mit dem VerfiMser das Auftreten einer un- 
endlich großen Derivierten nicht mehr als ,,Differen/.ierbark<>ii" bezeichnen 
wollte (ob'-;chon auch diesf Ffstsetziing /n rn/uträplirhkr'it^'n tlihrt, da man 
ja allpf'meiD „DitiVrenzierbarkoit" als äquivalent mit „Kxistenz einer bestimmten 
Tangente^' anzusehen pflegt), so müssen doch naturgemäß Funktionen in allen 
denjenigen FUlen als differensieKbar im ÜBrtenrall {ah) besmehnet werden, in iSmm 
sie in nllen Punkten desselben endlie^ be stimmte I)iffereniial<pie4äetttaD be- 
sitsen — ob diese Differentialquotienten >t' tlg oder unsteiig sind, dflrfte dabei 
als gleichpi\ltig anzusehen sein. In Itezug auf diese Bemerkung möge auf den 
Artikel von Herrn I'ringsheim über die Gnmdlagen der allgemeinen F^unk- 
tionenlehre im 2 Bande der Encjklopädie der mathematischen Wissenschaften 
Terwiesen werden. 

Dresden. Hartim Krause. 



Teobnik und Schale. Beiträge zum gesamten Unterrichte an technischen 
Lehranstslten. Herausgegeben von Ftof. H. Girndt I. Band, 3. Heft, 
64 8. gr. 8. Leipug und Berlin 1907, B. G. Teubner. Preis geh. M 1,60. 

Pllr das Faehsohulwesen existierte als besonderes periodlsohes Ofjgan 

bis vor kurzem nur die „Zeitschrift für gewerbUdien Unterricht." Die von 
Herrn M. Hirn dt jietierdings begründete imd zwanglos, je nach Material, er- 
scheinende Zeitschrift unterscheidet sich äußerlich jedenfalls sehr vorteilhaft 
von der älteren Schwester, indem die Verlagshandlung sie in dem ansprechenden 
Kleide der im gleichen Yerlage herauskommenden Zeitsebrift „Monatshefte flfar 
den natarwissensebaftlicben Unterricht" hinaussendet. - Von dem mir zur Be- 
sprechung überwiesenen Tief! W interessiert den Mathematiker vorwiegend der 
Bericht über die auf der Mascbinenhausi ImUnänuerversammlung in Bremen ge- 
pflogenen Verhandlungen über die Einiuhrung der Inflnitesimalrechnung in den 
Lduplan der Ifaschinenbausehnlen. TatMohlieh wird die Infinitesimalrech- 
nung in irgend einer I^mn wohl an den meisten höheren Maschinenbaaaohulen 
bereits gelehrt; man sollte sich also dazu veratehen, das verkappte Diiferon- 
zieren und Integrieren zu ersetzen durch eine „ehrliche Infinitesimalrcch- 
nung'\ um einen Ausdruck aus Fidix Kleins neuester ausgezeichneter 
Publikation über diese Frage (Klein und Schimmack, „Der mathematische 
Unterricht*', Teil I, 1907) zu gebrauchen. Freilich sdieint dem von Seiten 
der FkdisdlulmSnner noch vielfacher Widerstand entgegengesotjst zu werden« 
und wenn man sieht, daß es nötig ist, ftlr diese Kreise eine Ableitung der 
einfachsten DiÖ'erentialformeln zu geben, wie in diesem Hefte in einem Ar- 
tikel geschieht, um den Gegnern das Gruseln vor su benehmen, so muB 

man schließen, daß der Widerstand in vielen Fällen nur auf Unkenntnis 
der Sache beruht. — An Artikeln mathematischen Inhalts enthält dies Heft 
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noch ciutn sulchen vom Herausgeber, der dem Heft tVeiLich nicht zu Glanz 
nnd Ruhm gereicht. Auf Qrund eines nicht verstandenen Zitats kommt der 
H«r Hemusgeber su dem Resultat, daS anf der Bangewerksehnle „Id- 
gebra* llberhaapt nicht getrieben wird. Das mathematische P(>nsuin ist 
dort zwar sehr beschnitten, Gleichungen ersten Grades werden aber ibx h 
noch behandelt. C^uadratische Gleichungen sind jedoch — abgesehen uatüi'- 
lich von den rein quadratischen — verpönt, was sich, nach einem im 
gldchen Heft entbalteiieo Artikel Uber den „üntemcbt im BiMnbetonbaii** 
lu «dtließen, wohl bereits als fühlbarer Mangel erwieeen hai FreUioh wird in 
dem Artikel des Heriinsf,'ebers die arithmetische Welt des Ballgewerkschülers 
genau zirkumskribiert und z. H. fest^M-stellt, daß das Rechnen mit Potenzen 
und Wurzeln nicht über den Exponenten -1 hinausgeht. Als oIj dt r Unterricht 
an Bangewerkschulen nicht ohnehin bereits handwerksmäßig genug w&re! 

Magdeburg, Herbst 1907. W. Ahrems. 



PetronieTtoi, BimislaT. iMo t^pisolimi Qeoiiistrie«ii und da« Un- 

endUohe. 87 8. 8. Heidelberg 1907. Carl Winten UniversitKts- 

buchhaudlung. 

Der Verfasser zählt, wie zumeist alle, die die Lehre vom Unendlichen 
von Grund aus umwillzeti wollen, zu denen, die den ( Irenzbegritf noch nicht 
erfaßt haben. Nichts ist dafür charakteristischer, als sein Versuch, der 
Cantorsdien transfiniten Zahl n eine unmittelbar rorangehende Zahl vor- 
SUSetzen. Aber auch ein ganz e1ementar* s Heispiel fin einer Fußnote, S. 33) 
flboTV.etigt uns davon: „Jede Kurve, die eine Tangente hat, bat mit dieser, 
wie sich direkt beweisen läUt [den Keweis bleibt Verf. schuldig, d. Hef], 
nicht einen, wie dies gewöhnlich behauptet wird, sondern zwei Punkte ge- 
mmnsam, nnr muB man dabei voranssetsen, da6 diese beiden Punkte keine 
Linie bilden, was de in dem Kontinnum aueb in der Tat mdit zn tun brauclien, 
da hier zwei Punkte, die sieh unmittelbar mit^nnander berühren (und man 
muß von den zwei gemeinsamen Punkten der Kurv«- und ihrer Tangente 
voraussetzen, daß sie sich unmittelbar raiteinandt^r berühren), kein Linien- 
stück zwischen einander haben können, Uire Distanz also = 0 sein muß . . . . 
Da nun eine Kurye nur in einem inkonsekutiTen Baume mOglich ist, in 
diesem aber keine konsekutiven Punkte möglich und doch für die zwei ge- 
meinsamen Punkte der Kurve und der Tangente nur das Verhältnis der 
Konsekutioii vorausgesetzt werden könne . . ., so koiruneu wir damit auf 
eine »Schwierigkeit in dem Unendlichkeitsbegiiff, die von prinzipieller Be- 
deutung ist, auf die wir Aer bi«r nur hinweisen können und nur noch be- 
merken woUen, daß hier in dieser Seh wierigkmt dasGehttmnis derlnfiniteiimal- 
methode liegt, was wir an einem andern Orte ausführlich darlegen werden.** 

Mich mit dem Verfasser selbst auseinander/uset/fn , dazu fehlt es mir 
an Zeit und dieser Zeitschrift an Haum. Denn der Verfasser hat sehr viel 
gelesen, und Cantor, Bolzano, Peauo, Hilbert, Ver^nese u. a. 
werden dauernd zitiert, mit mehr oder meist minderem') Verstftndnis. Daher 

1) Die Definition der Wuhlordnung lautet nach des Verf. Auaicht: In jeder 
wohlgeordneten Menge gibt es ein erstes, und zu jedem Element (mit Ausnahme 
fUMs evtl. TOthandenen letstsn) ein unmilAelbar folgendet. 
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sei um kiirz bemerkt, daü Verfasser die logische Möglichkeit einer koose^ 
knÜTen BauinliDnii verteidigt, bei der jeder Pimkfc einer Geraden einen nn- 
mittelbar benachbarten hat Hiermit werden zun&chsfe offene Tfiren einge- 
rannt. Da aber Verfasser seiner Geraden Grenzpunkte sosdireibt und keine 

Lücken haben will, kommt er nuf R. ."»9 ^'anz richtig zu dem .,fundaraen- 
talen" Satz, datt seine i'unktreilie endlich sein muß. Wie er daraus Wider- 
sprüche (y^Autinomieen'^ genannt) herleitet, die er der Cautorscheu Lehre 
von den transfiniten Zahlen in ^e Schuhe schiebt, das mag derjenige selbst 
nadilesen, den es interessiert. 

Bemerkenswert seheint mir noch, daü Verfas-^er Mitarbeiter der von 
Ostwald herausgegebenen .,Aiiniilt'n der Natm-philosophie" ist oder war, 
(„Über die Grüße der UDuüttelbareu Berührung zweier Punkte. Beitrag 
aur Begrflndong der diskreten Geometrie.** Ann. der Kai Ph. Bd. IV. 
Heft 3.), daB fbmer die Verlagshandlung auf der Unuehlagseite zwei be- 
geisterte Ausschnitte aus Ri >|iru* hungen des „lAhrarischen ZetitralblaUfs ' 
(Nr. 30, 1:m).-) | und der euKlisihen „Xatnre" (Nr. 1850, 1905) abdruckt, 
die sich auf eine trübere Arbeit des Verfassers beziehen. Als dritti^ im 
Bande ist noch eine Äußerung Couturats wiedergegeben (Bulletin des 
Sciences math., 1905, Min, und Bevue de Metupbysique et de Morale, Nr. 2 
1905), die ich ohne Kommentar hierhersetze: „II etait interessant de tirer 
du tinitisme toutes ses con.sequences scientiliques; a cet egard, le travail de 
M. PetrDuievics ne sera pas iuutile, car il eoustitue unt- sorte de reduction 
Ii labsurde du tinitisme, qui en est peut-etre la nuillcuri' ret'utation . . 

Grunewald. Gkhuakü Hks»knberu. 



Edward V. lllliitiu^OU. La Kontinuo. Elementa teorio atarigita 
8ur la ideo de ordo kun aldono pri tranaflnitaj nombroj. \lu\ 
Original: The continnum as a type of order: an exposition of the mo- 
dern tlieory with an appeudix on the transfinite numbers. Harvard Univ., 
Cambrid<,M>, Mass. ) Ins Esperanto übersetst TOD Baoul Bricard. 126-8. 
kl. 8. Paris, 1907. (Jauthier -Villars. 

Kap. I. Mengen im allgemeinen. (Aquivalciizbegnff, endliche und un- 
endliche Mengen.) Kap. 11. Einlach georduete Meugeu. (Begriff des Ord- 
nungstypus, erstes, letztes, unmittelbar folgendes Element ete.). Kap. III. 
Diskrete geordnete Mengen, insbesondere die Beihe der ganxen Zahlen. (Typus 
Induktionssi bluß, Addition und Multiplikation der ganzen Zahlen, Begriff 
der Abzälilljarkeit ). Kap. \W Dichte Mengen, inshosonderr- die Menge der 
Rationalzahlen. Kap. V. Stetige .Mengen, insbc sundcrc dif^ Menge der reellen 
Zahlen. Kap. VI. Mehrdimensionale stetige Meugeu. Anhang: Wohlgeordnete 
Mengen und Gantors transfinite Zahlen. 

Zweck der .Vrl)eit ist, Studierende in elementarer und leicht verst&nd- 
licher Weise in die Gruudbegritfe der Mengenlehre einzuführen. Schwierigere 
Fragen, wie die Kettentheorio, der A(|uivalen/sutz, der Wohlordnungssatz und 
die Paradoxien werden nicht behandelt. Wie weit uugetahr die einleitenden 
Kapitel gehen, habe ieh durch die eingeklammerten ZiuAtae ansndeaten rer- 
sucht Die Entwicklung ist streng und baut sidi, mit zahlreichen Beispielen 
belebt, auf Postulaten auf, deren Unabhängigkeit nachgewiesen wird. Der 
Übwjgang von den rdnen Ordnnngsposkdaten su den arithmetisehen OperationeD 
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wird auch in Kap. TV und V kurz trestreift. Der Übersetzer hat eine Tafel 
der KunstÄUsdrücke in Espfrauto, Frau/.r»sisch , Englisch und Deutsch ange- 
fügt, sowie einige Notizen über seinen Gebrauch des Esperanto. Referent, der 
selbst des Esperanto unkundig ist, bat das Werkehen mflbelos gdeeen nnd 
kann es nur wann empfehlen. 

Grunewald. Gerhard HBSSBifBERO. 

Job» Lengauer. Bardeys Aufgabensammlung für bayerische Mittel- 
schulen nach der neuesten Auflage bearbeitet. IV und 192 Ö. gr. 8. 
Leipzig uu.l Bmiin 1907, B. 0. Teu])ritr. Treis geb. JC 2,20. 

A. Schülke. Aufgabensammlung aus der Arithmetik nebst An- 
wendimgeii auf das bürgerlicdie Leben, Gteometrle und Physik. 
In zwei Teilen. Erster Toil liir die mittleren Klassen höherer Schulen. 
Mit sieben Figuren im Text. VIII und 194 S. gr. 8. Leipsig und 
Berlin 1907, B. 0. Teubner. Preis geb. .J/ 2,20. 

H. Müller und M. Kutnewnky. Sammlung von Aufgaben aus der 
Arithmetik, Trigonometrie und Stereometrie. Ausgabe B, für reale 
Anstalten und Beformschulen. IL TeiL 3. Auflage. XU und 804 8. gr. 8. 
Leipicig und Berlin 1907, B. G. Teubner. Preis geb. JC 3,—. 

Franz Napravnik. Vollständig gelöste Katnilt&tsaufgaben aus der 
Mathematik. Für Schüler der obersten Klassen an ReaLschulen und 
Gyiunusieii sowie zum Selbststudium. IV und 233 S. gr. 8. Wien 1907, 
Franz Deuticke. Preis geb. JC 3, — . 

Lengauer hat Bardeys Aufgabensammlung ftlr bayerische Gymnasien 
und Realsehulen bearbeitet Die nidit dem Lehrplan diesor Schulen ange- 

hörigen Abschnitte wurden gestrichen, an vielen Stellen wurde gekürzt. 
Hinzugefügt wurdon ziihlreiche histurisclic Notizen. Die theoroti sehen Kiii- 
leitungen und der Absclinitt üljer graphische Darstellungen wurden erweitert. 
Die geschickte Bearbeitung zeigt als (juuzes und iu vielen Einzelheiten die 
Hand des in der Praxis eiprobten Bchulmannes. 

Auf die Teile der Sehufanathematik, in denen geredmet wird, besehrSnkt 
auch Schülke seine Aufgab^sammlun^y In dem ersten hier zu besprechen- 
den Teil beziehen sich die Übungen auf die Klassen Quarta bis Untesekunda, 
wenn die [)reuliischen Lehri)lttne zugrunde gelegt werden. Schülke s be- 
achtenswertes Buch enthält vieles Eigenartige und wiid jeden Fachnmnn 
interessieren. FBr die Benntnmg seitens der 8dhfller ist eine grOfiere Gleich- 
mäßigkeit im Umfang der theoretischen Einleitungen zu fordern. Entweder 
werden diese durchgehends gestrichen, oder es ist an den Stellen, wo sich 
jetzt gar niehts findet (z. B. vor den (Jleicliungen ersten (irades mit zwei und 
mehr Unhekanuten S. 93 und 101 und vor den (Jleichungen zweiten Grades 
8. 109), Entsprechendes binsniufllgen. Da6 Schfllke die Einfllhmng der 
Buchstaben Ton der der negativen Zahlen trennt, ist praktisch, mag man nun 
SchQlkes Aufeinanderfolge Wlhlen oder die umgekehrte. Praktisch ist auch, 
daü schon § 1 Einsetzübungen und Gleichungen bringt. In gleichem Sinne 
hätte dem in der Einleitung S. IV Ausgeführten entsprechend eine weiter- 
gehende Einschiebung der Gleichungen in die frühereu Paragraphen erfolgen 
können. Angenehm bortthrt das offinie Eingestehen des Willkflriiehen in De- 
finitionen, die durch die Zweekmißigkeit, nicht durch die Notwendigtoit be- 
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stimmt sind. Zu weitgehend ist in dem den Funktionen gewidmeten Ab- 
schnitt III das Eingeben auf die Parabel und die Hjperbel mit ihren Asymp- 
toten. Im Tiertan Abflehnitt (Anwendungen) gibt Kr. S8 hflbaches Material 
für verachiedenartige ßechenaufguben an der Hand von statistischen Angaben 
aus unserem staatlichen Leben. Die letzten drei Seiten bi«'ten ein Inlialts- 
verzeicbni.s, das recht Ungleichartiges zusammenstellt. .Man verulticln- «-twa 
das für „absoluten Wert", „Euler'" und „Wald" zu Entnehmende. Das iubaltii- 
TOTseichnis wird sieh, wenn die theoretisehen EÜnleitniigen vervollstihidigt 
sind, auf diese beschrtnken kflnnen. 

Für Müller-Kntnewskys Aufgabensammlung bringt die zweite Auf* 
läge des zweiten Teils von Ausgabe R die entsprechende Kürzung, wie sie 
lllr Ausgabe A hier in Bd. X. 1906 S. IHy besprochen wurde. Neu ist ein 
Abschnitt Uber Versicherungsmatbematik. Er zeichnet sich durch klare, 
leichtfiftBliolie Darstellnng und angemessene Anl^ben aus; doch sind die 
letzten Zeilen vor III auf S. 76 noch durchsichtiger zu formulieren. Neu 
i.st ferner bei den Aufgaben zur Funkt ionslehre die Berücksichtigung des 
1 )ifferentialquotient<'n. .Vuch hier erscheint das («ebntene recht /.weckent- 
sprecheud, da der Fehler, zuviel bieten zu wollen, vcruiiedeu ist. Die graphi- 
scbe Ermittelung von Grenzstellen fllr Funktionen ist besser auf die FUle sn 
zu bescbrSnken, WO die Art der Kurve bekannt ist. Ein Zeichnen auch Ar 
viele Funktionswerte ergibt bei y = ar* — 3^ x* — 2 r* -f 8 y — 19 (S. 114 
Nr. lOa) keine befriedigende Festlegung der Orenzstelltsn. Da Müller-Kut- 
newsky aonst für alle Gebiete Material geben, wird die Sammlung durch Auf- 
nahme der bisher ausgeschlossenen darstellenden Geometvie noch gewinnen. 

Napravnik gibt in 85 Gruppen 337 Angaben mit ToUstindigen Auf» 
Iflsnngen. Das Buch ist in erster Linie Dir Ssterreichische Verhaltnisse be- 
stiniint und zwar für HealM-hul und Gymnasialabif urienlen , tllr Kandidaten 
des Lehri'achs an Bürgerschulen und Frequentanten der Kinjährig-Freiwilligen- 
kurse. Seine Benutzuug kanu aber auch an anderen Stellen empfohlen werden, 
sumal da, wo die Bafdgung der Lösungen erwfhischt ist, wie etwa Ar den 
Fachlehrer, dessen Schüler das Buch nicht in der TIand haben. Manche Auf- 
gaben sind recht leicht und würden der preußischen Heifeprüfungsordntmg 
nicht entsprcclu-n, so S. il Nr. die Umformung von m sin a -- (osu 

in eine logarithmiäuhe Form. An mehreren Stellen (z. B. S. 13 A. 1 , S. 17 
A. 2, S. 19 A. 8, S. 167 A. 1) ist „Gleichung" durch „Gleichungssysteni*' su 
eiselsen. Bei der Ballonaufgabe 8. 176 werden besser zwei Beobachter ein- 
geführt, da der Ballon auch bei ruhigstem Wetter nicht so lange still stehen 
wird, bis rill Beobachter an den verschiedenen Stellen gemessen hat (zumal 
bis auf Sekunden genau!). Auf S. 70, wo die Winkel bis auf Sekunden 
genau gegeben werden, Ist der Zusatz „nemlich gut" bei Winkelmeßinstrument 
zu streichen. Die Aitfgabenlösungen sind klar und, soweit Stichproben dies 
ergaben, korrekt. An einigen Stellen wären besser kürzere Losungen gewählt 
worden, so S. 63, 4c, wo die Länge der Zentrab die £ntsGheidung gibt, 

8. 195, 8, wo mit Hilfe des aus 9, a + ^ vmd y konstruierten Drdecks ohne 

Ellipse auszukommen ist, S. IG, 7 und S. 48, 1, wo die Teilbarkeit von 
+ resp. -|- 11^ dun Ii j -j- i/ benutzt werden kanu. Bei phuiilDetrisdien 
AufgaVten wie S. 59, 2 vermißt mau ungern die Analjsis. 

Gera. E. Kuujucb. 
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W. H. Blythe. On XoMte of OaUe SiufiMei. Mit mehreren Toxfefignrwi. 
106 8. 8. Cambridge 1905, üniTenlty Pnai. 

Wenn jemand dieses kloine, gut ausgestattete Bflchlein (es hat unge- 
fähr dus Format der "8aminluni^ S«'lmhert<0 /.ur Hand nimmt, so glaubt er 
wohl nach dem Titel oine Diirlc^uug /u linden, ww man ti<>u nelerlei Formen, 
die Flächen 3. Ordg. bieteu köuuun, durch Modelle uahekummen kann, insbesondere 
«aoh, wie man solehe Modelle am sweekmlBigsten hentellt. Aber der Leser 
wird sich dann etwas getäuscht finden. Denn das Werkchen gibt zunächst über 
die Hälfte des Textes Entwicklungen zur Tlipunc der Klilehon 3. Ordg., Ent- 
wicklungen, die für einen Antlln-jer zu viel voraussetzi n und auch den Vor- 
geschritteneren nicht ganz befriedigen, da sie zu knapp uud doch wieder zu 
lose aii^ Im folgenden wird dann allerdings besehriebMi, wie eine JP, mit 
▼ier konisdien Knoten nnd dne solche mit 27 reellen Ctwaden hennstellen 
seL Aber das Schlußkapitel gil)t wieder nnr an, welche Veränderungen bei 
Lösung von Knoten eintreten; fenier wird ein Modell einer F., mit drei bi- 
planaren Knoten 7^, und ein solches mit einem /^^ beschrieben und aueh ab- 
gebildet. Die fUr die Anschauung so wichtige Clebschsche »Diagouai- 
fläche« ist aber nirgends erw&hnl Aach die sieben neuen Wiener sehen 
Fadenmodelle von Kegeln 3. Ordg. (M. Schilling, Tlalle l'JOl) scheint der 
Verfasser nicht zu kennen. Kr gibt ja im N'orwort auch selbst zu, von der 
einschlägigen deutschen Literatur nur durch etwaiire en<jlisi'lie oder IVan/risisi he 
Obersetzungen Kenntnis erlangt zu haben. Da auf weiterbildende Ijiteralur 
auch nnr ganz gelegenüidi hingewiesen ist, müssen wir das Bflchlein, auch 
wenn wir seinen geringen ümfang in Betracht ziehen, im ganaen als etwas 
dOiftig beaeidinen. 

Speyer. _ U. WmuumB. 

W. Weitbret'ht. Auagleichungsrechnung nach der Methode der 
kleinsten Quadrate. Sammlung (iöschcn Nr. 302. 180 Ö. Leipzig 1906, 
Göschen. Geb. JC 0,b0. 
A. Cappilleii. w«fiii*i^i»g in die Anai^eiehiingBreolmiing (Methode der 
Ueiiiatoii Onadiate). 138 S. Wien 1907, F. Deuticke. Geh. JC 8,00. 
Eine Binitlhnmg in die Aosgleichongsreehnung kann entweder auf die 
Wahrscheinliohkeitsrechnang gegründet werden imd ihren Ausgangspunkt von 
dem Gaußschen Fehlergesetz und seiner Definition des mittleren Fehb»rs 
nehmen oder einen durchaus elenienUvren Zugang wühlen, wie ihn IlerrA. Vogler 
mit grofiem Geschick durchgeführt hat. Dabei vetdient herroigelioben zu wenlen, 
daß die elementare Darstellung jene Begrftndung der Methode der kleinsten 
Quadrate nicht aussehließt, welche auf dem Satz beruht, daB diese Methode 
den Unbekannten der AuNi;leiihung irünstii,'ste Werte erteilt. 

Den erst^ren Weg schlägt Herr ('aii[)illeri ein, während Herr Weit- 
brecbt den letzteren vorzieht. Allerdings verziehtet Herr Weitbrecht darauf, 
das Prinsip der Ansgleiehongsreohnung nachträglich dnrch den Nachweis su 
stfltien, daß die Unbekannten anf Grutid der Methode der kleinsten Quadrate 
kleinste mittlere Fehler, also größte Gewichte erhalten. Er bet^'nngt .«ich, das 
Prinzip durch eine Umdeutung in einen woblbkanuteu Satz der Dynamik pLiu- 
sibel zu machen. Solche dynamischen Unideutuugeu von Sätzen der Aus- 
gleichungsrechnung in Verbinduug mit ausgiebiger Heranziehung der graphi- 

AMhlT im MaltoBatUi «ad Vhftriik. m. B«Um. Xm. 18 
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Eesensionen. 



sehen Methode belebm in angenehmer Weise die DanteUung des Hein Weit- 

brecht. 

Herr Tappilleri beginnt mit der Bestimmung der Wahrscheinlichkeit 
dal'ür, daß der zufällige Fohler einer Beobachtung zwischen v und v -\- dv liege, 

gleich p;=e~'**'*<fo, wo die Konstante h als QenauigkeitsmaB der Beobachtung 

gedeutet wird, und stiltst die Methode der kleinsten Quadrate nacfatriglieh 

durch den erwähnten Nachweis. 

Im weiteren Verlbig beh:uid»'ln beide Werke die Ausgleichung direkter 
Beobachtungen bei gleicher und ungleicher Genauigkeit, die Ausgleiebung ver- 
mittelnder Beobachtimgen und endlich die Ausgleichung bedingter Beobach- 
tungen. Den einaelnen Abschnitten rind Zahlenbeispiele beigegeben. Es yer^ 
dient noch hervorgehoben SU werden, daß ein Kapitel des Weitbrechtschen 
iiurhcv dem Ausgleichungsverfahren für trigonometrische Punkteinschaltung 
(^N'orwiirtH- und Rückwürtseinschnitt) gewidmet ist, und datt auch dieses Ver- 
l'ahren an einem Zahleubulüpiel durchgeführt wird. 

Berlin. £. Jaunke. 



J. BioUot. Lm eantfa maglqaea. 119 8. Pftris 1907, Gantiuer-Villan. 

Geh. 5 £rc8. 

Eine Monographie über magische Quadrate könnte an sich eine verdienst- 
volle Publikation sein. Das Iniereüse fUr diese Gebilde ist seit den Tagen 
Albrecht Dflrers, der eins der merkwürdigeu Zahlenquadrate auf seinem 
bekannten Stich elencolia** anbrachte, r^ gewesen und ist heute, wie viel' 

fache Zuschriften und Anfragen aus Laienkreisen zeigen, ein recht weit Yer- 
breitetes. Demzufolge ist aucli die Literatur dieses flcUietes eine sehr um- 
fangreiche; die Autoren schenken jedoch vielfach allen iiKrigen einschlägigen 
i'ubiikatiuueu nicht die geringste Beiücksichtigoug, Ja kemieu sie oft ersicht- 
lich gar nicht An einem Buche, das eine susammenfassende Darstettung dieses 
Gebietes gäbe, das also einerseits alles Wichtige über diese Quadrate (die TCr- 
schiedenen Methoden zu ihrer Herstellung, ihre merkwürdigen Eigenschaften usw.) 
aus einheitlichen Gesichtspunkten darstellte, andererseits die Literatur er- 
schöpfend berücksichtigte und aufzählte und hierbei womöglich jede Publi- 
kation mit kuncn charakterisierenden und kritisdisn Notisen Terslhe, ftliit es 
noch. Andereneits noi0ßte eine sohdie Monographie den mancherlei Liebhabern 
sehr erwtlnscht sein, da sie sich jetzt nur schwer über Bpezialfragen orientieren 
und oft selbst ungeheure Geduldsarbeiten ziemlich nutzlos verrichten. Herrn 
S. Günthers „Historische Ötudieu über die magischen Quadrate" (s. dessen „Ver- 
mischte Untersuchungen sur Gesch. der mathem. Wissenschaften^^, 1876, Kap. IV') 
sind dodi ▼orwiegend yom Standpunkt des BSstorikers, also ohne strenge Syste- 
matik, verfaßt und berücksichtigen zudem vorwiegend nur die Sltere Zeit. Das 
jetzt vorliegende Werk füllt diese Lücke nun keineswegs aus und will dies 
vermutlich auch gar iiiclit. \N dcbe Aufgaben der Verfasser sich gestellt hat, 
ist schwer zu sagen, /.uuial ein V orwort fehlt. Dem Mathematiker bietet es 
recht wenig. 

Magdeburg. W. Ahbiom. 
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W. Rouse Ball. Häcröations mathömatiques et probldmes des temps 
anoiens et modernes. 2. franz. Ausg. von J. Fitz - Patrick. Teil I (x\ritli- 
BMtik, Algebra, Zahle&theoiie). 365 8. Paris 1907, A. Hermaan. Geh. 
6 fircs. 

Herr Fitz-Patriok hat beroiis 1898 eine franzOsiache Ausgabe des 
Hall sehen Werkes veranstaltet. Aus dem damaligen ersten Kapitel ist durch 
vielerlei Zusätze und Erweiterungen jetzt ein selbständiger Bund von etwa fünl- 
fachem Umfange geworden. Neu hiuzugekonuneu ist gleich der erste Ab- 
aobnitt: nGewÄiehte dar Zahlaa**, der in manoher Hiiincht an die tot 800 
Jahren hiswtileD beiiehtm Weriu erinnert, Ton deren mnem Euler einmal 
sagt, daß HF „nicht das geringste Merkwürdige" darin gefunden: „Er durch- 
gehet der Ordnung nach alle Zahlen von 1, 2, 3 bis tausend, und merkt von 
einer Jeden au, wo solche in der Heil. Schrift und andern Auotoribus vor- 
kommen; als bei 38 bringt er nichts anderes vor, als das Excmpel des Kranken 
beim Teich su Beieida, weldier 88 Jahre daselbst gelegen.** Auf biblische 
und andere alt« Quellen beschränkt sich das vorliegende Buch freilich nicht; 
so hören wir z. H. im Zeichen der Oreizahl. daü Hisinarrk, desstMi Name übrigens 
auch außerhalb des deutschen Kelches richtig geschrieben werden sollte, drei 
kaiserliche Herren, di'ei Besitzungen, drei Kinder und drei Huare hatte, da- 
neben aber auch vielerlei Lehrreiches — immerhin weniger w8re mehr ge- 
wesen. Hinzugefügt sind femer vielerlei elementare Aufgaben aus der * 
griechischen „Anthologie", aus der dem „Trij)arty" Chuquets angefügten Auf- 
gabensammlung von 1484, ans Bachets ,.Probleme8 plaisants" usw. Im letzten 
Teil treten dazu zahleutheoretische Uegeustünde, die auch jetzt noch Interesse 
besitzen, wie die eingehend behandelten Mersennesdien Zahlen, der große 
Fermatsehe Sata, das Qoldbachsche Theorem, bei dem übrigens nnter den 
Literaturnachweisen die Arbeit von P. Stftckel (Gött. Nachr. 1896) fehlt, 
usw. Der Liebhaber „amüsanter Arithmetik" wird in deni Buche vielerlei 
Interessantes finden; auch für Schüler höherer Lehranstalten bietet es pa.ssende 
Gelegenheit zur gleichzeitigen Lbung in Arithmetik und französischer Lektüre. 

Magdeburg. W. Aukens. 

W. Jordan. Handbuch der Vermeseungskunde. Dritter Band: Landes- 
vermessung und Grundaufgaben der Erdmessung. Ffinfte er- 
weiterte Auflage von C. Beinherts. YIII, 678 n. 72 8. Stattgart 1907, 

J. B. Metzler. Geb. J( 15,—. 

Die vorliegende 5. Auflage des III. Tiandes des Jürdansclieu Handbuchs 
der Vermessungskunde hat im Vergleich mit der vorhergehenden, noch von 
Jordan selbst bearbeiteten 4. Auflage (1896) durch den nun ebenfalls schon 
der Weiterftlhmng entrissenen Bearbeiter, Prot Dr. 0. Beinherts in Hannover, 
etwas weiter gehende Veränderungen erfahren, als dies bei den Neuauflagen der 
zwei anderen "Bünde des Werks der Fall war. Schon die iiußeren V^erhiiltnisse 
des Unitautres bekunden dies: von r)93 u. (til] Seiten der 4. Auflage ist der 
III. Band auf 677 u. [72] Seiten in der ö. gewuchsen, während diese Zahlen 
beim IL Band sind: 786 u. [47] Seiten ftr die 5. Auflage (1897J, 863 u. 
[47] Seiten ftr die 6. Auflage (1904), und beim L Baad: 574 u. [21] Seiten 
in der 4. Auflage (1895) gegen 582 u. [21] Seiten in der 5. Auflage (H>04). 

Der Vergleich des jetsigen HL Bandes mit der 4. Auflage zeigt haupt- 

18* 
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sachlich folgende Änderungen in der Einteilung des Stoffes : Während in den 
Kapiteln I bis III wenig verändert ist und insbesondere in II und III alle von 
Jordan für die Tinige Auflage nen bearbeiteten Bu^graphen nnTertodert 
berflbeigenonunen gind, so daA i. B. unter anderem auish neben 

W — }/l — sin* (p an V — >/l + cos' 9 

festgehalten \vird, ist nunmehr im Kapitel IV der neuen Auflage alles auf die 
sphärische Dreiecks- und Kourdinatenbereuhnung der Landmessung nebst ein- 
fiMlMBi Übergang auf das ElUpsoid ihr lineare und IBr geograpbJsehe KocHcdi- 
naten sieh Besidiende im Zusammenbaag behandelt Die neoen Ki^itel Y 

bis VJl entsprechen den Kapiteln VI bis VIII der vorigen Auflage, und auch 

hier sind die von Jordan in früher VIT und VIIT neu behandelten Paragraphen 
unverändert übernummen worden. Die elf ParagrapLt'u der J ordanschen Ka- 
pitel IX und X sind in das, übrigem^ genau gleich eingeteilte, jetzige Kapitel VIII 
Busammengezogen; ebenso sind die Kapitel XI und XII der lotsten Auflage ia 
dem jetzigen Kapitel IX, Grundaufgaben der Erdmessung, vereinigt und, unter 
möglichster Wahrung des alten Textes, doch nicht unwesentlich enveitcH. Be- 
sonders sind die jetzigen 102, 105, 107 und 108 neu hinzugefügt ; die zwei 
letzten behandeln die Variationen der Schwerkraft an der Erdobertlüche (ohne 
auf die AusfBlirung der ^Meesnngen nfther eimugehen) und ihre geoditisehen 
' Folgen, X. B. für ^ MiTetlieren, f&r das die ^^Sobwereverbessening^ untsr Zw 
rfickgreifen auf die §§ 126 und 127 der {>. Auflage des Tl. Bandes entwickelt Avird. 

Nen liinzagefilLT^ hat endlich l^cinhert/ ein kurzes (33 Seiten umfassende«) 
Schluükupitel X: „Orientierung eines Dreiecksnetzes durch Polhöhe und Azimut**, 
z. T. in Anlehnung an Jordan, „Grundzüge der astronomischen Zeit- und Orts- 
beBtinunung", Beriin, Springer 1885, und mit Benutnmg von Albreobt, n^or- 
mein und Hilfstafeln für geographische Ortsbestimmungen", 3. Aufl^ Leipzig, 
Engelraann 1894. Die behandelten Methoden sind absichtlich wenig zahlreich, 
nämlich für Zenitdistanzmessungen von Sternen nahe beim Ost- und West- 
vertikal, für daa Azimut liorizontalwinkelmessuug zwischen Polaris und dem 
tenrestriscfaen Zielpunkt, endlieh lOr 9» Zenitdistansmessungen von Sternen in 
Zirkummeridianstellung, einsohlieBlioh P<riaris (in nioht zu kleinen Breiten) so 
beliebiger, bekannter Zeit. Die qp-Bestimmung mit dem Zenitteleskop wird 
nur angeführt; dag»'gen sind, für Zwecke mit weniger weitgehender Genauig- 
keit, auch Messungen für Zeit, Breite und Azimut mit Benutzung der Sonne 
erörtert. Die in diesem neuen Kapitel besprochenen Messungen sind durch 
Zahlenbeispiele erlintert, denen Beobachtungen von Herrn Oand. maUt W. Wage- 
manu, früher einige Semester lang Schüler von Reinherts, z. Z. Assistent 
bei Prüf Dr. Ambronn auf der Sternwarte Gdttiiigen, zugrunde liegen. Herr 
Wagemann hat auch den diese Beispiele begleiti nden Text geliefert, wobei 
er sich au die vorhandenen schrittlicheu Skizzieruugen von Reiuhertz ange- 
schlossen hat 

Mit dem vorliegenden Buche ist nun die, leider einzige Bearbeitung dos 
.1 ordanschen Handbuchs durch Reinhertz abgeschlossen; es ist dem um- 
fassenden Werke, au.s ilcm seit 3n .Jahren so viele Belehrung geschöpft haben, 
zu wünschen, daß eine Foilführuug in ebenso berufene Hände gelangen möge 
wie die 6. Auflage des IL und die Aufl. des L und dieses HL Bandet. 

Stattgart. B. Haioibb. 
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H. Wedding. Das EiBonhüttenwesen. Erläutert in acht Vorträgen 
(Ans Nfttor and Oeisteswelt, 30. Band.) 8. Auflage. Mit 16 Figonii. 
VI n. 116 8. Letpsig 1908, B. G. Tenbner. QA. M 1,—, in Lomwaad 
geb. JC 1,25. 

Der Altmeister «Ter Fiisenhütt'Tikntido vfrötTeotlicht hier H Vorträ^'c, »lif 
or vor Eisrnarbcit^rn pohalten hat. Wieder ein B»'ispiol dafür, wie gorn ho< b- 
stehende Fachleute sich in gemeiiivt'rständlicher Weise über ihre Wissenschaft 
ioBeni. Die Neigung dam mag in einem Lehitriebe edelster Art gesehen 
werden, der in weitem Kreisen ein Verständnis ftlr die Arbeit des Faohgelduten 
wecken und die Bestrebungen und Ergebnisse der eigenen Lebenstfttigkeit al 
Glied des (Manzen /«'igen möchte, ein sjewisses Bedürfnis nach einer richtig zu 
verstehenden ünivei-salität, das glücklicherweise so oft im Herfen de.s auf der 
Hohe seines Faches stehenden Forschers keimt. Wie gerade dieser am besten 
imstande ist, in wirklich gemeimm-sfäruUidirr Weise sein Gebiet danrastellen, 
dafür pt)t die vorliegende Schrift ebenfalls einen Beleg. Auch für diese Tat- 
sache liegt die Erklärung nahe. Der voUkomnienste f'hcrblick über <len St(»lf 
ermöglicht die richtige Auswahl des für den vorgesetzten Zwci k Wichtigsten, 
und die Gefahr, in pseudowissenschaftliche Unverstäudlichkeit zu verfallen, 
ist dem gründlichsten und fraohtbanten Forscher am ferastoi. „Es gibt nichts, 
was sich hinterher nidit mit einfadien Mitteln darstellen liefie**, hat einmal 
William Thomson gesagt. 

Nach einer Einleitung über die wirtschaftliche Bedeutung des Eisens, 
gibt der Verfasser dem vorausgesetzten Leserkreise augepaßte Erläuterungeu 
aber «onige notwendige chemische, physikalische und geologische Gnmdbegriffe, 
behandatt dann oongehender die Bisenene und Brranstoff» nnd leitet durch 
Beschreibung der verschMdanen Eisensorteo zu ihrer Herstellungsweise über. 
Dem Erzengen des Roheisens nnd des schmiedbaren Eisens folgen die Ver- 
feinerungsarbeiten (Kühlung, Desoxydation, Schweißen, Dichten usw.) und 
endlich die hüttenmäßige Weiterverarbeitung (Gießen, Sehmieden, Walzen, 
Pressen). 

Frflhere HOrer des Ver£ftssers werden besonders auch durch die einfache, 
aber dem allgemeinen Verständnisse künstlerisch, man möchte sagen raffiniert 
augepaßte Sprache an die lebendige, klare mündliche Vortragweise des Verfassers 
erinnert werden. Kur wenige Stellen der kleinen Schrift möchte man zugunsten 
nodh bessOTsr Binsidik trots des gegebenen «igen Bahmens etwas eingehender 
behandelt sehen. Bo wird der Zweck der Verkohlnng der Brennstoffe dem 
ünknodigen nicht recht zum Verstnndnisse kommen, das auch wegen der all- 
gemeineren Bedeutung dieses Verfahrens erwünscht wtire. Das Wort „An- 
reicherung^^ wird in dem Zusammenhange noch nicht zu einem Begritie. Gerade 
der Verfasser würde imstande gewesen sein, den nicht leicht zu verstehenden 
Zweck des von alters her ansgeflbten Verfahrens fsBlioh ra begrfinden. Besonders 
aber würden noch mehr zahlenmäßige Angaben erwünscht sein. Schriften 
solcher .Art, wie die vorliegende, sind niclit nur für natunvissenschaftliclie und 
technische Laien nützlich, sondern auch tür Angehörige anderer Fachgebiete. 
Wie viel Nicht-Uüttenleute mag es geben, deren Wissen vom Eisen annähernd 
dnreh den Umfang dieser Schrift gekennseiohnet wird, obwohl sie tSgludi mit 
der Verwendung des Eisens zu tun haben? Diesen Kreisen namentlich würde 
beispielweise mit Angaben über den Brennstotfverbniuch bei den verschiedenen 
Hüttenprozessen gedient sein, die Schrift würde dadurch nicht omfangreicher, 
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ihr Wert noch erheblich gesteigert. Vielleicht sieht sich der künftige Bearbeiter 
in der vAehstm Auflage sur ErfBllnng dieses Wunschee venuilafli, den auch 
▼iele Laien rar besseren Beurteilung der wirtschaftlichen Seite des Stoffes teilen 

werden. Der Verfasser selbst ist ja inzwischen gestorben. 

Möchte diese in Anlage und Sorgfalt der Ausführung als allgemein- 
verständliche Darstellung vorbildliche Schnft allgemeine Verbreitung ündeui 
aneh in Schulen. Das Lesen der Schrift Aber einen der wichtigsten Gegen- 
stSnde unseres wirtsohaltliohen Lebens ist fltr jedm sin Qenofi, der sieh wiik' 
lioh belehren lassen will. Die überall eingestreuten Anknüpfungen and Hin- 
weise auf andere tct hnische Gobit tf, auf das soziale nnd kulturhistorische, 
/feigen den trotz all<'r SpezialiKierung weitblickenden Fachmann, der bei einer 
festlichen (ielcgcnheit scherzhaft von sich sagte: „Sie wissen, meine Herren, 
dafi ieh von nidits etwas Terstehe als rom Elsen." 

Berlin. A. Borrs. 



«I. X, 4e Signier. Thöorie des groupes flnis. Elements de la throne 
des groupes abstraits. 176 S. Paris 1904, Gaathier^Villan. 

Hag such, um mit Poincar^ zu sprechen, die Idee des Gnippenbegiiffss 

implizit so alt wie der mathematische Oedanke sein, iO hat sie sich doch zu- 
erst bei der Bt haiidlung algf^braischer ^Gleichungen klar und deutlich darge- 
boten. Die Perniutationsgruppen bilden dahor den Ausgangspunkt derüruppen- 
theorie. Lagrange, Ruffini, Cauchy, Abel und Galois sind die Be- 
grflnder der Disziplin, und C. Jordans föndamentaler Traitj des substatuüons 
et des equations algebriques bedeutet für sie einen Markstein. Die Erkenntnis, 
daß bei einer Gruppf jiidit dir Art der Darstellung d^r Rvmbolo. sondern das 
Oe^^ptz für ihre KonilmiHtion df^n sprinLjrndcn Punkt bildet, die Prinzipien der 
Theorie der Permutatiou^gruppeu also einem abstrakteren, allgemeineren Gre- 
dankenkreise angehören, ist wohl am frflhesten von Gayley und Krone eker 
ausgesprochen worden. 

Wieviel auch die Theorie der Permutationsgruppen Frankreichs Forschern 
zu verdanken hat, so kann man nicht behaupten, daß die abstrakte Oruppen- 
theorie, die vornehmlich von englisch und deutsch sprechenden tielehrten aus- 
gebaut wurde, die französischen Mathematiker besonders angezogen hat. Um 
so erfreulicher ist es, ein von einem fransSsisohen Gelehrten gesehriebenes Werk 
der ab.strakten Onippentheorie anzeigen zu können. Der vorliegende erste Teil 
behandell unter dem Titel „Klenients" ausscblii-ßlich die abstrakte Oruppen- 
theorie, oiino von ihr Natur der Elemente irgend welchen Gpbrauch zu machen. 
Ein zweiter Teil, in dem auch die Permutationsgruppen verwendet werden 
sollen, wird unter dttn Titel „Compl&nents** erscheinen. Auf den ersten seohs 
Seiten erfahren die Mengen nach G. Cantor eine Vurie Behandlung, um sie 
in endliche und unendliche einzuteilen. Hierauf detiniert der Verf die Gruppe 
als eine besondere Gattung eines Corps. Unter einem rorps wird von de Seguier 
durchgehend eine Menge von endlich oder unendlich vielen Elementen ver- 
standen, die miteinaiider nadi ein«' dmrtigen Vorschrift komponiert werden 
können, daß fOr irgend drei Elnnente stets das assosiative Prinup erfttllt ist 
Komnion m diesem Postulat des assosiativen Charakters noch die zwei weiteren 
hinzu, daß zu irgend zwei Elementen a nnd h des corps stets in ihm erstens 
ein Element x existieren soll, so daß ax — b wird, und zweitens in ihm ein £le- 
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atent y vorhanden :sein t>oll. so daß ya = b wird, so i.st der oorps eine Gruppe 
im üblichen Sinne. Die Abgeschlossenheit ihrer Elemente in bezug auf die 
KompoBition «nolieiiit dann aJs beweisWer Lehnste. Dies ist die erate von 
Huntington (Bulletin American M. S. 8, 296) gegebene GruppendefinitioD 
durch drei unabhängige Postulate. De Seguier setzt übrigens nicht voraus, 
daß a allf Elnraente des corps durchläuft; es genügt, daß für n alle erzeu- 
genden Elemeule des corps gesetzt werden, d. h. alle diejenigen, daich deren 
Kompoaitioii aftmtUehe ElanMiite des corps entstehen. An Stelle der ge» 
gebenen Definition würde man gegenw&rtig wohl zweckmKfiiger eine auch von 
Huntington in einem neueren Aufsatze (Ti-ansactions American M. S. 6, 183, 
1905), als „more convenicnt" bczoichnot»' Definition von Mnore dorch unab- 
hängige Postulate treten lassen. Icli würde sie in der Dicksonschen Form 
(Transsetions American M. S. 6, 199, 1905,) wfthlen. Nach ihr wird ein corps 
eine Gmppe, wenn außer dem Postulat der Assosiativittt (I) noch die folgen- 
den drei Postulate gelten: 

n. Das Produkt irgend zweier Elemente des oorps ist ein ihm angehihriges 
eindeutig bestimmtes £lement. 

in. Der Corps enthillt wenigstens ein rechtshändiges Kinheitselement ^ 
so daß für jedes Element dt s corjjs die (Jleichung at = a gilt. 

IV. Existieren derartige Einheitsulemente i, so soll für ein besonderes t 
und jedes a des oorps die Oleiehting — « innerhalh des corps lOshar sein. 

Die drei vom Veri". angegebenen Huntingtonschen Postulate zur De- 
finiti<m einer Gmppe sind, ebenso wie die vier Moore-Dicksonschen, von- 
einander unabhängig, d. h. keines von ihnen ist aus den anderen als beweis- 
barer T^ehrsatz herleitbar. Fügt man zu den drei Huntingtonschen oder den 
virr Moore-Dicksonschon Postulaten noch da.4 weitem, daß der corps nur 
die endliche Anzahl n von Elementen besitzen soll, so wird durch die Uinzu- 
nahme des weiteren Postulats die Unabhftogigkeit nicht gestAi. Um dies nach- 
zuweisen, reiehsii de Signiere Betnditungen nicht ans; vielmehr wäre die 
Unabhängigkeit der Postulate bei der VoraussetsQBg, daß der corps n Elemente 
enthalten soll, etwa nach Huntington zu erweisen. Der Zusatz ,,abelien" 
auf S. 8. Z. 10 von unten bei dem Nachweis der Tnabhängigkeit der drei 
Postulate und der Satz „Gette condition est toujours remplie si G est abelien'^ 
(8. 7, Z. 12) widersprechen sich; beide ritierte Stellen nnd zu streichen. 

Sehr eingehend untersucht Verf. die Definition einer Gmppe durch ein 
System von Gleichungen. Hieran schließt sich eine kürzere Betrachtung der 
rationalen nnd irrationalen Zahlen, die sich sowohl in bezug auf additive, als 
auch auf niultiplikative Verknüpfung als Gruppen aufi'assen lassen. Der Schluß 
des ersten Kapitels behandelt sehr gründlich den endlichen Galoisschen Körper. 
Des Verf. Ausgangspunkt ist ein Abelscher corps 0, dessen Elemente auf swei 
Arten verknüpfbar sind. In bezug auf die erste Art der Verknüpfung, die ab 
Addition bezeichnet wird, ist C eine additiv*' Gruppe. Tlire Einheit sei mit 0 
bezeichnet. Vür die zweite .Art der Komposition, die Multiplikatiun heiße, 
soll C — 0 (d. h. C mit Ausschluß der Einheit der additiven Gruppe) ebenfalls 
eine Gruppe sein. Für irgend welche x und y in (7 soll X'O^O'X^O sein; 
hieraus folgt, daß, wenn xy ^ 0 ist, entweder x»0 oder ff = 0 iat Schließ- 
lieb soll die Multiplikation in bezug auf die Addition distributiv sein. Ein 
derartiger corps heißt nach allgemeinem Gebrauch ein Körper oder Feld (champ). 
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Abstrakte DetiDiiioueD für uinen Körper oder ein Feld geben auf H. Weber 
(Math. Annalmi 43) voä IL H. Moore nuflok. Die Finige naäk Definitionen 
eines EOrpera dorch ▼oneuumdw unabhlagtge Postolate wird geg«iwlrtig von 

Dickson und Huntington (Transactions American M. S. 4, 1903 und 6, 
1905) f ifrijt: stndiorl. Die Wi)rte des Verf.: „Les postulats <|ni le (\o champ) 
cararfonsenl sont evidemmcnt indepeiidants" (S. 27) sind UDzuIänglich. Ent- 
hält C nui eine endliche Anzahl von Elementen, so hat luiin nach einem 
MooroBdien Satae einen «ndlidien Oaloissehen Körper, detwn Ordnung eine 
Frimsablpotens ist 

K^. n beliaxidelt die Untprpmppeii, ihn Zwtegang nach einem einfachen 
oder einem Doppelmodul, den Homomorphismus, dio Sylowschen Sätzp, 
Kompositions- und Hauptreiheu einer Gnippe, schließlich die zerlegbaren 
Qrappen. Im Zusammenhang mit der Kompositionsreihe beschäftigt sich Verf. 
eingehend mit dem von ihm sogenannten „groupe sp^ial.** Auf 8. 89 muB 
aeine Charakterisierung lauten: „Si tont groape factenr^i.,,/.!, (ilo>— G) d'nne 
sfule s^rie principal»' G, ,4,, vi,, . . = 1 d'nn groupe G a ses elements 

normaux dans G/A,, G est special." Rben.so ist auf S. 89, Z. 9 „dans in 
„dans GJB" lu ändern. Die vom Verl, sogenannte spezieile Gruppe ist auch 
sonst in der literator aufgetreten (W. Burntide, Theory of groups of finite 
Order, 8. 115). Eine oiharakteristisohe Eigenschaft für sie ist femer noch, dafi 
sich ji d(> ihrer Untergruppen in eine Konipositionsreihe einordnen Ilfit (vgl. 
des K«'f. Aufsatz in den Math. Annalen 55, 67). 

Das dritte Kapitel ist den Abelsohen (Jruppen gewidmet Wie überall 
werden auch hier, obgleich die endlichen Gruppen der vomehmiichste Gegen- 
stand der üntersuehung sind, die unendlichen in den Kreis der Betraditung 
gezogen. Die vom Verf. (S. 98) untersuchten unendlichen Ahe Ischen Onqypen, 
die eine Basis besitzen und kt iue Elemente unendlicher Ordnung enthalten, 
hat übrigens auch H. Weber (Math. Ann. 48, 439) betrachtet. 

Das Sehlußkapitel gilt der eingebenden Behandlung der Gruppen von 
Primzahlpotenzurdnung. Zu ihrer Charakterisierung bedient sich der Verl, deb 
Begxiffes „figure**, den er auf folgende Weise definiort: „1, A^, . . ., A^^G 

^tant ume sMe q»4oiale du ^ G ei AJAi_^ ayant le type (a^, 6^, . . .) 
(I17f non 115), je dirai que le iQrmbole (a,, b^, . . .), (o,, &,,...),... est 
la flgnre de G*^ (& 118). Die Reihe 1^ A^^ A^^ . , ^ A^^ G heiBt «ne Spesial- 
reihe, wenn die Faktorgruppe AjAf_.y le central von G(A^_^ ist (S. 87). 
Gruppen, die eine Speziaireibe besitzen, .'<ind identisch mit den oben erwähnten 
speziellen (iruppon. Die ( Jesamtbeit invarianter Elemente einer Gruppe nennt 
Verf. le central der Gruppe (S. 57). Der Typus ( A"^, Aj, . . ., A^) einer Abel- 
scben Gruppe yon Primzahlpoteniordnung bedeutet in ftblidier Weise die 
Ordnungen jj*«, p\ . . ., j/'* der p erzengenden Elemente eines Basissystems. Idl 
habe hier an einem Beispiel eine Reihe vom Veri neu eingefllhrter Beseichnungen 
wiedergegeben. 

i^ioä'entlich wird der zu erwartende zweite Teil zur bequemeren und 
leichteren Orientierung einen ausführlichen Index bringen. Durch die zahl- 
reichen neuen Namen und eine kune Ausdmcksweise hat Verf. auf dem ge- 
ringen Räume ein sehr großes Material zusammengetragen Zwar sind die be- 
nutzten Hilfssiitze, wenn sie sieb darboten, bewiesen; trotzdem liat de Seguier, 
wie mir scheint, infolge der knappen und kondensierten Darsteüong mehr ein 
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Rwemioaea, 381 

Handbuch als ein zur Einführung Itestimintfs Lebri)uch goschaffen. I^it- neueste 
Literatur ist dem Verf. wohl bekannt und von ihm auf das gesrhirkteste be- 
tratst worden. In swm beigefflgten Noten werden die Bewegungsgruppen sowie 
ESenmitarteiler, lineare Oleiehnngen and lineare Kongmenien behandelt 
Freiboig i. Br., Mint 1906. A. Loxwv. 



Friedrich Kuhn. Fragen and Aufgaben aus dem Anfangskapitel 
der Planimetrie. 8°. VIII u. 48 8. München 1906, R. Oldenbourg. 
Gdi. Jl 0,80. 

M. Scihvrter. QeometriMhe Av^gabon und Lflihitraoh d«r Ctoomefevio. 
nanimotrie — Stereometrie — Ebene nnd sph&riaohe Trigono- 
metrie. Nach konstruktiv analytischpr Mothodr. Ausgabe B. Plani- 
metrie für Progymnasien und Rpalschu len. Mit 1? lithographi sehen 
Tafeln. Zweite Auflage. 8^ Vm u. 118 8. Leipzig 1906, Ii. G. Teubner. 
Geb. JH 1,80. 

Kuhn sucht den Weg ni seigen, auf dem es möglich ist, die Sdiwierig- 
keiten des planimetrisdien Anfangsnnterridites ohne Hilfe «nes Vorhnrsns ni 

überwinden. Doch ist sein Buch auch fftr die Verwendung tn Schulen be- 
stimmt, dio. den preußischen Tjehrplnnen PTitsprr-ohend, einen propJldeutisrben 
Kursus haben. Das Büchlein, das besonders auch zu trühzeitigera Zeichnen 
mit Zirkel und Lineal anregt und die praktische Yerwertbarkeit vielfach be- 
tont^ ist dnrdiaus empfehlenswert 

Schusters Planimetrie Ausgabe B hat in der zweiten Auflage an Brauch- 
barkeit entschieden noch gewonnen. Bei gewissen vorbildlichen Aufgaben 
wurde die Frapeform durch die .Vussageform ersetzt, so daü aus der Aufgabe 
das Musterbeispiel wurde. Den wichtigsten Lehrsätzen wurden knappe Beweise 
hinzugefügt. Anßerdmn wurden einige UmsteUungm TtHrgenommen. Wie hier 
schon 1908 in Band V 8. 153 ausgesprochen wurde, dilirfts es sweckm&ßiger 
sein, Kapitel III und TV in anderer Einzelgruppierung zusammenzuarbeiten, 
einmal wegen der ja auch von Pehuster beachteten Zusaminenbohandlung von 
Kongruenzsätzen und Konstruktionsaufgaben, anderseits um der natürlichen 
Reihenfolge: einfaches Dreieck (ohne Transrersalen), Dreieck mit Transversalen 
besser su entsprechen. 

Gen. E KoLuacB. 



Wilhelm Winter. Stereometrie. Lehrbuch und Aufgabensammlung fBr 
Schulen. VieHe Auflage 8^. IV u. 116 S. Mflnchen 1906, Theodor 

Ackermann. Oeb. Jt 1,60. 

Von Winters Stereometrie wurden die ersten beiden Auflagen in den 
Lit. Ber. XXXVIII und LVl hier anerkennend besprochen. Die neuen Figuren 
der Tisrten Auflage sind brauchbar. Wenn die dritte und vierte Auflage sonstige 
Änderungen nicht gebraeht haben, so ist das besBglich der Nichtberflcksichtignng 

der Einführung ins KOrperzeichnen su bedauern. Zu den kleinen künftig ab- 
zustellenden Mängeln gehören Sätze wie S. 80 Z H vnn unten: „Dies in die 
erste Gleichung eingesetzt gibt*^ und der entsprechende iSatz S. 6.5 Mitte. 

Gera. E. Kullrich. 
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A. Sickenberger. Übimgsbuoh zur Algebra. Erste Abteilung. Erste 
und zweite Stufe der Bechnnngsarten einseUiefilich der linelren Gleiehmigen 
mit eijier und mehraren ünbekanntan. Fflnfte Auflige. Bewbeitet von 
Alexander Schmid. 8^ VI u. 106 8. MOnohwi 1906, Th. AokennaniL 

Franz Hoceviir. Lehr- und Übungsbuch der Arithmetik für die 
unteren Klassen der Gymnasien und verwandten Lehranstalten. 
Mit 3 Figuren. Sechste Auflage. 8* IV n. J52 8. Wien 1906, F. 
Tempskj. geb. 2 E 10 b. 
Von den redit Inmuchbaren arithmetischen Büchern von Sickenberger 
und Hocpvar sind neue Auflagen notwendig geworden. In die erste Sammlnnj; 
wunlon mit üecht noch einig*^ wfitere zweckentsprechende Textaufgaben auf- 
genommen. Fortbleiben können künftighin Übungen wie 7tt + + 4" 6<* (S. 10). 
Der Einflüirung dreifacher ZeicAMn bedarf es wirklidi niebi Hooevars Lehr- 
und Übnngsbndx ist an nnverSaderter Abdruck der fiftr Ostamioh ,^nrch 
Ministerialerlaß allgemein /ulässig erklärten'* ftlnften Auflage. Auöh andwweit 
kann das klac und pr;ikti>oli geschriebflne Huch gut verwendet werden. Es 
bietet den Stofl dc i- preußischi'n Lchrpliiue für VI bis U JJl und außerdem die 
linearen Gleichungen mit mehreren Unbekannten. 

Gera. E. Küllriuu. 

H. Thieiiie. LeltlMl€ii der Katlieiiifttik für OjnuuMiaii. Enter Teil: 
Die Unterstufe. Dritte Auflage. 8* 108 8. Leiprig 1907, 0. Frejtag. 

Geb. M 1,f)0. 

F. Pietzker. Lehrgang der Elementar-Mathematik in zwei Stufen. 
Teil 1. Lehrgang der Unter. stufe ^enthaltend den Lehrstoff für die sechs- 
klassigen höheren Schulen, sowie fiir die niitaren und müÜereB Klassen 
der Vollanstalten). 8^ XII u. 818 S. Leipiig 1906, B. G. Tenbner. 
Qeb. M 8,80. 

Das Horn sehe Lehrbttchcrverzeicbnis flir Preußeii weist in seiner zweiten 
.\u.sgabe von 190fi aLs gegen HtOJ ueii liin/ii<:ekonimen auch Thiemes Mathe- 
matik nach (Nr. 858); möge eine recht bald tbigende Ausgal)c Horns gleich 
Günstiges über die Einführung von Pietzkers Lehrbuch zu berichten haben! 
Jedenfalls sind die bmden ersten, oben im Titel angezeigten Teile ▼on Thiemes 
und Pietzkers Lehrbuch als >ehr erfreuliche Erscheinungen zu bezeichnen, da 
sie der Aufgabe, die sie sich stellen, in vollstem Maße gerecht werden. Dabei 
ist freilich diese Aufgabe für bei<le Bücher eine durchaus verschiedene. 
Thieme will den unentbehrlichsten Stoff in deakbai- größter Küi-ze bieten; 
dahingegen will Pietzker ein in methodologischer Beziehung neues Schul- 
buch schaffen und muß daher eine breitere Ausgestaltung eintreten lassen. 
So wird, wer knappe Lehrbücher liebt, dem Schüler nicht gerade Pietzker in 
die Hand geben, auch wenn er selbst das Buch gern daukbnr benutzt. Wer eine 
ausführliche Durstellung den Schülern mitgeben will, dem wird andrerseits 
Thieme nidit genügen. 

Auch von Thiemes Standpunkt aus erscheint neben manchem Arith- 
metis< hl II in der Geometrie als zu kurz bebandelt: der ▼erallgiOieinerte pytha- 
goreische Lehrsatz »ind der Satz von den Fh-giur/.nng.sparallelograramen, die beide 
nur als Übungen Aufnahme huden. Demgegenüber macht sich im Vorkursus 
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nuuicliM FoimellMills aUm Immü UmsMlniig«!! w«rd«ii iiidi «mpfeUflo wat 
8. 24, d» die H8lieii erst spiter su behandeln sind, und auf 8^ 34, wo eine 

organisoihe Varbindiiiig der Gnindaufgaibein ftir die Dreieckskonstniktion mit 
den Kongnienr.sStzen TortaUhafker wäre. 8. 26 unten bleibt künftig „derselben 
Ebene^^ bpsser fort. 

Pietzker will durch sein Lehrbuch die vun der Meraxier Kommission 
empfoUese Gestaltung des ünterriohtsganges in der SehnlbnchUteratiir, wo sie 
biaher keinom Buche das hosonderf" Geprige aufgedlflekt hatte, zur Geltung 
bringen Während an der HtoffvcrftMlung gegen die geltendoii pnMißischen 
Lehrpliiue nichts geändert ist, soll die Emehung zur (Gewohnheit dos f unktionalen 
Deokens dem Lehrbuch sein besonderes Gepräge geben. Das meiste Dargebotene 
wild die Tielseitigste Zustimmimg finden, da flberall peinlidiate Soigfolt und 
laagjlliriga üntenichtaerfalirung die Fedinr geftbrt haben. Einige Dmekfehler, 
die Redewendung ,^eimt sieh" und die Ausdrücke „natürlich" und „selbstver- 
ständlich" werden leicht zu beseitigen sein. Referent würde dif S. 202 be- 
nutzte Ähnlichkeit im Raum zurückstellen und erst S. 28;^ angliedern. Nicht 
korrekt genug ist die Angabe S. 253 aresin ^ sei der ^ogen oder Winkel^' vom 
Sinus im Werte g und wenig glücUieh die Beieiebnung arc log sin (9,86983 — 10) 
auf S. 256 (es ist dies sa lesen: derarcua, dessen log sin den Wext 9,85982 — 10 
hat). Am besten werden solche zusammengesetzten Beseichnungen gans ver- 
mieden, was sehr gut möglich ist. 

Für die Geometrie geben Thieroe and Pietzker auch zwcckmäßigeK 
Aufgabenmftterial. Da8 die sorgfältige Durchfttbrung der Zeiehnung bei einer 
Konstruktioiisanfgabe das eigentUcbe Ziel ist, hätte mehr betont werden kOnnen. 
Es tritt nicht genug hervor, wenn Thieme S. 40 .sagt: „Die Konstruktion ist 
die Angabe der fin/.elnen Zeichnungen, mittels deren man ans den gegebenen 
Stflcken die gesuchte Figur erhält". Pietzker äuÜert äich auf S. 144 ähnlich. 
Bei beiden wird nicht auf das Parallelenziehen mittels des Schiebedreiecks hin- 
gewiesen. 

Im Anhang wird von Pietzker im wesentlichen das Mehr an Stoff für 
die Realanstalten behandelt, und den Hoschluß macht hei ihm >'l)pnso wip t)pi 
Thieme ein hübscher Abschnitt über „'laiiliifiche Darstellung von Fimktionen 
und die graphische Lösung von Gleichuugen. 

Der Druok and die Figuren sind in beiden Bflehem gat Pietsker be- 
nutzt in der Projektionslebre 3 Farben. Leider seUiefien sich dabei die ver- 
lehiedenen Farben in einer Figur nieht immer genaa genug aneinander an. 

Gera. E. Kulluob. 



Heinrich Müller, vierstellige IfOgarithmen-Tafeln. Für die Band der 
Schüler zusammengestellt. 8". 6 S. Leipzig 190H, B. G. Teubner. Geh. 
Jt —,26. 

0. Blehter. DraiatalUge logarithnilafthi» und trigonomeMMdie TafUn. 
Taaehen&rmat. 8 8. Leiprig 1907, B. 6. Teabner. Geh. JC — ^,20. 

Heinrich Müllers TatV ln < ni{)f('hlen sich da, wo man mit vierstelligen 
Tafeln auskommen kann, durch ihre Wohlfeilheit. Sie werden noch bequemer 
zu benutzen sein, wenn künftig Tafel A auf S. 2 und Ii kommt, die Tafeln B 
und C entweder auf S. 1 oder auf S. 6. Bei vierstelligen Tafeln kann und 
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muß Buui «ine ABOrdnung varmeideii, die «ia Umblftttoni bei Brnratzung eis- 
nnd denelbeB Tafel erfordert 

0. Richters Tafeln sollen in Schulen, die der fünfstelligen Logarithmen* 
tatel nicht entraten können, ncUpn dicspn iind /war im hrsondem bei Aua- 
wertung (U'r von den Schülern angestellten lieuliarhtungHn als Ersatz eines 
Rechenschiebers dienen. Sie sind als recht handlich und preiswert zu empfehlen. 
Iii den Erttntenuigen auf 8. 3 wire sn ▼ermeideo gewesen, daB 1<^ tan nnd «r 
Hilf zwei verschiedenen Zeilen stehen; aiicli ist log tan « nicht = 9,166, sondern 
9,1 10; endlich stört in derselben Zeile das Gleiehheitsseiehen swischen 
g und 3. 

Gera. £. Kullbich. 



Paul ZiihlkP. Ausführung elementargeometrisoher Konatruktioiien 
bei ungünstigen Lageverhältnissen. 8**. 46 S. Leipzig, B. 6. Teabner. 
Steif geh. Jl 1,—. 

Zflhlkes an einen in der Berliner Mathematisoben Gesellschaft (35.X.06) 
gehaltenen Vortrag anknüpfende Arbeit ist empfehlenswert als wohlgeeignet znr 
PönlfTTing liphrvollen Zfiichnens in der Geometrie. FHlr jeden Tichrer i<<t es 
notwendig, sich über die wirkliche I )urchfühning des Zeichnens bei ungünstigen 
Lageverhältnissen zu orientieren, und gelegentlich wird auch im Unterricht 
hiervon etwas geboten werden kOnnen. Besonders den für die Mathenuttik 
interessierten BdilUem wird man Zfihlkes Schrift sam Bslbststodiani nnd snr 
Anregung d«r SelbstbetAtigong in die Hand geben kOnnen. 

Gen. E. Kolluob. 



Astron omiBoher Kalendsir ffirlOO?. Ikrausgegeben von derk. k. Stornwarte 
7u w . n H" 161 B. nnd NotisUfttter. Wien 1907, Karl Gerold s Sohn. 

Gel). Jt 2,40. 

Der Jahrgang 1907 des früher schon hier empfohlenen .Astronomischen 
Kalenders bringt nur genüge Änderungen. In den Beilagen behandelt Weiß 
wiederum „Neue Planeten nnd Kometen** und anBerdem „Phasen des Satnm* 
ringss im Jahre 1907.** 

Gera. B. Kullhoh. 



AstronomiMher S^alender für 1908. Herausgegeben von der k. k. Stemwari« 
zn Wipp Neue Folge H°. Siebenundswansigater Jahrgang. Wien 1908, 

K. (ieroM's Sohn. (iel.. M 2,40. 

Das Bändchen enthält auf 164 Seiten außer einem ausführlichen und 
astronomischen Kalendarium eine Fülle von astronomischen Tabellen, aus denen 
idi nur eine Fortsetsnng nnd Vervolbtllndigung des suletst im Jahrgang 1897 
gegebenen Verzeichnisses der berechneten Kometenbahnen hervorhebe. Bei- 
gegeben sind temer .Vbhandlungen der Herren .7. Holetschek: Thrr die Sicht- 
barkeit eines Planeten, H. .Jaschke: I ber die rasche Einregulierung von Prä* 
zisiouspendeln und £. Weiß: Neue Planeten und Kometen. 

Berlin. A. Baruch. 
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1. Aufgaben and Lehrsätze. Lösungen. 
A. Aiüpik«» mmä Lehnltea. 

198. Die Kreise, die eine Sdnr ton parallelen Sebiunt einer Ellipse mit 

<len Halbachsen «, b zu Durchmessern haben, umbOllfn eine neue konzentrische 
Ellipse, deren groBe Halbachse di»» zu den Sehntii konjugierte Kichtung 

besitzt und gleich ^ a- -\- b' iat, und deren kleine Haltiachse gleich dem in 
dar Behnenschar Torkommenden Haibmesser der gegebenen Ellipse iat. Die 
Brennponkte liegni waS der gegebenen EUipee in den Endpnnlrten des su 
der Sehnenschar konjugierten Durchmessers. Alle Ellipsen, die man in 
dieaer Weise fOr jede Richtung der parallelen Seimen erhält, sind der ge- 
gebenen Ellipee nmgeichrieben und dem Kreis mit dem Badius l/a* -f* 6* 
eingeschrieben. 

Wie beißen die entsprechenden Sätze für Hyperbel und Parabel? 
Straßburg i. £. Paul Epstsim. 



199. Ein Kurvenbüschel 2. Ordnung ist allgemein durch ein l'aar Pol 
und Polttre und dnrdi twet Pure konjugierter beiftiBunt. WeleSw 

Gleidhung hat dieser Bttachel, wenn der Fundamentalecke s^Xg — 0 dnr 
BtraU ^Oxi^i ^ ^ polar und den beiden anderen Ecken des Draiseites 
— 0 die Punkte 1f»^ «• und — konjugiert sind? 

Holsminden. 0. Kobbs. 



«00. Deteruiiner les courbes gaaches qui sont en meme temps oourbes 
de üertrand et : 1*^ geod^iques de oönes; 2^ oourbes sphdriques. 

Nivelles (Belgique). J. Bosk. 



201. Gegeben ein Kreis und die Taugeute im Endpunkte B eines festen 
Durchmessers AB Man ziehe von einem heliebigen Punkte P der Tangente 
die Gerade PA und die Tangente PC au den Kieis und ziehe PZ, aodaß 
Winkel CPZ gleick Winkel APB ist Gesoeht die. ümhflUungBkorve der 
Geraden PZ nebst den ans der Konstruktion leieht sidi ergebenden 
Eigenschaften. 

Hfinster. stud. math. Abtbuk Wovbbiob. 
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B. LSsungren. 

Zu U (Bd. I, S. 370) (E.N. Barisien). — L'hvporl^ole d'Apollonius rela- 
tive a chacun dfs pt»ints d'une ellipse envt'loppe uin' Krt'U/.kurve. Les points 
d'intersectiüu üeä dtjux hyperboles d Apuiiouius rtjiatives u deux points coujugues 
de l'eUipee sont sita^ rar une Krenzcanre homofht'tiquo a 1» preoidwle. — 

Lea pieds des trois uoniiiilos ni»^iu''«'s du point(a,jj) Ii Tellipst» ^, -|" ~" 1 

sollt situes 8ur l'hy|>erlK)lt' d Apulluiiius <''xtf -\- h^fix — a'uy = U. Lf poiiit 
i^tt,!^) etaut Sur la meme ellipse, ses coordonn^s seront (a cos 9», 6 sin 9 1. 
Ces Taleun transfonnent l'^nstioii {irMdeiite en 

«•äPf + sin 9 — a'y con <p — 0. 

Derivaut par rapport a 9, ü vieot 

OM 9 -{- o*y sin 9> — o. 

Tirons de Ik les valem de sin 9, oob 9 et formona la Mmme dee can^; nous 

a* 6' 

anroQS alon pour 4qiiation de Fenveloppe de lliyperbole: -| + j ^ ^natfon 

y 

qui repr^tente une Kreusourve. P^aÜleaxt cetfce eonrbe est aossi: 1" le lieu dn 
pole de la corde lUMrmale Mlf en an point Jf de FeUipae par rapport a eetto 
ellipie (TOir Zeitschrift für math. u. naturw. üntenidit, 7. u. 8. (Doppel- ) Heft 
des 38. JuhrgHiif^s, Aufg. 138, p. 543); 2" si les rajons vecteurs Mh\ MF 
d'un poiut d une ellipse ifncontrent la courb»' uno seconde fois t'u P, P', le 
lieu du poiut de reucoutre de la corde IT' avec la taugente lueuee en M 
(v. Mathflsis, t. X, 1890, Qaeation 687, p. 361). — Le lieu des points d'intei> 
section des deui hjperboles relatiYes k denz points conjugues (u cus 9, h sin 9), 
(— a sin 9, & OOS 9) de rellipae rjiolte par rAimination de 9 entre les equations: 

c"»jr + sin 9 — a*y oos 9 0, 

e*ary -f l^x cos 9 + aV sin 9 « 0, 

d'ott il suit £ftcüement le lieu chercb^: | H — ^ «- 2c^ On voii donc qne les 
denz oourbes sont homothetiquea. 

Remarque: On poat g^n^raltser la premiere partie de TAione^de maniere 

quo le point («, se raeut sur une circonference concentricjue avec l'ellipse 
et de ra3'on quekouque, mm que la uature de la courbe 86 chauge (^voir aussi 
Mathesis ( 2\ VII, 1897, Question 1093, p. 257). 

ßerliu. caud. math. Würnlr Gaedeckk. 

Zu 40 (Bd. U, S. 357) (0. Stolz). " Errichtet man in j.Hlem Punkte M 
»•iner stetij;ou und rektifizierbarc-n l^auinkurve dif Nonnalebene derselben und 
btsi hreibt darin von 3/ iiu.s einen Kreis mit dem iVsten Radius r, wovon ein 
beliebiger i'uukt mit m bezeichuet sei, so erhüll mau eiue Fläche. Damit sie 
ein&eh sei, ist notwendig und binreicbend, da6 der Krdmmungsradins r' in 
keiuem Punkte der gegebtneu Kurve verschwindet, und r das Minimiini de^elbea, 
welches eiue positive Zahl sein soll, nicht überschreitet. Je nachdem die Kurre 
geschlossen ist oder nicht, entsteht ein Sing oder ein durch zwei auf dieselbe 
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senkreehte Kwirfidmi tmd eine MantdflUiit begiemtarflehlaneh. „DerLdnlt 
der OberflSche dM Bingee und der der Haatdfllohe des Sohlauclifls ist das 
Produkt aus 2rn in dio Linge X dar Leilfairve, dar Ldialt baidar KSrper das 

Produkt aus r*jr in diese Länge." 

Dieser Satz liiBt sieh leicht mit Hilfe der Guhlinschen Kegel beweisen. 
Betrachtet man nämlich zwei unendlich benachbarte Nornialebeuen ti^ und 
dar Laitkurre, so kann man sich das »rissen diesen beiden Ebenen biÄndliohe 
Obarffikshenelement durch Drehung s.B. des in gelegenen Kreises um die 
Krümraiin<,'.sachsH bis zum Zusammenfallen mit der Ebene entstanden deukeii, 
wobei man nur eineu Fohb-r hölierer Ordnung begeht. Mithin ist, wenn mau 
den Abstand des Punktes M vun der Drehungsachse mit ir, den Winkel der 
baidan Nonnalabanen mit baiaiehnet, der Inhalt äO des Obaiflftdhanelamants: 
<I0 -« 2«r • wd^. Nun kann man bis auf nnandlich kleine GrSßan höherer 
Ordnung den Weg des Schwerpunktes wd(p gleich dem Bogenelamant dl der 
Leitkurve setzen. Für die geaamte OberflAche erhält man dann in dar Tat 
den obigen Ausdruck.') 

Auf ganz analoge Weise findet man Ar das Yolomen des Körpers nr* • 1. 

Dia Bestimmvng des Lihaltes der Obarflsdie ergibt sidi fibrigans auch 
leicht durch Anwendung der Gleichungen der Flilche (vergl. V. Kommereil: 
Gleichung und Eigens<^aften dar Köhrenflächen, dieses Archiv, 7). 

Berlin. cand. math. Wniuisa Qasdboks. 



Zu 182 (Hd. XJI, S. 186) (H. Wieleitner). — Welche Kurve wird 
durch die beiden Gleichungen x -= 4r cos^ oi cos 2m. y ~ 4r sin'ai sin dur- 
geatallt, und welches ist die geometrische Badaatuug des Panunaters a»? 

1. Lösung: Die gegebenen Ausdrucke fBr x und f laasen sieh Mkiht auf 
die Form bringen 

« — r « 3r cos 2« + roos 4a>, y » 3r sin 3» — r sin 4m. 

Vergleicht man diese mit den Gleichungen der gewChnlichen Hypozykloide 

z^iß — rjoot^-^rct» — - — 9», y » (JB — r) sin 9 — r sin ~- - 9, 

1) Diese Sehlußweiie ist natttrlieh sehen immer gebraucht worden, z. B. Resal , 

Traite de mdcaui(iue generale, Tome I, p. 227 (iJSTSi: „Extension des tht^oremes 
pr^o^ents aux soifRces-canal et aux volumes correspoudAuta. — On aaii qua ces 
rarÜMiet aont engendr^es par un pi^rimHre plan qni n rnent nonnalement k ime 
eourbe directrice que I'uii de boh |Hiiiits erit a^.■<ujetti ä parcourir, de luaniere iju'un 
mSme rayon du profil comcide conat&mment avec la binormale de la dixectrice. 
11 est clur qne lee thtfortaies ci-deiras i*appliqnent i daoz poiitiona ooni^eotiTee 
dn profil g<5iii'rateur que Ton peut conttideret comme toumant autour de la j)er- 
pendiculaire au plan osculateur de la directrice men^ en sou centre de cuurbure. ^ 
On dMoit de 1A qne la suxfiice et le Tolnme, correspondant & un eertoin d^laoe- 
ment, seront respectivenient egaux aux prnduits du perimetre et de l'aire du profil 
par le chemin parcouru par ieurs centres de gravite." Mau vergleiciie auch Wer- 
nieke, Lehrbuch der Mechanik, 1, 416 (1900). Die eigentümlichen Kautelen, mit 
denen die Aufgabt' ausgesprochen ist, Itesonders auch die zugehörige Note, weisen 
darauf biu, daü Stolz, dem die Aui^dehnung der Guld inscheu äätz« sehr wohl 
bekannt war, eeiada auf eins Varsdybrftmg der Badiagnngen der Vecallgemeiaarang 
hinweisen woUta. 

Barlin. £. Laxpk. 
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worin B der Bodius des Gmodkrtises, r d«r Badivs das enengnodon &ttMi 

und (p der Winkel ist» den die Zentrale beider Kreise mit der AbssiBsenachse 

bildet, so brauclif man nur R 3r und (jp <== 2oj zu setzen, um zu sehen, daß 
die vorgelegteu Gleichuugoii t iru- dreispitzige Hypozykloide darstellen, deren 
Grundkreis den Radius 3r uud die Mittelpuaktskoordiniiton r, 0 hat. 
Aussig (Böhmen). stud. math. J, Kuuu. 

Auöerdeni beweist Herr .1. Krug noch den Sut/.: 

Jhtrt'hlänft »in Punkt den Umfang dt.s einem glekliseUiyeti Drneck einge- 
schriebenen Kn ises, so heaehreibt der inbezug attf dieses Dreieck tugeJiörigc Wimkd- 
gtffenpmkt eme äreispilrige J^fpogjfkMdep derm Grundkreis der Umkreis md 

der 6)1 Spitzen dir EcVen dieses Drciedces sind, und fügt bei: ,,Hienins folgt 
eine einfache punktweise Konstruktion unserer Hypozykloide, wobei man auch 
noch berileksichtigeu kann, daß beim L'leiobseitigen Dreieck die Winkelgegeo- 
punkte zugleich auch Seitengugeupunkte sind.'* 

Dieser Satz ist ein sperieller Fall davon, dafi jede Qnartik mit drei 
Spitzen durch quadratische Transformation aus einem dem Gninddreieck ein- 
beschriebenen Kegelschnitt entsteht, während ilie Verwandtschaft der Winkel- 
gegenpunkte mit der cniadrutischen Verwandtschaft identisch ist. 8. Z. B. des 
Aufgabenstellers Algehr. Kmi in, Leipzig 1905, 8. 143. 

Ähnliche Lösungen sandten noch Herr C. Hoff manu (Schorudortj, Herr 
W. Stegemann (Prenslao), sowie Herr stnd. math. A. fiarueh (Berlin) ein. 
Der lebtere bemerkt nooiht dafi der Winkel o der Neigungswinkel der Kurren- 
tangente gegen die negative x-Asüue (Bpitientangente) ist Bed. 

2. Lösung: Aus den Gleichungen 

« 4r cos* 0) cos 2o; y «■ 4r sin' u sin 2« 

ergibt sich 

d.r ( H cos*' o) sin lo 4^ 2 cos lo sin (o) • 4r dia^ 
dg =- ^10 cüs* w - b cos* w — 2) • i r dw, 

also 

<fs* » lör* C— 64 cos* et + 96 oos^is — 36 cos*» + 4) d»*, 
abgekfint 

(1) ds - ArYA du. 

Ferner 

d^x — (28 cos* «» — 32 cos* « — 2) • 4r dn\ 
= (32 cos' o sin c» *- 20 cos e» sin w) • 4r da*, 

also 

fi^ffdx — d*xd9 — 16f* (64 cos* c» — 96 cot* a> 36 ooe* es — 4) i»* 
- — 16r«il*f«»» 

Demnach ist 

Nnn stellt mau aber unschwer, wenn auch nicht ohne Mühe fest, daB 



Digitized by Google 



Venniiekte Httfedluigan. 289 

Balur ist t/V^«!« - also wegen. (1) ^"jV^-l und 

wegen (S) tohliefilieli 

(8) 9*» + ^« - (8r)«. 

Das ist aber in natürlichen Koordinaten die (ileichuug einer dreispit^igeu 
(Steineridien) Hypozykloide (s. Cefuro, JVSorfL Gmm. 8. 10), deren fetter Kreis 
den Badins 3r hat. 

Da nach (l) und (2) Qda = — rfs, so ist co der Tangentenwinkel, d. h. 
der Winkel der beweglichen Tangenk' mit einer festen. Diese feste Tangente 
ist eine der Spitzentangenten, weil f Or m » 0 ^ 0, also 3 — 0 und ^ = 0 
wird. 

Speyer. H. Wnuamm. 

3. LOsnng: Es ist 

— — 4r sin 9ie(4ooe*n — 1)<I», 

rfy = 8r sin* m(4 cos'o — l)dw, 

also hat man dy/dx — — tangco. | 

Demnach ist ca der Winkel, um den mau die x -Achse im Uhrzeigersinne 
drehen mnfi, damit sie mit der Tangente der gesnehten Emrre insammenfiUlt. 
Die Gleichung der Tangente ist 

y 4r sin*« sin 3» — — üiüg Cd (x ~ 4r oo«*e» OOS 2«) » 

oder 

(1) ^rtangn + y — Srsin 2o — 0. 
Vergleicht man (1) mit 

(2) ux + tjy - 1 - U, 
so ergibt sich 

Die Elimination von u aus diesen Gleichungen liefert die Gleichung der ge- 
suchten Kurve in Linienkoordinaten {u, r): 

(4) u» -h — 4ruf* = 0. 

Setsi man « 1«, so eriUUt man 

W — ir^ 

Die gesuchte Kurve ist von der 3. Klasse, hat das Geschlecht p ~ 0 und be- 
sitzt die Doppeltangente r = 0 (unendlich ferne Oerade) mit den unendlich 
fernen imaginären Kreispunkten jf = 0, x iif = 0 als Berülimngspunkten. 
In den Plüokerschen Formeln (vgl. H. Wieleitner, Theorie der ebenen 
algebnisehen Karren höherer Qrdnong, Leipaig 1906, O. J. GOschen, Seite 67) 
hat man zu setzen: v = 3, ^ = 0, d = 1, /> = (); dann findet man: « 4, 
J » 0, r 3. Also ist die gesuchte Kunre eine rationale Quartik mit drei 
Spitzen. 

Archiv dar MaUiainAUk uud Physik. IlL R«iU« XIU 19 
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Aus der Verglfichuug von (5j mit (3) ergibt sich: 

(6) 



CO»"»- j-^-^-j, 008 8»-j-qjp, 

21 



Sefatl maa dieae Anadiüdka iu die toh Hmtiii Wieleitner gegebenen Formeln 
ein, so erfaftlt man für die Koordinaten der Pnnkke der gesuehten Kmre foK 
geiüde rationale Paiameterdantellung 

1— i* 21* 

(7) '-^''ä+W + 

Benützt man die Formeln (6), so ergibt sieh als Oleichiing der Tangente 
der gesachten Kurve 

(8) lx{l + l*) + y(l + A«) - 4rjL - 0. 

üm die Enveloppe dieser Geraden zu finden, hat man die Dbkriminanie 
der linken Seite von (8) <,'leich Null zu setzen. Nim ist die Disloiminante 

von Öq -j- b^k b^k- -\- b.^k^ gegeben durcb 

wobei 

(10) *e — *i"yt Äj— « — Ar, hg'^x. 

Die Oleiehong der gesnchten Kure in reehtwinkeUgen Koordinaten ist 

demnach 

(11) 4jr«(r + 2«)« - [(« - 4r)» - 3y«J • - 8«(« - Ar)] - 0. 
Die drei Bpitien baben die Koordinaten 

Die Kurve wird vou d^r i/ Aehse irn Aiifantrspiinkt»' licrührl und in den 
Punkten u: = 0, y = i 2/' geschnitten j sie hegt zur /-Achse symmetrisch, 
üm die Kurve auf das von den drei Spitsen geUldete gleichseitige Dreieck 
als Fundamentaldreie«^ su belieben, hat man die Formeln lu benUtaen: 

(12) (»af--r(ar, + «i-8fl55), 9ff^3ry3{x^-x^), p«- 2(«i H-a^-f a^); 
dann geht die Gleichung dtT Kurve über in 

(13) s^{xi — x^)* — 2x^x^x^{x^ -j- x^) -\- xlix^'~ 0 
oder _i „1 i 

Die Spitzentangenten sind 

— % — 0 oder y — 0, 

(14) a^-a^-O oder «Vli + y - r^S — 0, 

— as, — 0 oder w/S — y — rVS — 0; 

sie schneiden sich bekanntlich in einem Punkte, nttmlieh 

: : — 1 : 1 : 1 oder a; =- r, ^ — 0. 
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Ans den bisherigen Betrachtuugtiu folgt, dafi die gesuchte Kurve die 
dreispUiigc (StekitnAe) HypozyMä» ist Die Koordinaften der Punkte dioMr 
Kunre lassen sieh danleUen in der F<»in: 

(15) « — 2r cos ö + cos 2Ö, ^ « 2r sin 0 — r sin 2^. 

Verschiebt man den Nullpnnkt am die öirecke r nach links, indem 

m&u setzt 

(16) «-«-r, y-y, 
so erbftlt man 

(17) AT» 9reM0 + reoe20 + r, y — Srsmtf ~rsin99. 

Schreibt luau 2(d statt &, so bekommt mau die von Herrn Wieleitner ge- 
gebene Darstellung. 

Bayreuth. 0. Dbokl. 

Zu 187 (IM. XII, S. 276) (G. Koher). — Wenn man von einem Punkte 
eines Kegelschnitt«^ die vier Schnittpunkte eines zweiten Kegelschnittes auf 
diesen projiziert, so «lilli nwtt die Sdinit^pniiikte eines dritten Eegebebnittee, 
dCT den ersten Kegelsoiinitt im npqjeklionsientnun berShrt und in den Schnitt- 
pnnkten der anderen Polare dieses Punktes schneidet 

1. Lösung: Die beiden Kegelschnitte mögen, bezogen auf ein System 
von Parallelkoordinaten a;, y, dessen Ursprung das Frojektionszentrom 0 isti 
die Gleichungen haben: 

F -au^-Y ^bxy + + 2dy = K(x,y) + 2dp — 0 

und 

g ^= a«» + 2b«y + cy* + 2b« + 2ey + f ft(«,f) + 2b« + 2ey +f-0. 

Sind :r, y die Koordinaten eines Schnittpunktes P von F und 9, so ist die 
Gleddivng der Geraden OP 

mit «2, I als lanfiHideB KoordinaiaL Die Stimination Ttm « nnd y ans den 
drei Qleiebnngeo führt aar Qleidinng der 4 Qenden, die 0 mit den 4 Schnitt* 
pmikten von F nnd ff veifainden: 

8 S — 4- tn)K(lfd + f if) - 0. 

Die Gleichung einer durch die 8 Schnittpunkte von H mit % gehenden Kurve 
ist daher 

+ 2(b4 + eij)L- 2dinKi^fi) + 1] + fL^Ui) + - 0. 
Biese Emrvengleichmig aerflUlt lllr A — — 4<i'if' in die Gleichungen 

ir(|,,i)-{-2rf»,-0"P(s,i,) 

und f • A'(4, Ii) — 4d ij(b6 + ei|) — 2\dn =- 0 = i\. 

19» 
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Wie man sieht, berilhrt die Kurve F in 0\ die andern Schnittpunkte von 
mit F liegen [für n) — Sdij] auf d«r Oflnden 

b| + e»/ + f - 0, 

also der Polare von 0 bezüglich f^. Da ^ in F^ nicht mehr auftritt, erhält 
mau, bei t'esteui O uud F, dieselbe Kune F^ fQr alle 5» bezüglich deren 0 
dieselbe Polare hat. Außerdem ist klar, dafi die Beziehung zwischeu F und 
J\ reziprok ist 

Sehw.-Omflnd. E. EOstum. 

9. Lösung. Der Kegeliohnitt 

= — aj — 0, 

welcher das Strahlenpaar x^x^ — 0 in den Schnitt punkteu des Doppels trahles 
0^ » 0 berfilut nnd dem Eildieitflinmkt = u, entfallt, solmeid«t deo 

aUgemeineii K^dsehnitt 

^ j + i ^ 2 - 

welcher die drei Stithlen 

ll^ ^ «11*1 + fljt«l + «M^il = 0 

zu Polaren der drei Grundecken hat, auf den vier Strahlen 

der Chrundeoke ^ ■» ic^ 0. Die vier Punkte, in denen sie den sweiten 
Kegelschnitt — 0 smn sweiten Male schneiden, und, weil Qm CHeidning 
avf die Form 



9x, 

gebracht werdeu kann, die vier Schnittpunkte eines dritten Kegelschnittes 
der mit K^ ^ 0 die Tangente Xi =^ 0 und die Schnittpunkte dar anderen Polare 

a A' 

U des BerOhrungsponktes » — 0 gemein hat. 
Holsminden. . . . _ . 0. Konsn. 

2. Anfrigan und AntwortaB. 

(Tacai) 
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3* Kleinfln Nottaen. 
Blditlgitelluif elaiger BcsciteBcei iet Hcm t. Stabl« 

Am ScUiuse einer in 12, 209 — 219, dieser Zeitschrift erschienenen 
Arbpit „Über die Darstelhing algebraischer Funktionen und Abel scher Inte- 
gralf aus gegebenen Elementen" hat Herr v. Stahl in bezug auf meine Habili- 
tAtionsschrift „Theorie der Kiemannschen Thetafunktion" — nicht Theia- 
fimktionaD, wie Herr y. Stahl sehreibt — (Leipzig, Teabner 1901) einige 
Beoieriningen gemacht, die einer Richtigstellung bedHiftii. 

Zunächst befindet Herr v. Stahl sich im Irrtum, wenn er als Hauptzweck 
der genannten Schrift die Untersuchung von Punktsystemen mit speziellem 
Charakter ansieht; sie bezweckte vielmehr, wie ich in der Vorrede ausdrück- 
lich hmaAi hebe, die AutAllimg der in der Theorie der Riemannsohen 
Thetsftmktioii noch Torbaiide&eD Llicken dureh Beachtung der If Sglidikeit des 
Auftretens von Punktsystemen mit speziellem Charakter. 

Wenn dann Herr v. Stahl wpit'T sagt, daß diese speziellen Punktsysteme 
sich einfach aus dem Umstand erklären, daß im Riemann-Rochschen Satze 
bei einer algebraischen Funktion Ji(x^y) der m^^^ Ordnung die Eindeutigkeit 
in der Bcrtimmnng der p (oder p — q) lotsten O'-Ponkte aus den llbrigen 0'- 
Pnnkten und den m oo ^-Punkten aufhören kann, wenn man die m — p (oder 
m — p 4 '/) ersten O'-Pnnkte nicht allgemein wählt, und daß er diese Be- 
merkungen mir schon im Jahre 1901 mitgeteilt habe, so kann da- 
durch bei dem Leser die Vorstelluog erweckt werden, als ob ich mich den 
mir zugedachten Beldhrnngen des Herrn t. Stahl gegenaber ablehnend Tor- 
halten bitte. Die Saehe liegt aber aadevs. Am 3. Angiiafc 1901 sohrieb mir 
Herr v. Stahl anf einer Postkarte: „Was die Einleitung S. III und die 
Anm. 6 und 11 erwähnten Ausnahmen betrifft, so i>esehränk<n sich die- 
selben, wie die algebraischen Unt^^rsuchungen lehren, auf den hjperelliptischen 
Fall, der ja auch sonst von durchaus speziellem Charakter ist.'* Darauf ent- 
gegnete ieh ihm nnter dem 6. November 1901 ; Jteh bin der Übersengnng, 
dafi die von mir betrachteten Punktsysteme von speziellem Charakter auch 
bei allgemeiner Fläche T (oder in Ihrer Ausdrucksweise bei allgemeiner Up 
schaflFenheit von F(ar, f/) = 0) auftreten", und gab dafür ein Beispiel. In seiner 
Antwort vom 11. November 1901 schrieb dann Herr v. Stahl: „In der Vor- 
rede A. F. 8. VI sage ioh ansdrfloklieh, daB auf spezielle Fille nicht einge- 
gangen sei, andernfalls hfttte ioh das Wort ,4™ allgemeinen** nooh an maiMsk 
anderer Stelle zuftlgen müssen. Mit Rücksicht auf diese Verweisung glaube 
ich, sind meine Sätze durchaus richtig, und es wSre mir liel), wenn Sie dies in 

einer späteren Arbeit erwähnen wollten Ich sehe zum Schluß, daß die Be- 

mwkung anf meiner Karte nicht ganz zutreffend war; es sollte heißen: Die 
Ausnahmen (nimliöh von der emdentigen Bestimmthflit in den SstMn [A F. 
§ 12 I n. n]) beziehen sich auf Gl. F{x,p) — 0, deren Moduln in gewisser 
Weise von einander abhängig sind, u. a. auf den hyperelliptiscben Fall. Ich 
hatte am Schlnü des Semesters i 3. August l die Sache nicht ganz gegenwärtig." 
Auf diesen Brief erwiderte ich am 19. November 1901 u. a.: „Auch war 
mir, als ich in den Anm. 6 und 11 meiner Arbeit die Ein^ribide gegen Ihre 
Satze I, II (A. F. § 12) sowie gegen Ihre Untersuchungen § 28 der A F. er- 
hob, die Stelle in der Vorrede A. V. S VI „Auf spezielle Fälle ist nicht ein- 
gegangen** sehr wohl bekannt Diese Stelle kann doch nur so aufgefaßt werden, 
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daß sirh dif Untfrsuchungen Ihres Buches durchweg auf allgemr^iiu? Glei- 
chungeD beziehen, d. b. auf solche, zwischen deren 3p ^3 Klassenmodaln 

keine Belationen bestehen. IVoti dieser Dürer Beechrlnkung wf den aOge- 
meinen Fall muß ich meine Einw&nde in vollem Umfang aufrecht erhalten. 
Wie aus (lern in tlircni RricfV S. 3 siib. 2 Gesagten sowie aus dem Schluß- 
passus S. H hervorgeht, sind Sie der Ansicht, daß be/. des Wortc> ein- 
deutig in den Öät/en 1 und II (A. F. § 12) Ausnahmen nur für spezielle 
Gkidiimgen F^O stattfinden kOnnen. Im Gegensatx hierm bin ioli der 
Übsraengung, daß auch bei allgemeiner Gleichnng F 0 Anmabmett statt» 
finden kBnnen oder, was dasselbe, das Wort eindeutig durch die Beilttgang 
„im allgemeinen" zu modifizieren Lst", und gab alsdann zwei Beispiele zum Be- 
weise meiner Behauptung. Darauf schrieb mir Herr v. Stahl anter dem 
23. November 1901: „Sie haben sich mit der Beantwortung meines BrisA» 
vid Muhe gemaoht, fttr die idi Ihnen danke. Sie haben anch sigmig genommen 
recht. Ich glaube aber, ich kann den Streitpunkt, um den es sich handelt, sehr 
einfach bezeichnen und sofort erledigen. Will man ganz exakt sein, so hätte 
man dpm Ratzl (resp. den Ausführungen desselben 8. 87 u. 88 § 12. A. F.) eine 
Fußnote zuzufügen . . Dies sind im wesentlichen die Mitteilungen, die llerr 
T. Stahl mir im Jahre 1901 gemaeht hat Da er mir sdiliefilioh reeht gegeben 
hatte, lag für mich kein Gmnd vor, die Korrespondenz mit ihm ftirUiMeia ep. 

Der von mir beanstandete Satz ist nun in der oben genannten neuesten 
Arbeit des Herrn v. Stahl unter Hinzufügung einer Fußnote reproduziert 
(S. 211, Absatz 1). Was aber ist der Inhalt dieser Fußnote? Man erfährt da 
nmlchst, daß der Satz des Textes nur bei allgemainer Lage dm m—p will- 
kflrlich gew&hlten 0**Pankte riohtig ist, und damit ist die toh mir als noi> 
wendig bezeichnete Modifikation angebracht — wenn auch nieht im Ssilas 
.selb.st. Herr v. Stahl will mich aber noch fiberlncten, indem er angibt, was 
man dabei unter nidit allgemeiner Lage der //* — p willkürlich wählbaren 
Punkte zu verstehen hat. Er verkündet dem Leser, daß nach Wahl von 
m — |) O^-Ponkten einer Funktion R(x^ii) die Eindeutigkeit in der Bestim- 
mung derp letzten 0^- Punkte oder, was dasselbe, die Eindeutigkeit in der 
Bestimmung der Funktion R^t.ij) aufhört., wenn durch die m - p gewählten 
O'-Punkte mehr als eine Funktion /?(.r, //) bestimmt wird. Das heißt aber nichts 
anderes als — daß die Eindeutigkeit aufhört, wenn die Eindeutigkeit aufhört. 

Auoh naeh den Belduruagen seitens des Hffim t. Stahl halte ich die 
Einwinde, welohe ieh in meiner Habilitationssohrift gegen die Ton den 
Herren v. Dalwigk, v. Stahl und Chris toffcl gegebenen Darstellungen der 
Theorie der Riemanu'schen Thetafnnktion erhoben habe, in ihrem ganzen 
Umfange aufrecht. 

Es ist jetzt noch die letzte Bemerkung des Herrn v. Stahl zu beleushten. 
Sie lautet w9rtHch: „Was Herr Rost bez. des Biemann-Boehsdhen SatMS 

und der zugehörenden Sätze über das Versohwinden der Thetafunktion gibt| 
sind „übrigens leiclit trsirhtliche .\ndernngen, welche die Gleichungen dieser 
Sätze im Falle mehrfacher Null- und ünendlichkeitspunkte einer Funktion 
fixyif) ^Quotient zweier Integranden erster Gattung) zu erfahren haben", wie 
Herr Krazer in seinem Lehrbuch S. 416 Anmerkung riehtig bemerkt** Zur 
Beurteilung dieser Stelle muß man auf die eben genannte Anmerkung des Herrn 
Krazer in seinem „Lehrbuch der Thetafunktionen'* (Leipzig, Teubner 1903) 
zurückgehen; sie schließt sich an § 1 des nennten Kapitels, der Vorbemerkungen 
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aus der Theorie der Ahe Ischen Funktionen enthält und iu dem von Theta- 
tuuktioaen noch gar keioe Rede ist, au und lautet wörtlich: „Zum Inhalte 
dietet Paragraphen rw^. Christoffel, Über die kaDOnisobe Fora der Bie- 
mannschen Integrale erster Gattmig (Ann. di Mat. (2) Bd. 9. 1879, pag. 240) 
und Rost, Theorie der Riem annsehen Thetatunktion (Hab.-Schrift Würz- 
burt' 1901. I. Abschnitt); aus letzterer Abhaudlunfj mögen insbesondere jene, 
übrigens leicht ersichtlichen Änderungen entnommen werden, welche die obigen 
Gleicbungen im Falle mehrfacher NnÜ- und Unendlichkeit^iinkte der Funktion 
f(s\i) ta erfidiren haben.** Man erkennt hieraus, daß die Yon Herrn t. Stahl 
in Anführungszeichen gesetzten Worte gar nicht dis Worte des Herrn Krazor 
sind, daß Herr v. Stahl vielmehr statt des Krazerschen Aus<lrucks „die 
obigen rJleichnngen" den Ausdruck „die Gleichungen dieser Sätze'' gesetzt und 
so den Sinn der Krazerschen Äußerung durch Beziehung derselben aut die 
TOB mir fonrndierten Sitae Aber das Nichtrersdiwindeii der Thetafbnktioii 
voiUstlndig entstellt bat. Ich überlasse es dem Leser, sich ein ürteü Uber 
dieses eigentümliche Verfahren des Herrn v. Stahl zu bilden. 

Herr Krazer hat mir übrigens nochmals ausdri\cklich bestätigt, daß .sein« 
Worte sich ausschließlich auf den ersten Teil meiner Arbeit beziehen, daß er 
dagegen die von mir fimnoHartm Sitie Uber dat idemüsche Yessdnrinden der 
TiMtifbnktion nnd deren Beweise dnrdians nicht als «leidit «rsidiilidie 
Änderungen" habe bezeichnen wollen und sie auch heute nicht als solche an- 
sehOy und daß er dies auch Herrn Stahl nach Erscheinen der obigen Note 
birieflich mitgeteilt habe. 

Würzburg, im Februar 1908. Geubg iiosT. 



Hur Iss folyaosBM af ant ponr exyression 

- n x"-* , n(n — 1) x'*-* n(n— l)(tt—<) a-"-* , 
*^~7— T-+ l.i 'in ^ l.ä.i ^'TTT^-^ - ' 

•t s«r d'aatres poljMMS ylis ftetoanx anxfmeb Iis se rattaehent. 

M. Ed. Maillet, dans T^de des Nappes soaterrauMs'X * ^ smen^ a 
oonsidärsr les polynomes ayamt povr «qireBsiOB 

_ « x"~* n(n— 1) X*'* _n(n — Djn — 2) JC^* , . 
12 "T" 1.2 '8 4 12.« " i-ö-e ^^^^ 

Oes polynomcs, qui ont fait l'objet de la question No. 2840 (1904, p. S60) 

de rintennediaire des Mathematit iens et a l'egard desquels on remarque im- 
mediatement (|ue la derivee de chacun d'eux oo'in(!ide avec le produit par n du 
polynome de degre immediatemeut inferieur, peuveut etro definis de la fayou 
tnivants. 

Söst — s —4 — e 

r W - 1 + V + i + 4^ + 5 r^TTTä + • • • » 

c'est-k-dire 



1) Haillet, EMail dliydianlique lonterraine et Iluviale, Psiis, Hermana, 
1905, p. 109. 
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cette 8^e est convergente pour toute valeur de t qai n'est pas rigourense- 
mMit nnlle. H «ei fiidla dn xwie de rapriwiitir f{d) p«r ime int^gnle dttme 
an mojMi de l'^gilit^ 



qm donne 



Considerant maintenaDt le produit (v* — «)''/'(#)t trouTO-qae le ooiffi* 
oieiit du tenue en «'*~'* eai 

" (8*)l - (8*:^! 1 ^ + ^k=4Öi "T^~ *^ ' 

le deniier terme Ateat 

si Ir est plus petit que n, et( — 1)" /i,. I'^ m^"» si le contnüre a liou. Är, ar) 

est doQC un poljnome eutier en x d'un degre marque par le plus petit des 
denx wmAam «, et li ces nonbne tont igua e'esti «n eigne pres, le poly- 
nome qm a M indiqo^ per H. Haillet. 

L'observatioii fute a I'iDstant prend im oanctere encore plus tangiUe sL 
l'on forme un tableau dont les lignes soient nnmproteps 1. 'J, 8, . . . «, pt 
les colonnes 1, 2, 3, . . . Ä-, et qnon inscrive le degre de Fi^k^x) dens le 

colunne A* sur la ligne n. Ce tableau est 



n ^ 


1 


% 


S 


4 


5 


• 


7 


• 


9 


10 


1 




1 


1 


1 


1 


1 


1 


1 


1 


1 


2 




2 


2 


2 


2 


2 


2 


2 


2 


2 


8 




2 


8 


3 


8 


8 


8 


8 


8 


3 


4 




2 


8 


4 


4 


4 


4 


4 


4 


4 


5 




2 


3 


4 


5 


5 


5 


5 


5 


5 


6 




2 


3 


4 


5 


6 


6 


6 


6 


6 


7 




2 


3 


4 


5 


6 


7 


7 


7 


7 


8 




2 


3 


4 


ö 


6 


7 


8 


8 


8 



et Ics poljmomee de M.Maillet eomspondcnt aux tennes de la diagonale 
principale marqnes caracteres gras dan> 1p tableau; mais pour toutes les 
diagonales, c'est-ü-dire pour toutes les suites df polynonies F(^n-\-hj A' -f- A, 
les degres vont en croissant d une unit« en ineme teiups que le nombre /(. 

Poieque F(l, A-, x) et F{n, 1, x) sont des fonetions lin^aires de dit- 
eane de ces fonetioiis s'eimiile une aenle fois lonque * Terie de wfm a rinfini, 
et oonune l'on a 

F(l,fc,«) - (2^2*- 1) ~ ^) ' ^(»Hl»*) - ^ - 
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la ndne est ^^^^ powr F(l,k,x) «t ^ poor F{nt 1,«): od » donc des 

Tlleurs de pliia en plus petitai lonqoe IS| on fi, gnuidit indifiiiuiMiit. 
Ptowlltment il vient poor » 3, 

F(2,k,x) - [4(2* - !) (SÄ -8) "it^ * + "^'J' 

et las Taleun das ruiiieB aont 

* " 2(2* i VaT-^ ] ♦ 

tuidis qtt'en fiunni A; >-> 3, on tronve 

€i pour Im imüim 

Si dono il, ou M, gzwidit indAfimmeiit let meum teodent Ten wko; il y » toute- 
fSna oetfte dinemblance qne dans le pcviiiier eaa let nemes de F^8, ^ oe 
tendent plus Ten seäto, inaiB tendent enoore k devenir Egales, kaadu que oelles 

de F(n, 2, *^ ne tendent plus vers zftro pt conservent entre elles une difference 

admettaut ane limite iuterieure ditierente de zero. 

Od obseirera qne )a ladne de F(n^ l^x) est toujours comprise entre les 
ladaM de F(f», 2,«). En eilet, d'une pari, Fin^galitj 

««^1(1» — 1)L ^ r »a J 
est Evidente; de Fautre^ l'iii^galit^ 

revient a celle-ci n* -f 2n > 3, qui est satistaitc pour toute valeur entiire 
de II. De mdme la raeine de F(lykjx) est eompnae entre les rseines de 
F(3,j^«), car on saas oondition, 

et 



fc_l)>2(2jb_3)[^ VsJt-lJ» 



2(2*— 1)-^ 2(2* 

pourvu que A' soit au moins <'<^n\ n '2. .If dis de plus (|ue les ra^nnes de 
^(2,* -j- sont respectiveinent xnlerieures aux racines de F{2fk^x), c'est- 
a-dire qne, x rariant de s^ro a l'infini, oes radnes se presentent dans l'ordre 
soiTant: plus petita racine de F(2,* + plns petite radne de F('2f1^x\ 
plus grande racine de 2, Z- -f 1, 7 ), plus grande racine de F(9^kfX)^' On 
le T^dfie directement pour les plus grandes racines, rinegalite 



2(8* 



hi) b + VüT«] < «(«*-») b + Viy- J 
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etant evidente. En ce qui concerne \vi> plus petiies racines uu calcul est 
n joessaire, mais <m z»mene us^ment lln^galit^ 8tipp06 

«TsTft - 1) {} ~ V«Xf 1 ] 2 (2* - 3.) [ Vu'-^l ] 



a la suivante 



|/2(2Jk+ 1) > ]/4Jt«- 1 - 2* + 8: 
or oelle-ui devienl, eo developpant on sme le radical du socond membre, 

VxytK-r 1} ^ o 2 2^. 2 ,4 g^i 2 4 6 32/t* » 

et, tous los tcrmes de la serie, sanf le premier, etant negatifs ü suffit qi» 

l'on ait ] -if 2/,- + 1) > 3, cest-a-dire ifc^ 2, 
De i egaiite de deHnition 

OD dMnit, en prenant la dMv^ par rapftort a ^ 
e'esfc-a-dire, en verta de la mka» dttnition, 

C'eet ponr tons lee polynomes la proprio femarqn^ dis l'abovd 

pour ccux de M. Maillet, et Ton en pourrait conclure la realite des racines 
de tous les polynomes F( n, jfc,«); mais U est plus simple de proceder comme soii 

On a identiquement 

et par soite 

Soü » » 8: r^galit^ qni vient d'etre ^tablie devient 
F(8,*,«) - F(2,»,ir) - «F(2,*-l,«). 
Or pour r — 0 les polynomes F(3, fc, ar\ F(2, fc, j), /''(2, A- — 1 , r) sont pontift 

et ont rcspectivemcnt i)our valeur y f,,^. , „ >■ maintenant on 

fait oroitre r, il est clair, «l'apn'S Cf (jni a ete vu, quo l'on reucontn' d ahoni 
la valeur qui annule /•'(2, A', x), et, puisque F(2^k — a conserre le sigBe 4*» 
1^(3, est n^gatif : par soite ce polynome s'est annnl^ ponr ime valenr plos 
petite de x. La Tariable x continnant de crottre devient ensnite egale a la 
plus petite rarine de 7''(2,A- — inferieure a la plus grando de Fi 2,k,x)^) 
et la valeur correspondante de F(ßfk,x) oontinue d'etre negative; pms 

1) Ce point de detail a et^ laisne de eOt< daas la dteMBflferstbn donnte 
piioddemment, mais il est comme Evident. 
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croissant tonjours, passe par la plus grando valf ur pour laquelle F(2, k, x) est 
nul, et comme F(2,k~ est encore negatif, F(ßjk^x) a repris lo signe 
+ et fl'est par eräfl^qnent anniili dans rmteiralle. Le dgne + m maintient 
ensuit^ jusqu'u ce qua l'on ait d^pus^la plus grande nicine de F(2,Xr— l<,x\ 
inais il finit par chauger pour une valenr suffisammont pnuidu de x, puisque 
pour j* = 1^ le polynome Fi?>J.;x) est negatif. Les deux plus petites racines 
de F(jS^k\x)j sont donc muindns que les racines de F(2,Ä,ar), ot, comme ces 
nuanea diminneiit St meanre que A- grandit, il en est de mime des deaz plus 
petites radnea de F(Z,k,x). Qnant ^ la plus grande racine de F(3jkyx\ 
qui est sup^xieure a la plus grande racine de F{2fk—l^x) eile diminue 
anssi n mesure que k grandit eranme on s^en rend oompte par la oonaide- 
ratiou suivanto. 
L'egaHte 

F(«, Ar, x) - F{h -l,k,x)- xF{h -l,k-l,x) 

deyient en sapposant F{n^k^x) *=> 0, 

Fi» 1, k, x) 
* " >> - 1, A — 1, xj ' 

et on peat regarder X eomme l'abcisse d'un point d'intersection de la droite 

« — • jr — 0 avec la courbe y — pr^^i^^—j^^^ ' Oft «'«gi* de oeUe des 

intarssetions qui est la plns eloign^ de roiigine, on voit qu'elle se trouve 
Sur un»' branche liyperboli(}ue admettant eomme asymptote la droite parallele 
a l'axe OY, menee par rabflcisse oorrespoDdaut ii la plus grande racine de 

F(n— Ifk— 1,»), et comme aatre asymptote la droite y — j-^jjn^f^jj^Tij • 

8i donc k croit d^une unit4 les deux asjmptotes se rapprochent des axes anx« 
qnels elles sont paralleles et la brauche de la nouvelle courlx' est situee a 
ganche et au-dessous de la braucht' priiuitivement consideree (ju eile ne coupe 
qu'a rinfini, de sorte que son intersection avec la droite x — y ^ 0 est plus 
rapprochfo de TorigiBa. 

En rjsam^, sl Ton designe par a^, /J^, y^, les racines de F(3, A, j), les 
racines ff^^i, ßi + i, yt^i F(^'S, k -\- 1, x) toinberont dans les intervalles 
(^'^^1)5 {"k^ßk)^ (ßky7k)- Par consequent le rnnme raisonneninnt qii'on Went <\v 
faire niuntrera que des circoustances toutes pareilles se reproduiront ä Tegard 
des poljnomes F(4, k^ x), et ainsi de snite iud^finimeni 

Les racines de toos les polynomes F(«,A»«) ioiit dcmc toutes rjelles et 
elles sont separees par oelles du polynome F(n — 1, ib — 1, qmn'est autre 
que la derivee de F(n,k, r) a nn facteur eonstant prps: la plus petite racine 
de F{n^k^x) diminue par suite saus cesse, ä mesure que «, ou A, grandit; 
quant a la plus grande racine eile croit continnellement, si » et A* augmentent 
dmaltan^enl II est dn reste manifeste par Feocpreesiott de F(njk^x) que 
le produit des racines tend vers airo en meme temps que A; et 11 timdent vers 
l'infioi. Ce prodoit en effet a pour expression 

(2ni)! (2k)l (An» m[ 

wl ■ kl (2A:)1 nl ' 

suivant que Ton suppose Ä: > « ou « > Ar, et lorsqu'on repr^sentc par m la 
difference A; — fi, ou n — ik, qn'on admettra rester iiif(&neare k un entier donni. 
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Au lieu de l'expression exacte on peut du reste considerer l'expressiou atiymp- 
ftotiqne ^ 



(«»»)! e' ^ 1/ * . « 



et eil extrajant la racine n'^*"", ou la racine it*^™*, on obtient pour la valeur 
moyanne d'ime raeme ie nombre |^ « <^ ^fj; paiiqiie dam lIiTpotheM fiaite 

1« rapport des nombres croiwante n ei k tend vers Tunite. La plus petite 
racinp Pst naturellpment beanconp plus petite que la valour moyennp qn'on 
vient de trouvfr, puisque d'autre pari certaines racioeä de F(n^kyX) croissent 

an Heu df* dmunuer. 

La somme des racines est ^^^^^H"^ polynome F(HfkfX) est 

de degr^ n, n itant moindra qua h de Tantiar «; eile est 2(^^|ri) ^ ^ ^^gn 
ulkkjh Stallt momdre qua n de Featier m. La moyanne Talenr aritSun^tiqae 
des radnes est alors \ tandis qn'elle est „ , daos le premier 

cas: les deux expressions colncideut entre elles et avec la vaieur , iorsqu'oo 

a ]b » IM » 0. D'apres oela od peut affinner qua la plus grande raetse 

IM k 
est, dans le cas de n > k, superieure a ^/ , ,\ , et inf(&rieure k . dans 

le caa oantraire, rap^rieura k g ^jm^ ^ infi^rieore a ^^\^) ' 

La oonrid^tioB sniTaate fonnit ane ^valuaüon plus aj^Mroehfe de la 
plus graode raeme, au moins lorsqne ron a Ar » «i, m » 0, o'eatrlKlure dans 
le cas des polynenies de M. Maillet On peut ^crire 

l-Sa-4-6-6 \nj ^ J 

e'esi^-dire, en supposant u tres-grand, 

(- l)-JP(iHfs«)-a:-(oos]/£ +s.), 

f„ t^ndant vers zpro en m«ms temps n vers l'iDfixii. Donc, a peu de chose 

4ii 4ii Am 

pres, les plus grandes racines de Fin^n^x) seroot -jj^, ägT»* ' 

Puisque est le coPfficient du terme en r'*-'* dans le developpe- 

ment dn produit (r*— r)" /(r), que F(n + 1, A* -f- 1, j) rohn du meme termo 
dans le produit (z* — x)""*" YC-^)? resulte que la serir ^a"F( M, /.,.r ), 

ou les nombres A; et n varient simultanement par unites de maniere que leur 
diffiirenee m soit eonstante, est de mdme le co0ffid«Bt du terme en 
dans le dereloppemeni de la fonetion ^ — 4^est-k-dire de la 

fonetion ^ gt ' Comme la conditiou de convergence implicitement 

supposee dans ce qui precede, 1 > a(^— a;), s'ecrit egalement 1 -^«x'^ut*^ 
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on peut au&si developper le multiplicateur de f{s) suivant les puissauces 
eroimateB de # ^ ^ i ^ / a y 



et foimant le produit par f{z) le cofifioient de 

(a«)rr-j-««[^ 2 a» -j- 1 (i -f ox) 4 *(2i»-i-i)(2iM + s)(i-j-««) +■**]• 
on ann done, en siqppoMuit jb »> m + m, 

2 «- « + IS IT) - [ 1 + i . ^j;^ 

+ 4 •(«••+ 1) (a« H- 8) (r+^) 
Au oontndn, en sappoBant n » m + ^ et oonsidlnuit le tenne en f '**, il 



it= 00 



+ ri:e(Hrsi)+-]- 

A l'^gavd de eette eaqtreasioii il eonvient de lenurquer qu'on peat tr^ 
aieAnent, oomme /(i), la traniformer en int^;rale dttnie et poeer 

«B ____ 

0 

mais je ae developperai paa les cousequences que Ton peut tirer de cette 

lormule. 

CaeD (Calvados). £. Mal.o. 



Eine fernere Verallgemeinernng der Auf^ptben 

145 (P. Epstein) nnd 166 (F. Behlegel). Siebe auch: Bd. ZU, 

S. 295 f. (J. Krug). 

Habe ich vier Punkte A,B,C\I) aul' eiuer Geraden, deren Aui'einander- 
toigti von einem luntten Punkte P der Geraden aus in einem beliebigen Sinne 
aneh ÄBOD sein soll, so will ieh die StreekengleioUieit auf der Geraden in 
bezug auf den Punkt P folgendermaBen definieren. 

Ich sage: Es ist .4 J? = CT) oder, was zugleich statt hat, AC ^ BD in 
bezug auf den Punkt /* wenn /* ein Doppelpunkt der Involution ADBC ist. 

Nattürlich sind die genannten Strecken auch gleich in bezug auf den 
anderen Doppelpunkt der Involution. 

Sdineidet ixgend eine Gerade g den 'Mger der vier Punkte in P, so 
sollen die Strecken aneh gleich in bezug auf g heißen. 

Habt' ich nun zwei Kegelschnitte K' und K" und neiiiip die Verbindungs- 
linie zweier ihrer Schnittpunkte — R und — jjr, die der beiden anderen 
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— T und U — so amh&lleu alle Geraden, worauf durch K und K ' in 
besag anf g gleiche Strecken abgeschnitten werden, einoi Eegelaehoitt P von 
folgenden Eigenschaften: 

P berührt g und /*. Die Berührungspunkte liegen auf der Verbindungs- 
linie der Pole von tj in bezurr auf K' und A'". Die zweiten Tangenten an /* 
von it und S aus schneiden sich auf dieser Verbindungslinie in dem von y 
durch die genannten Pole hannonisch getrennten Punkte. 

Wir eriialteB flbtigmis, was Tielleidit von Litereese ist, denielben E«g»l- 
schnitt P, wenn wir h, 7, ü statt 12, S nehmen. 

Der Kegelschnitt P kann in ein Punktpaar — die beidou Punkte auf tj 
und h -~ zerfallen. Wir wollen dann A" und K ' koiiprunil genauer 
wäre: kongruent in ähnlicher Lage — nennen in bezug aul y oder A, oder 
auch anf irgend eine Ebene, die die Gerade g od«r h aus ihimr Ebene berava- 

SChneiJet. 

Habe ich nun zwei Flächen zweiter Ordnung F' und F'\ deren Schnitt- 
kurve in zwei Kegelschnitt*- I und J zerlÜllt, deren Ebenen u und ß heißen 
mögen, so umhüllen alle Ebenen, die au.s i' uud F" kongruente Kegelschnitte 
in besag auf a oder jl beranisehaeiden, eine dritte Fliehe Q sweiter Ordnung. 

Q berührt JP' und f*". Die Berfibrungspunkte liegen auf der Yeriun- 
dungslinie der Pole von « und ß in bezug auf F' und F". Ferner gehen 
alle Tangenten von den Punkten uuf I (oder an V, tlif diese Verbindungs- 
linie schneiden — mit Ausnahme der in a (ß) liegenden — , durch einen 
ihrer Punkte, nämlich durch den von a (ß) durch die Pole vuu u (ß) harmonisch 
getrennten Punkt. 

Zerfällt die Flüche Q in zwei lineare Bündel, deren Träger die Berührungs» 
punkte mit a und ß sind, so kann man F' und F" kongruent nennen in besag 

auf tt oder ß. 

Langendreer, den 3. Dezember 1907. F. Boso£uol.d. 
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über die Einteilung der positiven ganzen Zahlen 
in Tier Klassen nacli der Mindestzahl der zu ihrer additiven 
ZummmenBetgimg erforderlichen (Inadrate. 

Von Edmukd Landau in Berlin. 
Efaüeitimg. 

Bekanntlich ist jede Zahl*) als Summe TOn rier Quadraten (d. h. 
als Summe von höchstens vier positiven Quadraten) darstellbar. 

Bokanntlich ist jede Zahl als Summe von drei Quadraten (d. h. 
von höchsk^ns drei positiven Quadraten) dann und nur dann darstell- 
l»r, wenn sie nicht die Gestalt 4'^ (86 -f 7) (« ^ 0, h^O) hat. 

Bekanntlich ist jede Zahl als Summe von zwei Quadraten (d. h. 
von höchstens zwei positiven Quadraten) dann und nur dann darstell- 
bar, wenn jeder in ihr etwa vorkommende Primfaktor von der Form 
4fc + 3 in gerader Vielfachheit auftritt. 

Ich verstehe nun unter A(x), B(x), C(x), JJ{X) bzw. die Anzahl 
der bis x (inkL) gelegenen Zahlen, welche in 1, 2, 3, 4 Quadrate zer- 
legbar sind. 

Dann ist offenbar 

D(j?)-M, 

alBo 

»SS « * 

Feni«r iit leicht endchtiioh, dafi 
(1) l™-r^-6 

ist Denn [«] — C(x) ist die Annhl der Zahlen bie x Ton einer der 
Formen 86 + 7, 4(86 + 7), 4* (86 + 7), da die Aniahl der Zahlen 

so ergibt sich 



1) Unter Zahl verstehe ich in dieser Arbeit eine positive ganze Zahl (1, S, 
3, 4, . . .), «Bier Quadrat das Quadrat einer gaasea ZaU (o, i, 4, 9, . . .). 
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tho, dft fli«6 eniDielM Sninme 

nieht Terackwindeude Glieder hai^), 

^-(l+^ + ...+_l^) + 0(log«) 

-f+o(i)+oaog*), 



womit (1) bewiesen ist 

AuBerdem ist 

also 



Aber für die yierte Funktion B{x) war es mir bisher trotx mannig- 
facher Bemühungen niemals gelungen, ihr Wachstum mit dem einer 
der gewöhnlichen Vergleichsfunktionen positiven Argumentes in asym- 
ptotische Verbindang zu bringen, genauer gesagt^ die RYigtAmt einet 
Grenzwertes 

yiog« 

za beweisen, auf welchen heuristisGlie Überlegungen fllhnn. Erst kfin- 
lieh Tersnchte ich einmal, meine fiblidie Beweismethode bei Primzahl- 
Problemen, die sieh auf ein komplexes Litegral der Gestalt 



Ii 



stutzt (wo f{s) die einer gegebenen zahlentheoretischen Funktion ent- 
sprechende Dirichletsche Reihe bzw. die dadurch definierte analytische 
Funktion ist), mutatis mutandis auf Fälle zu übertragen, in welchen 
die in Betracht kommende Funktion sich im Punkte « 1 verzweigt 



1) Denn y-^X irt die gxOflte Zahl, fOr welche ^ 7, d.h.|-^4y-i 
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(also nicht, wie gewöhnlich, dort holomorph oder meromorph ist), und 
kam dadurch zum Ziel. Diesen Beweis von (2) werde ich in der vor- 
liegenden Arbeit angebeUi ohne auf schärfere Abschätzungen ab die 

Anfifindnng des hdehaten Gliedes yf^^ ^ni sn legen. 

Geometrisch gesprochen bedeutet li(x)f wenn in der Ebene die 
ganzzahligen Gitterpunkte markiert werden, die Anzahl der Kreise mit 
dem Mittelpunkt 0 und positivem Radius <}/a:, auf denen mindestens 
ein Gitterpunkt liegt. In der Theorie der algebraischen Zahlkörper 
bedeutet B{2:) die Anzahl der positiven Zahlen < x, welche Normen 
von ganzen algebraischen Zahlen des Körpers P(i) sind, d. h. die Anzahl 
der nicht verschwindenden Koefhzienten in den ersten [x] Gliedern 

der zugehörigen Zetafunktion 

■ vi II 

Wenn ^L(x), ^ix), ^(x), ^{xj bzw. die Anzahl der ganzen Zahlen 
< X bezeichnen, zn deren Darstellung genau 1, 2, 3, 4 Quadrate er- 
forderlich lind, 80 iat 

aleo nach dem Obigen 

yiogx 

In dieser Form (welche der Überschrift dieeer Arbeit enteprieht) Ifißt 
lieh ako das Ergebnia des Folgenden ausspreehen. 

§ 1. 

Es sei fr, — 1 , wenn n in zwei Quadrate zerlegbar ist, sonst 
b. — 0. Dann ist 



f{8) beMichne die für 91 (s) > 1 durch die Dirichletsehe Reihe 



«■ii 



1) Mit denwlben Methode auafUurbare. 

SO* 
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definierte analytiiefae Funktion ran 8^0 + ti. Dum iet^ wenn q aUe 
Fjnmzahlen 4111 + 1, r alle PrimiaUen 4m -I- 3 donhlftnl^ arfi($)>l 

11*1 

-C+^+.4-.+-)n(i+i+^.4-)j7(i+^+,4.+ ") 

Feroer ist bakamiilieli fllr 9i(s) > 1 

nnd, wenn L{8) die für > 0 dnieh die Reihe 

(-1)* _i _i jI^Ij. 

definierte analytiBehe Funktion beeeiclmet^ für SR(9) > 1 

Danras folgt ftr 9t(«) > 1 

BekanntUek^) hat £(«) im Punkt s — 1 einen Pol entv Ord- 
nung mit dem Residuum ^ , ist sonst f&r tf 1 regulär and Ton Null 
yerschiedeu, und es gibt eine Konstante b, so daß für j ^ | ^ 3, 

^-13^^^ 

0 < i < log* U i , 0 < , L (s) |< log* I ^ I 

iai Danna folgt, da — JJ — ~ für regnlir nnd + O ia^ 

1) Vergl. meine Arbeit „über die Primzahlen einer arithmetiachen Pro grat - 
§ion" [Sitzungsberichte der kaiHerlicheu Akademie der WisHenschaften in Wien, 
niathematisch-naturwissenschaflliche Klaase, Bd. CXQ, Abt. IIa (1908), S. 493 bis 
Mft], 8. 609, 61B, 519. 
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\ 



sowie für <y > 1^ absolut genommen unterhalb einer endlichen Schranke 
yerbleibt: 

Es gibt eine äbsMe Konstante e derart, daß in dem dwr^ den ge- 
raden S^miU von 1 — bis 1 aufgetrennten Crebiet (vergl. hei- j 
stehmde admuaHadne Figur) / 

f(8)rtgMridmutßr\i\^S, 9^1- ^^^^ ^^die üngleidmig 

(3) \as)\<\og'\t\ 

erfüllt, und daß femer f{fi)y 8 - l ondk anif dem SdmiU (inü, < - V 

noch rcffulär ist 

Die in dem aufgeschnittenen Gebiet gültige Entwickelung TOn /*(«) 
m der Umgebung von s =- 1 b^pnnt mit 

wo a den positiven konstanten Wert bezeichnet und )/s — 1 fUr 5 > 1 
positiv ist. Ich darf c > 1 annehmen. 

§8. 

NacÜi der Maontflii Integnlformel 
(b«i geradem Integntionsweg) ist ftir > 0 



S-«< «■] S-«< ii-l 



t-7ßt 
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BmiCMD Laxdau: 



folgend«! Weg integriert (Terj^ beiitehende schemAtieclie Figur): G«nd- 



E 
G 



S linig bis 0 1 — 



+ auf der Knrre 



1 

lor 3 



■■ am oberen Rande des Schnitts bis 



J » am unteren Kande zurück bis nach unten bis 

bis 1 — 2~ g^^j.tj — geradlinig bis A. Dann ist 
^ vai dem W^e (bis auf denPunki « «• 1, der nicht stört ^)) 
•p/X') TCgnfily ebenso in dem swiaehen dem Wege und 
der Oeraden Ton bis £ gelegenen Gebiet; der Oanobysche Sats ergibt also 



(5) 



CDEFKOHA 



ist nach (3) 



i/l-i/l-C-^)-»!*)' 
l/l-l/l-"/^'-^" 



1*,^ 



-0 



(6) 



- 0 (» lor««-^ + 0 (a; log-jf«-*^) 

- 0 (xe'^') . 



1} Es dacf in dea lingalftrsn Ponkt # l hinefai integriert weideBi da es 
eine a%ebnisolie UnendUohkeitnUIle Vtter Ordnung isk 
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(7) ly i " i / 1 -ö(a:'"»»«^)-0(a?*). 

AoB (4), (6), (6) and (7) folgi 

also, da /*(«) sich an beiden Ufern des Schnitts am den Faktor — 1 
nnteiechaidrt^ 



(8) 



««1 



wo über das untere Ufer des Schnitts zu integrieren ist, d. h. bei 
positivem Werte von yi — s die für j s — 1 [ < r, wo r > 1 — «fr ist, 
konvergente Reihe 



• SQ nehmen ist. 

Es ist für 9^8<1 



also 

fdglieh naeh (8) 



log« 

V log« 
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Es fei ^>0 gegeben. Dann igt nach (9) 



««1 

lim ^ ^ 6.log ä±2- _ i a + i), 
folglidi, wenn hiervon (9) snbtrahiert wird, 

lim (l^l«g(l + "2 ^) - 

also dft hier d«r Aiudmok unter dem LmiecMiefaeD nieht Ueiner «b 

l^log (1 + d) Bi^x) und £ log [^i + 6)B ((1+ ö)x) ist, 

(10) li««iplS^^W<^^^^-^^ 



(11) >ir.if^^^(a+^*)^i5gf/+^^ 

aus (11) folgt, wenn^-^etett x gesehrieheiL wird, 

(12) 

D» (10) und (12) fOr aUe ^ > 0 gelten nnd 
ie^ ut DMh (10) 



lim rop Vi2£f ^(«)^6, 



naob (12) 



lim ud^^^B{x)^h, 

mmm * 

folglich ^. . 

lim-:^-6>0. 
«»• 

Berlin, den 21. Juni 1908. 



(2) 
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Systeme komlatiTar Bttndel, welche eine gegebene Jf* 

erzeugen. 

Von WoLTGAHO YoGT in Kuknüie. 
(BeUnB.) 

IIL Die latean BediBipiiigBgmppeiL 

§ 1- 

24. Die bisher gewonnenen Anzahlen von korrelativen Bündeln 
bei fünf zu hinzutretenden Bedingungen reichen hin, um die lösen- 
den Anzahlen hei allen möglichen anderen Kombinationen von fünf 
einfachen Bedingungen, oder mehrfachen in äquivalenter Anzahl, for- 
melmäßig zu bestimmen, und zwar ohne Benutzung der Ausartungen. 

Es liege irgend ein cinfadi unendliches System von Bündel Korre- 
lationen vor mit der Eigenschaft, daß eine beliebige Beditigung ^ von 
fi Korrelationen erfüllt wird. Ich kann dann sagen: die den Strahlen 
von allen möglichen Punkten 0^ nach einem Punkte hin entsprechen- 
den Ebenen erfüllen einen Torsus fi**' Klasse. Sind A^, A'i zwei Punkte 
emer Oradoi Oi, so sind die ihnen zugehörigen Torsen ein-eindeutig 
bezogen, wenn zwei Ebenen entsprechend sind, die dem Strahl O^A^ 
und O^Äi in einer und denwlben Kormfailion enlspreehen, nnd erzeugen 
durch difi Sdinittgeraden von entsprodhenden Ebenen eine Begdflädie 
2ft** Ordnnng. EnihSlt das System X planara BündelkorrelationeD, 
so fidlm in deren singnliren Ebenen im iweiten Baome swei eni* 
sprechende Ebenen zusammen, es sondern sich also X Ebenen von der 
RegelflSche 2fi** Ordnung ab. Die StiBhlen dieser BegdflSohe eni- 
tpradhen den Ebenen OiO^m den Bfindelkorrelationflii, 2^—1 schneiden 
eine beliebige Gerade 0,. Nenne ich « die Anzahl der Bflndelkorrelft* 
tionea, die eine Bedingung p erfUlon, so gilt: y — 2f» — X^ Haben 
die Bttndelkonelationen riimtiich dieselbe allgemdne .F' zum Emng- 
nis, so aind planaie Kondationen nnmSglich. In nnaerem Falle gilt 
also: V ~ 2f». D. k. jedesmal, toem eim Bedingimg dmrA eine 
Bedmgmig v eneUe, nmUipUeiert smA die LÖeungseahl mit 2. 

An einem Beispiel will ich diese Formel Teiüsierai: Nehme ich 
0| nnd 0| auf F* fest an, so bestimmt ein Paar .i^; ^ die Kondaticm 
im allgemeinen eindeutig. Liegt dagegen ein Paar Oi; 0| tot, ao rerlangt 

1) Starm, Math. Ann. 12, 26S. — Sturm, a. a. 0. 8. 
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WouroAsa Vom 



dieaesy daß der der Ebene O^aj entsprechende Strahl einer von den 
beiden die tob 0^ kommen nnd sowohl den Kegelschnitt (Oj/ij, F^) 
•Is eneli die €l««de sduieidea. Es gibt abo swei Konebtioiuit 

25. üntermichen wir Besiehungen Bwiich«k degpeUm Bedingongeo: 
Nach (88) kdnnen wir eehieiben: 

(H) Ä-M. = ."=f^") 

Die Bedingong jf| — a; «C|, welche verlangt^ daß der Ebene 0|(l| 
ein Strahl in o, entspricht, ist nur erfüllt, wenn die Bedingungen p^f 
daß 0, der Ebene o, angehört, nnd v, daß Qj mit einer beliebigen 
Geraden in a, konjugiert ist, erfüllt sind, abzüglich der darunter ent- 
haltenen Fälle, in denen 0^ einer der beiden Punkte (flsi* ') ist (fQ. 
Es gilt also: 

(III) Ä-A*'-ri- 

Liegt 0^ in einem Ponkte (a,F'), eo ist die Ebene in einem 
Ebenenbfliehel nnbesÜmmi Die ^eeen Ebenen entspredmoden Stiahlen 
bilden einen Stiahlenbllecliel in 0^, ron ihnen liegt im allgemeinen kein 
Strahl in es sei denn, daß 0| noch obendrein in 0% ISge, das wiien 
aber im gansen drei Bedingongen. Die MSglichkeii fiUlt deranaeh weg. 

Wird in einem sweifiieh nnendliehen Softem von konelatiTen 
Bflnddn die Bedingong ji von fk, die Bedingung TOn Bflndel» 
korrelationen erfltllt, so heißt das: die den Ebenen Ton 0| naeh einer 
Geraden Oi hin entsprechenden Strehlen bilden eine Kongraens [fiyp^] 
Ordnung, Klaaee. Zwei beliebige Strehlen o^, Oi werden daher 
Ton f« + A Strahlen der Kongraens geschnitten, oder es gilt: 

(IV) «'i-Z^ + j^j» v^fl-\-pi. 

26. Wir kommen zu dreifa/then Bedingungen. 

Nach (23) ist durch ^ — [A^i sogleich ^ «= [A['^ = A't] mit- 
gegeben. Zur Befriedigung yon ^ ^^i*^ fit '^^ daher notwendig: 0| 
muß auf «1, 0, auf liegen {p^Pfjt und muß mit irgend einem 
Ponkte von konjugiert sein: 

(V) ?i-?t-?-AA*»- 



1) Schubert a.a.O. B.SS6 findet mittels des Prinzipt der Erhaltung der An- 
zahl fi* = Tj -f- ^''1 "^^ sein Tj mein ä und le die Bedingung bedeutet, dafi die 
Korrelation planar ist und eine singulilre Ebene durch einen Funkt geht. Fflr 
1 — 0 stimmt aie mit der obigen übereio. 
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bedfiutefc: Der Ebene Ton 0| nadh eineni Strahle 0^ lim soll ein 
StnU emtspreehfiii, der emem beetimmten StnUenbflndel (A^, o,) an- 
gehSrt Dasu nmfi €^ in liegen, und Oj; mfloen koiQagiert 
•ein. Also: 

(VI) Vi-Pi^, ^'i-Pili- 

Wird in einem Systeme dritter Stufe die Bedingung Vj von j'j Bündel- 
korrelationen erfüllt, so heißt das: die den Ebenen von 0, nacli einer 
Geraden ttj entsprechenden Strahlen erfüllen einen Komplex v,' " Grades. 
Darum gehören einer Kegelschaar 2v^ Gerade an, und es gilt: 

(VH) vi -2^1, ^;-2^,. 

Damit endlich Pi erfüllt ist, d. L der Ebene von 0| naeh einer Oera* 
den 0| ein gegebener Strahl entspricht, muß 0, auf liegen (j^) 
and Ol m einem Ponkte r<m o« konjugiert s«n: 

(VIU) v.-rf^i, J.-riji.') 

8 ». 

27. Die Tabelle ist folgendermaßen zu verstehen: Jede Zeile ist 
durch ein symbolisches Produkt vierter Dimension, jede Kolonne durch 
ein einfaches Bedingungssymbol charakterisiert. Jedes Glied der Tabelle 
gibt die Zahl der lösenden Bündelkorrelationen für dasjenige symbo- 
lische Produkt fünfter Dimension an, welches aas den seiner Zeile und 
aeiner Kolonne vorstehenden Symbolen gebildet inrd. 

Weil die Bedingung v mit der fi dnroh die einihehe Relation 
v^2(i yerbnndoi ist, so ist sie in der UbeUe nnr in der l^ten 
Kolonne aufgenommen. Die Bedingung vi nnd 'Pt ist wegen ihres einr 
fachen Znsammenhanges mit v, nnd (¥i — 2v[) ganz weggelassen. 
Von Bedingungsprodokten, die dnreh BanmTertanschnng ineinander fiber- 
gehen, z. B, jpiPsfi' nnd Piriti*, ist stete nnr eines aufgeführt 

In dieses Schema gehen natnrgnnaß nnr solche fUnlbchen Be- 
dingnngpgnippen ein, welche nundestens eine einfuche Bedingung ent- 
halten; für die wenigen Groppen mit nnr mehriadien Bedingungen 
ist eine besondere Tabelle angelegt 

88. Znr BeetfttigQng dnreh die AbsShlong mittels der Ansartongen 
erster Stnfe sind in der sechsten nnd siebenten Kolonne die Antthlen 
der axialen Bflndelkoirelationen Tom Typus ^ nnd ^' angegeben (8), 
welche die vier an jeder Zeile gehörigen Bedingungen befiriedigen, so 

1) Die Formeln (III) bifl (VIII) bleiben gültig, auch wenn un Stelle von J''* 
iigendwelche neun einfache Bedingungen treten, nur dafi ^ von ^ unterschieden 
wordea miß. 
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daß in jeder Zeile dae Glied der Koloime |» und v am denen der Eck 
lonnen PiP^f if, i^' doreli die Formehi Ton Seliabert') 

3v - 2j»,+ 2a + 2(^ + ^0 - 

kontrolliert werden kann. 

Die Zakkn der Kolonnen nnd dmeh nnmittelbare geomo- 
trieche Betnushtong unter Benntning Ton (1) gewonnen. Weil dieae 
Kolonnen jedooh nnr inr Beet&tigang dienen, gehe ieh nicht niher anf 
sie mn. 

Die Tabelle bietet in eich eine Reihe TOn Kontrollen. Das Prinzip, 
naeh welchem sie in Oroppen geteilt iet, ist ereiehtlteh. 



89. 
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1) Schubert a. a. 0. S. 219, wo p durch p,, p' durch x durch ^ ^\ 
i dmeh 0 n eraeieen lind. 
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8Ö. Die mit |u und t überschriebenen Kolonnen stimmen voll- 
ständig überein. Diese Erscheinung erklart sich wie folgt: Rücken 
zwei konjugierte Punkte A^-, zusammen, so liegt innerhalb der F* 
ein sich selbst konjugierter Punkt, die Bedingung wird also von allen 
axialen Bündelkorrelationen vom Typus 4> befriedigt und nur von die- 
sen (3). Die Bedingung /i geht stetig in die Bedingung ^ über. 

Breslau, den 19. Aagust 1906. 



Über Backwerke mit zyklischer Symmetrie. 

Von H. Reissnes in Aachen. 

Im Jahre 1905 spnoh Herr F. EStter m mir die Anrieht aiu^ 
daß die Stahspeanimgen in Knppelfitchwerken rieh durch endliehe 
trigonomebiwdie Beihen darstellen kesen mfißten, ohne jedoch anf den 
Ton ihm TorgeeteUten einzugehen. Die Bestatignng dieser Anrieht 
ergab rieh mir ungewollt als ioh ein ftr elastisehe Schalen gefandanes 
IntegiationsYei&hren auf entsprechende Fachwerke anwandte. Da 
der Ton mir eingesehUigene Weg wohl ein anderar ist ab der Ton Herrn 
Kdtter gemeinte^ und Herr K. nicht die Absicht hai> seinen damaligen 
Gedanken zu verfolgen, möge das Yer&hren hier beschrieben werden. 

Schon Schwedler') hat in seiner Arbeit über Kuppeln anf die 
Beaiehungen, die swischen elastischen Schalen- und Kappelfachwerken 
herrschen müssen, hingewiesen, und neuerdings haben die Herren Klein 
und Wieghardt') f&r das ebene Fachwerk mit Hilfe der Airy sehen 
Spannungfonktion gezeigt, wie die partielle Differentialgleichung der 
ebenen Platte in eine Differenzengleichung für gewisse ebene Fachwerke 
übergeht, und welche Fachwerke und Belastungen dieser DilTerenzen- 
gleichung und ihren partikulären Lösungen entsprechen. Airy sehe 
Spannungsfiinktionen für elastische Schalen und die ihnen entsprechen- 
den Fachwerk-tiechtwerke sind nxm allerdings bis jetzt nicht bekannt 
und sollen auch hier nicht gegeben werden, aber auch die üblichen, 
den Kräfteplänen entsprechenden Gleichgewichtsbedingungen für die 
Stabkräfte an jedem Knotenpunkte eines Fachwerkes lassen sich als 

l) W. Sehwedler, Komtraktioa der Knppeldftdber. 187T« Bnist md Koni. 
S) F. Klein und H. Wieghazdt, Ober BpanmmgdlioheB tmd xMdpioke 

Diagramme, mit besonderer Berücksichtigung der Maxwellschen Arbeiten. Arch. 
Math. u. Phys. 8, 1—10, VJ04. K. Wioghardt, Über eioea Gfenafibezgang der 
ElMtizitätilehre, Habilitatioiuschrift. 1U06. 
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Ditferenzengloichungen aüffassen imd unter dem Gesichtspankte ilirer 
Eignimg zur lutegration betrachten. Da nun im allgemeinen sich nur 
DifFerenzengleichungen mit konstanten Koeffizienten oder solche von 
erster Ordnung mit einer Unbekannten in geschlossener Form losen 
lassen, muß man solchen Fällen nachgehen. 

Ein bemerkenswertes Beispiel liefern ebene oder räumliche Fach- 
werke mit zyklischer Symmetrie, indem deren Gleichgewichtsbedingungen 
Dift'erenzengleichungen zu zwei Ordnungsziflfern vorstellen, die der 
Reihenfolge der Knotenpunkte auf den Ringen und den Meridianen 
entsprechen, und sich in vielen Fällen vollständig integrieren, zum 
mindesten aber auf Meridiangleiuhuugen mit einer OrduungsziÖer zurück- 
führen lassen. 

Fachwerke mit zyklischer Symmetrie treten bei den über regel- 
mäßigen Vielecken enichteten Kuppeln, Pyramiden- uud Tonuenfach- 
werken auf. Herr llertwig') hat vor einiger Zeit einfache Berechnungs- 
weisen der bei ihren Elastizitätsgleichungen Torkommenden Determinanten 
angegeben; hier wird ein anderer Weg zur Ausnatzung der SymiiMftri9- 
Terhältnisse längs der Ringe und der Bagdm&Bigkeit liags der Meridiane 
Hir die Aufwertottg der Stobepamiiuigen beeehritten. 

Wendet man das nachstehend erläuterte Verfahren auf die Elastizitäts- 
gleichongen statisch unbestimmter, syklüeh sjmmetriaeber Faehweike 
an, ao findet man för gleichartig auf einem Ringe angeordnete, statiaeh 
nnbeatimmte Großen lauter einzelne Gleichungen mit je einer Un- 
bekannten, fttr beliebig liegende ergeben rieh GleichnngBB>tae, die nur 
die auf einem Meridian liegenden, atatiidi unbeatimmtea "KiHRb enthalten. 

Auch ftr diejenigen statiBdi bestimmten Fachwerke, deren Aufbau 
eine sukMABtre Spannkraftbeatimmung nicht gestattet, liefiart das Ver- 
fiduren der harmonischen Analyse Yereinladinngen. 

Es mdge nun an dem einfiMshen Beispiel eines TtaüMiftoliWfirkes 
das YerlUiren, dessen Erweiterung auf andere FUle wohl keiner grond- 
dUdichen Schwierigkeit begegnet, erläutert werden. 

Bezeichnet entsprechend umstehender Abb.: 

II die Ordnungszahl der Knotenpunkte längs der iünge, gezählt von 

einem beliebigen Meridian ab, 
m diejenige längs der Meridiane, 

S, J), Ji die Stabkräfte der S^d», Schrägstöbe und Ringe bezw., 
<^ a die bezgL Stablängen, 

1) A.Hertwig, BeKiebungen zwischen Sjmmrfno und Determinanten in eiittgai 
Aufgaben der Fachwerktbeorie. WüUner, Feetecbrit't ä. 194. 
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V, H, T die ara Knotenpunkt angreifenden äußeren Kräfte in Richtung 
der Vertikalen, des ZyliuderhaibmesaerB und der Tangente an dea 

umschriebenen Kreis bezw., 

ß den Winkel zwischen aufeinanderfolgenden Ringstaben, 




so lauten die Gleichgewichtsbestiuimuugen für einen Knotenpunkt mit 
der Ordnungszifier mn: 



(1) 



^«,■•-1 ^nm + ;} (''^ii -1,111-1 ~~ ^n,mi t 



ß 



Wir suchen zunächst die Ordnungsziffer der Meridiane // dadurch 
herauszuschaffen, daß wir die Spannkiafte durch eine nach \'ielfacheu 
der Sinus und Kosinus fortiehreiteDde Reihe ausdrücken, deren Eo- 
effizienten ^, d, p den Gleiehgewichtsbedingungen (1) genügen sollen. 

5«,, — ^(*«,,co8»/3r 4- ö^rsinti^r), 

(2) i>«.. - ^^(^«r ^nßr + 9*^r ainn/Jr), 

Die Geeuntialil der Glieder der nach einer anderem Meridian- 

ordnnngssiffer r fortsehreitenden Reihe soll gleich der Zahl P ~ ^ 

der Meridiaue sein. Diese Ansätze ^onü^cn sclion vun vornherein der 
Bedingung des zyklischen W'iederkehrens der Werte aller Spannkräfte^ 
insbesondere der Gleichheit der nullten und 2>ten Größen. 
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Damit jetzt auf beiden Seiten der Gl. [l) trigonometrische Reihen 
gleicher Form stehen, müssen auch die äußeren Kräfte auf den rechten 
Seiten der äogenaunten harmonischen Analyse unterworfen werden. 
Mit Hilfe ^) letzterer kann man setzen: 

^mm " S i^mr + V^r^Uinfir), 

(3) { cosec I i/^, =^ {h^^ cos nf^r-^h'^r nj^r), 

WO z. B» di« KoefiBnenton v reehnariacli odar meehamtoh aos dm fbl* 
genden Amdrfioken bestimmt woidMi kdmifln 

t i 1 

In (8) und (4) hat rioh die Snmmierong über alle Meridiane 1,2, ...n, ...p 
zu erstrecken. Die tf, d, ^ kSmien wohl als hannonisch redusierte 
Stabkriftey die v, h, t wh harmonisch redniierte ftnfiere KrSfle he- 
zdchnet werden. 

Vor der EinsetsDOg dieser Reihen bilden wir zunächst dnroh Ab- 
aidien der dritten Ton der zweiten der GL (1) die Beziehong: 

(1 a) ii,. + l D_ - i {^.. cosecf - T^^ secf) • 

61. (1) und (1 a) sollen nnn durch die Ansätze (2) und (3) in 
jedem Gliede der Eeihen befriedigt werden. Ans GL (la) kann man 
dann sofort ablesen: 

(5) (>mr4- ^ ^mr -=7 ~ '"»r), ^mr + ^ *mr — J (/Ur — Cr) • 

Um die gliedweise Zuordnong der Glieder in den anderen GL (1) 
an ermöglichen, sind die Umfoimnngen an beachten: 

cos(n — l)ßr — cosn/Iroos/lr + sinn/lr sin/lr, 
sin (n — l)ßr — — wanßrmißr + sin«/)reos/lr. 

Die zweite der Gl. (1) liefert nun durch Gleichsetzung der Beiwerte 
gleicher Winkelfunktionen die beiden Gleichungen: 

Qmr (cOBßr + 1)— Sin^r+ ^(d.-i.r00S/lr— dM.i.rrill/>r +d«r)— 



(Ib) 



1) Siebe z.B. Kuuge, Theorie and Praxis der Reihen, S. 147 ff., wo auch die 
fUr die ZahlSBraeliiniiig atttdichen Kiuutgriffe angegeben sind. 
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Durch Einsetzen Ton (5) in (1 b) gewinnt man: 

- 4 i(Ä«r- *»r)(C0i/Jr + 1)- \(Kr- O-iü/Jr], 

- ^ [A,:,r + i (/Cr - Cr)(C08/8r + 1) + | (Ä«r - /«r) sill^r] • 

Di« Anfldsmig meh Sm-t,r—ämr und iL~i,r — dmr eigibt: 



X6J 



d 



- ^hmr C08/3r — Ä|»r «n/Jr -h Air — Cr — i (Amr — Cr) WUßf] • 

Die Integrale dieser beiden Ditferenzengleicliimtren erster Ordnung 
können wir, wenn die beiden rechten Seiten von (Oj mit — u^r bezw, 
— (Cr bezeichnet werden, sofort hinsckreibeu, als 

m m 
1 1 

da man ja zum Werte der mten Unbekannten gelangen muß, wenn 
mm die ersten mDifforenzen addiert 

Mit den Diagonalenepannkriften D^« im nullten Feld und den 
ftnßeren Erftften lassen sich also die Diagonalenspannkrifte in jedem 
anderen Feld und ans 61. (ö) andi die Bingspannkrifte in gesohloseener 
Form hinacfareiben. Die d^^ und dor *uid nimlioh ans den D«, durch die 
folgenden Bnmmenbildnngen au ermitteln: 

p p 



(2u) 



p VI» r ' w - vv jp Ollf* 

1 1 

f 



p 

1 



Zur Auswertung der Stünderkrafte S wenden wir das Verfahren 
der trigonometrischen Reibe auf die erste der QL (1) an und erhalten 
nach Gieichsetznng entsprechender Glieder: 



<-hr — «ir — »»r — ^(fim-Ur COf^f + d«-i,r sin/lr — dmr) . 



(Ic) 

ArchlT dtr Mrtfa— ak mmä Vbftlk. UL Bdk«. SIL 81 
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Setei man die ab bekannt aozneehenden lediten Seiten gleich 
^ Wmr lind — Wmr hesw., Bo kann man analog Gl. (7) soUieBlieh folgern: 

m m 

1 1 

SO daß die Aufgabe als gelöst zu betrachten ist, wenn alle äufieroi 
Kräfte im nullten Feld gegeben sind, wie das s. B. bei oinom oben 
offanen ZylinderfiMshwerk mit e^, dfr i> dor *■ 0 der Fall ist 

Ee soll nnn nicht Tenichwiegen werden, daß die Beveehnung des 
ob^jeii Systems auch nach den flblichen Verfidiren sehr ttn&oh ial^ 
umalAndlicher immerhin aber würde die Spannungsbedingung werden, 
wenn wir das oben oflFene p eckige Zylinderfachwerk durch eine ;;-stabige 
Pyramide schließen nnd dafitr p — 3 Diagonalen oder Auflagerkrafte 
im antasten Feld herausnehmen. Die bisher angewandte, zweckmäßigste 
MeÜlode fttr solche Fälle ist die Müller-Breslausche der Rück- 
Terwandlung durch simultane Stabvertaaschang, bei der sich das Problem 
'aof jf> — 3 Ersatzstabgleichungen zusammenzieht, und die natürlich 
irgendwelcher Symmetrieverhültnisse nicht bedarf.') Für das gewählte 
zyklisch symmetrische Beispiel jedoch scheint die geschlossene Fonn 
unserer Lösung Vorteile zu bieten. 

System von verschlungener Bauart. — Die Anordnung bleibt be- 
kanntlich statisch bestimmt und starr. Beginnen wir die Ringe von 
unten zu zählen, so sind die harmonisch reduzierten Diagonalkräfte <5,^ 
und dör durch die drei stehen gebliebenen Diagonalen D^^, D^g be- 
stimmt^ also nach (2a) 

^or = ^ (^«1 cosi/Jr + coakfir + i>,, cosi/Sr), 

dor — ^ (/>o< siat/Jr -}- 1)^^ s'mkßr + JJ^^ sinlßr). 

Die Werte von Dq^, Z>qj, Dq, kann man aus den Gleichgewi chts- 
bediugungen für sämtliche am ganzen Tragwerk angreifenden wage- 
rechtcoi, den Ringebenen parallelen Kräfte finden. 

Faßt man andererseits die an den Knotenpunkten dea obersten 
Ringes angreifendoi harmonisch reduzierten I^ramideiMtabkrifte ab 



1) Die Bezeichnung „simultaneti Kraatzetabverfaiiren" ist hier gegenüber dem 
wikTwiTcn EnatBstsbvflrAkhrsn*' Henneberga gewSUi 
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ftufieve onbekBiiiifte, unter dem Winkel y nur Senkrediten angreifende 
Erifte «, beiw. wd, so ergibt eieh ans (7) und (6) 

m 

0 — + u^^ - - siny [x^ (coB/3r + 1) + a;; | siniSr], 
1 

m 

0 — d«r + «»r — ^ nny [jjt^ (coa^r + 1) — av } «n/Jr] • 

Auf diese Weise hat man denmaeh nur % Gleiolniigeii, nit den 
2 Unbekannten Xr und an&nlSsen, um die .Pyiamidenstabkrftfte X. 
wiederum aus der Formel sn gewinnen 

= f^ixr cosnßr + x'r sin n/3 r). 

Statisch unbestimmte Kräfte. — Auf den Knotenpunkten je eines 
z. B. des ;»"'" Ringes sei eine Gruppe von gleichartigen, statisch unbe- 
stimmten Kräften A'^ ^ verteilt, jede Gruppe auf einem Hin^. Es braucht 
aber nicht an jedem Knotenpunkt eines Ringes eine Kraft der Gruppe 
anzugreifen. Man führe nach dem oben auseinandergesetzten Verfahren 
einen neuen Satz von statisch unbestimmten Kräften durch den Ansatz 
nach Gl. (3) und (4j ein: 

9 P 



(2b) 



^ 0 



Nun entspricht dem Zustand x^^ — — 1 und alle anderen x^, und 
^mi ™ ^ KrafteTerteilimg 

X„„ 1 - cosnßr, 

und infolge dieses Znstandes entstehen Stabkräfte Ton der Gröfie 

wo die unteren Ordnungsziffern die Lage des Stabes, die oberen die 
Ringziö'er der statisch unbestimmten Kraft angeben. 

Entsprechend werden am besten als äubere Kräfte die Meridian- 
summen der harmonisch reduzierten Kräfte nach Gl. (4) "*^v^^ ein- 
geführt und die infolge einer derselben im statisch bestimmten Haupt- 
system entstehenden Stabkräfte bezeichnet mit 

»• 0^ cos ntfr. 

Analoge Werte mit dem mnnßr gelten Ar die Zust&nde a;mr'~ — 1* 

21* 
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Die Produkte der Eiifte emee Stabes infolge zweier Znetände 
— — 1 nnd df^, — — 1 werden: 

c^'s:-.' - 

Dm Produkt sweier Krifte eines nnd deseelb«! Stabes infolge der 
karmomsch rsdniierten infieren Kr&fte besw. infolge der karmoniBoh 
reduzierten statisch nnbestimniten Kr&fte ereebeint in der Form: 

b • 6 ' = ö ö ^ coanprcoBnßs 
Die Koeffizienten der Rlastizit&tsgleichupgen lauten: 

Die reckten Seiten deiaelben Gleiehung haben die Form: 

mit gleichlaufenden Ausdrücken Ar die mnnßr. Die Summe Aber n 
auf der rechten Seite wird aber gleich NuU fOr r ungleich « und (^ch 

•J ftr r = 5, also: 

mm mn £J< ' ^ 

>yT ^,m^r i^m^r p ^ *" _ J» ;|r»i«fc 

^ A'F 8 ^ F I " ' *^ ' 

mn "» ■ /V /■ ^* 

^ ^«.- A' F ^ 2 - 2 » " 

Es wenlen also alle Koeffizienten, die zwei statisch unbestimmten 
Kräften .r„ , und .r„ , auf verschiedenen Meridianen entspreehen, tjleieh 
Null und die Hllnstizitätsgleichiingen. die iu jeder Gleichung sich dann 
nur auf enten Meridian beziehen, lauten 

-2' ('-''""■+'-'*■'""') -*'*■*• 

Sind nnr in einem King staiisih unbestimmte Größen vorhanden, 
so erhält man für jede derselben nur eine (ileichimg. eine Erleicht«- 
runir. die bekamitluh iuich durch mekreie andere Verfahren der Statik 
der BaukoM.struktiunen von Krohn, Mohr, Müller- Breslau und 
S. Müller angestrebt worden ist.*) 

11 M iill. r-Br.'tlau. Statik der I?aukon?truktionen. Bd. U, Abt. 1, S. 35. 
3 M iller Hrostau, Bd. LI, eb«udort S. 163. S. Müller, Zentralblatt der 
Bauverwaltuug VJOl S :23. 
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In manchen Fällen wird man auch bei statischer Unbestininitheit 
an verscliiedeuen Ringen bequeme Ditt'erenzengleichungen aufsteUen 
können, wenn mau statt der Bestimmuugsgleichungen der statisch un- 
bestimmten Größen die jenen zugrunde liegenden, ursprünglichen geo- 
metrischen Bedingungen zwischen Längenänderungen der Stabe und 
Knotenpanktsrerschiebungen ansetzt ') Wie jedes Sonderverfahren wird 
auch das im Vorhergehenden ansdnandeigeMtate nur fDr mn gewiaset 
Gebiet Ton SonderfSUen nfltxUch lein, ToraaflrichÜieh f&r diejenigen 
Fachweri^e, die mit einer gewiBsen BegelmSAigkeit der Winkel nnd 
Stablingen aufgebaut sind. J» man sollte in Anbetracht der SprGdig- 
keit rftomlicher FaGhwerkanfjgaben sogar suchen, neue der DiffBremsn- 
ledinung besondert fügsame Anordnungen mit guten baulichen Eigen- 
schaften au&ufinden. 



Einige fteilieiieiLtwIekliiiigen für st. 

Von Rudolf Lohi^stein in Berlin. 

Vor einigen Jahrein hat Glaisher*) einen Weg angegeben, gewisse 
ingMMH ko n v e tg i erende Seihen in sdmeller konyergierende umsu- 
wandeln; er hat auf diese Weise speziell fttr « und einige zaseh 
konyeigiereiide Ausdrficke hergelntet Ein Teil der Ton ihm angegebenen 
Reihen liBt sidi auf einem ein&oheren Wege gewinnen, welcher 
TO noeh mehr derartigen, und swar rasdier konvergierenden Reihen 
fthrt, weswegen ich in folgendem in Kflne darauf eingehen möchte. 
Das Hilftmittel, welches der Methode zugrunde liegt, besteht in der 
Pbrtialbruehserieguig reiiproker ganzer rationaler Funktionen. Aus den 
nachfolgenden Beispielen ist das Prinzip der Methode leicht ersichtliclL 

1. Die Funktion 

wo t eine ganze Zahl, laflt sich auf die Form 

bringen. Bildet man nun 2fMf * durch 4 teilbaren Zahlen 
> • duiehliuft^ so wird 

^^.c») = -«;.)+••• + O'Si.- .• - 1^^' 

1) M Ii 1 1 r - B r e B 1 a u , Statik der Bankonitruktionen, Bd. II, Abt. 1, S. 4, Ql. 7. 

2) Quarterlj JoarsaL Bd. 8i. 
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tmd man erkennt, daß die als Faktoren der Oj, a,, ■ • •, auftretenden 

Summen sich abwechselnd durch ^ und durch rationale Zahlen ans- 

drücken lassen. Denuiaeh erhält man aUgemein eine Gleichung toh 
der Form 

(1) 2'''<">-^+'^T' 

oder 

(2) « - A + 9i2in' - 1) (n» - 4) . . . (»• - ' 



9t ratioDala Zahlcii bedeuten. 
FOr t -> 8 erfailt man so 



(3) » - 3 + 242' („._.;(.._4) > 

oder 

Für « ~ 8 ergibt eiob ebeneo ' 

* — y — ^2(*ifc* — l)(l«ik« — 1) (16** — 9) 



»—1 



Beschränkt man sich in (5) auf das erste Glied der Summe ^bis 
k » 1), so erhält man fQr x den bekannten Näherungswert y. 
Für 4^-4 erhalt man 



. 1769 816 1 

W * — ftw 4 1^ (*« — 1) (4»« — 1) (16»« — l) (16»» — t)» 

oder 

V""^'* 660 4 ^^i(* + 2)C2i + l)(iA + I)C4*+l)l4*H-i)(4ife + 6K4*-f7)' 

Für 4 •> 5 ergibt ndi 

179 j 

W mö"^**^**^ '^ZrCfi'-^iii*-*) (ii*~t^ (•*-«) 

«wii 1^ II» • • • « 

oder 
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Ähnliche Ausdrücke ergeben sich, wenn man in 2Jff(n) die Zahl n 
die Werte -f- 2 (» < 4/; -f 2 < oo) durchlaufen läßt. Mau erhält dann 
für » - 2: 



00 



(8) « - 3V, 2 -f- 1) (4^1- 1) ^Ak -f a; ' 
lllr>-3: 

für 4: 

(10) « — 3%, r~jj2*(*+i)(a*-^i)pH^^ 
für f « 6: 

(11) «-3*A. 

2« Es 8M 

*= - 1) («« - 4) (n* — 9) • ♦ -.(n» — ' 
WO t eine ganze poeitiTe Zahl, dann ist 

/.(«)- ^ + ». fe^ - s^) +••• + - ri^- 

Hieraus ergibt sich, wenn man beiderseits die Samme von n — »+l 
bis cx> nimmt, eine Gleichung Ton der Form 

(1) + 2«^,»t(^i _ 1) („i _ 4) . . . (^*_ 

WO |>f, 9| rationale Zahlen darstellen. — Ähnliche Gleichungen erhält 
man, wenn man n entweder über alle ungeraden oder alle geraden 
Zahlen > i summiert. 

Ffir i — 1 ergeben sich auf diese Weise folgende drei Gleichungen: 

(2.) ,._iov.-ü2'j5EW«rR' 
(2b) «•-«>-2^j^V,^, 

OD 
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Für i = 2 erhält man: 



(3c) «« - — + ^^^kift H- i)* (* + S) (Sft + 1) (S* -M) ' 

Für > 3 erhält man 

(4b) «*— — ^^^A- (Ä: + 1) (Ä- + 2) -j- 8) (2* + 1) (2* + 3)» (2^- + 6) » 

V , 1487 r. 1 

V^V * IW ^^*(^ + l)"(*-hJl)(«*-'l)(2*+l)(«* + »)(«* + 6)' 

Für i — 4 ergibt sich in gleicher Weise 

/e \ _i 1160419 

(6b) «"-^ 



1020 

00 



+ 2» . ^*^^kik + 1) (Jt + 2/(4 -1- 3) (2^ - 1) (2* + 1) (2A- + 8)« (2* + 6) (2* + 7) ' 
/c \ 290147 

(5c) »'-äwoö 
+ 2». 3»'^ 



^ A(Ä + 1) (* + 2)' (* + 8) (Ä 4- 4) (2* + 1) (2* + 3) (2* + ft) (2* + 7) 

S. El ist 

1 1 1 ^ ^ _ 

(«• — l)»«»" 8 (« — !)• ie(n — 1)« 

.18 1 11 1 _7 1 15 t 
"*'l8» — 1 «" 8(« + l)* 18(1» 4.1)» 1811 + 1* 

Snmniinri man von » » 2 bis oo, lo erbBlt man hierani 

(1) «* - ÖV« - (n»^- 1)* — ^*/» T^k^k + 1)« (jfc + 2)» • 
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Summiert man nur über die geraden Zahlen, so ergibt sich 

SummMrt man Aber die imganiden ZaUen, so erliSIt man 

Wenn man ferner die Funktion 

in Pirtiallnrfidie mrlag^ ao erhilt man 

— r"lS* ((a — 2)» — (n + «)•) ~ia. !«•((«- «)«■*" (n-l-S)*) 

, ^ / 1 i \ W * ^ \ 

"»■wiliU— « « + V PUa— !)• (aH-l)V 

I * / t , 1 \ «5/ 1 

Bildet man nun ^f(n) entweder von ;i = 3 bis oo, oder summiert 
man nur Aber alle ungeraden Zahlen von n = 3 an oder über alle 
geraden Zahlen von n 4 an, so erhält man wieder drei Gleichungen 
fOr x\ nämlich: 

^-v , 68480 2« 3' _J 

W 6»89 267 -^A»(A + 1)\2* — l)»(2ib'-f l)'(8*-f 8)*» 

, 186616 . 2*8* 



^ 76« ^ k*{k + + 2)»(2A- + l)»(2A- + 8)» 

Der Amdraek (0) konTeigiert sehr nach; nimmt man nnr swei 
Glieder der Summe (bis k^2)f so erhält man achon auf sehn 
DesimalBtellen liehtig. 

4. Die Partialbruchzerlegung der Funktion ^f ^\^ ' ^ ^» führt auf die 
Gleichung 

(1) »•-«>-J'*.(*+.,-.- 
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In ähnlicher Weise findet man: 

(2) ^- l^ - J. - 10* - + 

(3) .._ioi-^2'r«^-i,.- 

5. Es iat 

1 ^J-4._L I I 

n*(n*— D' »i«~(fi— ip n — 1 (n + 1)» n + l' 

Bildet man die Summe über n = 2,6, 10, . . so erhält man: 

dB 

(1) - 3« - ^^liiT- i)«(4t 1 a)»(4* - D* • 

Begnügt man sich auf der recliten Seite mit dem ersten Glied der 
Summe, so erhält man für x die uäherongsweiBe gültige quadratische 
Gleichung: 

««-3«-i Bho Q)- 3^4147^ 

Hieraus kann man eine sehr einfache Näherungskonstmktion dee Kreis- 
um&ngeB herleiten, wdeh« flr vide ]inktiidi» Zw<e<te hinimdiend 
geoftii sein dflrfte. 

Summiert man über alle geraden Zahlen, so erhält maa: 

oder ^ 

Summiert man Ober alle durch 4 teilbaren Zahlen, io ergibt sieli: 

m 

(8) T +2"* ' 



Summiert man 7 Uber alle SSahlen Ton 2 bis oo, so er^ 
gibt sich ^ 

W - 9| + 4^p^j^-:pjjs^_pip • 

Summiert man jjt^_ j^t ungeraden Zahlen Ton 3 an, so 

ergibt sich ^ 
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6. Zum Schluß seien noch einige einfache Reihen angeführt, welche 
sich in ähnlicher Weise eigeben: 



(1) ^_8 + 162'(ijr~., 

(3) 8i + 12^p^, 

(4) «•+»— w + saj'^,^^..',^,., 

(6) « - 4 + 8^5^^, 

oder 

(6) « — 3J + ^^^^(4* — l)»{4t + 1)(4* + «)«' 

llOö 2" ■ 3' ^^"t 1 
ffl **" 112 + 6.7 j^[i:C* + l)(fc + 2)(^;-F8)^^^^ 

•« i!2 j- ?1Ü ^ * 

W 7t + 78 |j^[ifc(A-|-l)(2l;— l)(2A4-l)(2il-|-8)]«' 

m üilij.** ^JV * 

W t« 67 ^[i(* + l)(*+i)(U + l)(«* + 8)]«* 

Die Gleichungen (7), (8), (9) eigeben sich aas der Sammation der 

n*(n*~i)*(n*— 4 )*' swar, je nachdem nuui « alle Zahlen 
> 2, oder nur die nngwaden, oder nur die geraden Zahlen durch* 
Unfen m 

Berlin, im Oktober 1907. 
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Bnoyklopädie der Elementar-Mathematik von Heinrich Weher und 
Josef Wellstein. 3. Band: Angewandte £lementar-Mathematik 
bearbeitet von Heinrich Weber, Josef Wellstein und Rudolf 
H. Weber. Mit 358 Vkmia im Text Xm n. 666 B. gr. 8. Leipög 1907, 
B.G. Teabner. Geb. ufl4,— . 

Der vorliegende dritte Band der „Encyklopädie der Elementar -Mathe- 
matik" hat wesentlich den Zweck, ans Naturwissensehaften Anwendunir<'n ru 
den arithmetischen und geometrischen Grundlagen zu liefern, die die beiden 
ersten Bände geschaffen hahen. Der Band zerl'Ullt in folgende Bücher: 

Mechanik (Vektorgeometrie von Josef Wellstein, Analytische Statik 
und Dynamik von Rudolf H. Weber). 

Elektrische und magnetische Kraftlinien von Rudolf H. Weber 

(Elektrizität, Magnetismus, Elektromagnetismus). 

^laxinui und Minima von Heinrich Weber ( <ieimu'trir>che Maxinia 
und Minima, Anwendung der Lehre vom Größten und Kleinsten auf die Lehre 
▼om Oleicbnewicht und beeonders der K^iillaritit). 

Wahrscheinlichkeitsrechnung von Heinrich Weber (einschl. Aui- 
gleichung der Beobachtungsfehler). 

Graphik von Josef Wellstein (Darstellende Geometrie, Graphische 
Statik und das ebene Faehwerk). 

Dieser dritte Band der „Eucyklopüdie" ist bestimmt für Mathematiker, 
die sich mit den wichtigsten Anwendungen der Mathematik vertraut machen 
wollen. Den^emltt ist dio ruehhaltige Answahl getroffen, nnd es sind tat- 

8&chlich die für den Mathematiker interessantesten Anwendungen behandelt. 
Es ist hierbei weniger Wert auf eine möglichst vollstilndige rntersuchung der 
einzelneu Gebiete gelegt, als darauf, dem Leser einen Überblick zu verschaflen 
und vor allem die Grundbegriffe klar zu legen. In dieser Richtung, in der 
geradezu wunderbaren Klarheit und Strenge in der Entwiekelnng dn* Grand- 
begriffe, möchte das Schwergewicht dt s u'anzen Buches zu suchen sein. Die 
Darstellung ist hierbei durchweg eine eh'iuentare und sind alb» Integrationen 
vermieden. Infolge davon mußte vielfach eine l^psi hrilnkung des StotTes ein- 
treten. So konnte in der Mechanik das i'riu/.i[i vuu d'Alembert iiicht ent- 
wickelt werden. Henroncuheben ist dagegen der ganze systematische Aniban 
der Mechanik von den einfachsten Annahmen aus, die scharfe und klare und 
sonst so schwierige Einführung in die Grundbegriffe: Kraft, Geschwindigkeit, 
Arbeit, die Herleitung des Energieprinzipes usw. An Anwendungen aus 
der Mechanik werden behandelt zunächst die Keplerscben Gesetze auf Grund 
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von einfachen, elementaren Betrachtungen, sodann der freie Fall, die Wurf- 
bewegung und das mafhenuitiieh« Pendel und der Onrnotwlie Kreisprozefi. 
An die eigentt&elie Meebaaik seUiefit eich dsan ein ttnferer Abschnitt über 

Elektrizität, Magnetismus und Elektromagnetismus, in dem diese Kapitel be- 
handelt sind. so\veit sich dieses mit Hilfe der Theorie der Kraftlinien und mit 
elementaren Mitteln raachen läßt. 

Die Abschnitte über Mazima und Minima und Wahrscheinlichkeits- 
rechnong, die -dem Beferenten femer liegen, mögen hier ftbergangen werden. 

Das letzte Buch „Graphik*' wird eingeleitet durch die darstellende Geo- 
metrie. Es werden die allgemeinen Methoden und Sätze der Zentralprojektion, 
der Parallelprojektion und Axonometrie auf eine und auf zwei Projektions- 
ebenen entwickelt und die Gruudautgabeu gelöst. Im übrigen beschränkt sich 
die Unteisndiang wesentlich auf die Damtellnng Ton ebenen Figuren, wobei 
jedodi die Eigenschaften der Hanptlinien und die affinen Beziehungen swisdien 
ümklappnng und Bild usw. entwickelt und für die Konstruktionen Ter* 
wertet werden. 

Hervorzuheben ist der Abschnitt über graphische Statik und das ebene 
Feehwerk: Der Verfosser geht hauptsftcblich auf die interessanten mathematischen 
Fragen ein, die der FktehweiksÜieorie sngrunde liegen. Dieselben werden mit 
gioBer AusfElhrlichkeit und sehr elegant behandell So wird die Stabilität der 

ebenen Fachwerkt- untersucht, ferner werden die verschiedenen Methoden für 
die Bestimmung der Spannungen entwickelt. Bei den allgemeinen Betrachtungen 
schließt sich der Verfasser wesentlich an Schur au. Die Beweisführung ist je- 
dodi in vieler Besiehung originell. So werden die betreffenden SStse nicht wie 
bei Schur aus dem Nullsystem, sondern lediglich aus der Betrachtung der ebenen 
FachwerksHgur hergeleitet. Abge.sehen davon, daß der Verfasser dadurch den ele- 
mentaren Charakter der ganzen Untersuchung wahren wollte, findet der Referent 
hierin insofern eher einen Vorzug, als es ihm unnatürlich erscheint, ohne ganz 
triftige Orflnde, Sitce, die sich auf ebene Figuren beliehen, durch rlumliche 
BetiMikbldjgen herroleitsPi 

Das gans Torsflgliche Bodi wird jedem Mathematiker hoch willkommen sein. 

Darmstadt L. Henkebero. 



W. H. Younc: und Grace Chisholni Young. TIm thrnny of flets of 

pointe. XII u. 316 S. Cambridge 1906. 

Die von Herrn H W Young zusammen mit seiner Frau, Frau Dr Hrace 
C'hisholm Young herausgegebene Schrift stellt das erste austülirliclit^n' Lehr- 
buch über die Theorie der Punktmengen dar. In gewisser iimäicht konnte 
anidi der unfi&ngst von mir verSffentliojkte Bericht als erster Versuch einer ge- 
drlngten lehrbuchartigen Darstellung gelten. Seitdem sind sieben Jahre Ter» 
rranf'en, und die Theorie der Punktmengen hat mancherlei Fortschritte erfahren. 
Es gereicht mir daher zu be.sonderer Genugtuung, daß gewisse methodische Hilfs- 
mittel der Beweisführung und der Darstellung, die ich in meinem Bericht an- 
gewandt habe, und deren Au9gestaltung eine meiner wesentlichen Leistungen 
Inldete, sn dnem erhebUdien Teil in das Toungsohe Werk fibergegangen sind. 
Es entli&It aber darüber hinaxii alle wesentlichen Fortschritte, die im Gebiet 
der allgemeinen Punktmengentheorie inzwischen gemacht worden sind, sowohl 
die neueren Uesultate wie auch die kürzeren Beweise der älteren wichtigeren 
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Thtonme. An einigen von ihnen ist Herr H. W. Toviig bekanntlich selbst 
beteiligt 

Ein Vorzug des Buches besteht in seiner Ausführlichkeit, seiner großen 
Zahl von Hoispielen und anschaulichen Figuren; hier ist des Outen beinahe 
etwas zu viel getan. Eine Eigenart besteht femer in der Einiiihrung einer 
Beihe neuer, mehr oder weniger treffionder Beaeiehnnagen. Im Gegensata an 
^bgeschlosten** bedienen tidi die Vet&SMr tehon Iftngere Zeit der Be«eichnnng 
i^ffen"; die perfekte Restmenge, die bei der Analyse einer abgeschloeeenen 
Menge zuletzt übrig bleibt, nennen sie ihren „nueleus"; die aus den gemeinsamen 
Elementen unendlich vieler Mengen (9)?^} gebildete Menge, die Cantor iiiren 
größten Divisor nannte, nennen sie „deducted^\ usw. Eine neue Bezeichnung 
haben lie aneh fBr die oft auftretende Mengengattong eingeführt, die ich in 
meinem Bericht als Boreische Mengen bi /eii bnet habe. Sie nennen sie innere 
firenzmengen. Herr Young bat sieb mit ihnen hekanntlicb mehrfach beschäftigt, 
die über sie bekannten Ktsultate wiederholt abgeleitet, und den f^atz hinzu- 
gefügt, daÜ sie endlich oder abzilblbar sind, oder aber die Mächtigkeit des Konti- 
nmims beaitien. In der Einftlhrung dieser Mengen ab besonderer Gattung unter 
Benutcung dner besonderen Bezeichnung steckt im übrigen keinerlei neuer 
Oedanke. Ihre wesentlichen Eigenschaften sind — bis auf den eben erwähnten 
Satz — auch sonst schon dargestellt woi'den, insbesondere auch in meinem 
Bericht. 

Die Verfasser haben die CantoradienOrdnungnahlen wir flSchtig gestreift; 
sie erscheinen erst nach der Ableitung der Punktmengensltie. Dem Leser bleibt 

also verborgen, wieso ihre EinfÜhnmg in historischer ffinsicht die Grundlage 
war, auf die sieb die ganze C an t ersehe Punktmengentbeorie aufgebaut hat, und 
daß sie schon deshalb eine hohe Bedeutung besitzen. Diese Kenntnis möchte 
ich meinerseits dem Leser nicht vorenthalten sehen. Andererseits geben die 
Ver&sser audi diejenige Analyse der PanktmeogeUf die wir Cantor und 
Bendixson verdanken, und die in dem von v auf v -{- 1 und von (y) auf M 
ausdi lmharen Abspalt>ingsprozeß wurzelt Ihre Beweise können dagegen nur 
mit deni SchluÜ von r auf v 1 uml einem ,,usw." operiren. Dies ist ein 
Weg, aul dem ich den \ erfassern nicht zu folgeu vermag. Meines Erachtens 
schvdd«! wir Cantor gerade die Erkenntnis, daB dieses „vmf^ ein der Elirung 
bedürftiges Verfahren ist, und daß die Ausdehnbarkmt dnes Prozesses von \v\ 
auf (o des Beweises bedarf. Zudem handelt es sich hier teilweise um Begriffe, 
deren Inhalt ohne Benutzung der transfiniten Operationen gar nicht definier- 
bar ist. 

Eine sehr snsfldurUehe Darstellong ist auek den Bktun über den Inhalts- 
begriff gewidmet, sowohl fllr lineare, wie fBr ebene Mengen, unter Berfiek» 

sichtigung aller der Definitionen, mit denen uns die neuere Entwicklung be- 
dacht h!it. Hier haben die Verfissser auch mancherlei eigene Beiträge einffigen 

können. 

Nicht ganz einverstanden bin ich mit denjenigen Teilen des Buches, die 
die Analyse der eigentUehen geometrischen Gebilde betreffen. (8. 177 ff.) Die 
Verfa.sser haben hier im wesentlichen die Dinge zur Sprache gebracht, die in 

meinen IJeitrilgen zur Theorie der Punktmeugen behandelt sind, haben aber 
teilweise eigen«' Wege eingeschlagen. Ich kann ihre Hegritfsbestimmungeu nur 
als künstlich bezeichnen. 6ie geben davon aus, das Dreieck zur Grundlage 
aller ihrer Definitionen zu machen, und iwar in der Weisen daß stets eine ab- 
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zählbare Menge solcher Dreiecke ausreichen soll. Die Analogie mit den Sätzen 
über lineare Intervallmengen ist ersichtlich. Die Folge ist aber, daß eiu so 
elementajrer und ÜBttolelieiider Begriff wie der Gebietsbegriff und seine Eigen- 
aeluiffceB dadnrdi Toa der Wahl dieser Dreieeke ablitngig werden und nch mit 
einem künstlichen Inhalt erf&llen. Rotiert z. B. ein gleichseitiges Dreieck um 
seinen Mittelpunkt, so daß es die Flache eines Kreises überstreicht, und wählt 
man jetzt eine abzahlbare Menge unter ihnen so aus, daB ihre Ecken auf dem 
Kreise überall dicht liegen, so definieren deren Flächen ein Gebiet, dem diese 
Edkpnnkte ingereolmet werden, wihrend die andern als Grensponkte des Ge- 
biets betrachtet werden. Doch mag diese ungefUhre Andeutung genügen. 

Noch eigenartiger ist der Kurvenhegriff der Verfasser (ß. 219ff.). Sie 
gehen von einer nirgends dichten ebenen Piinktmenge aus, legen um jeden ihror 
Punkte ein Gebiet, dessen Breite kleiner als 6 ist, und nennen die Punktmeuge 
in dem IUI Knrvenbogen oder Eure, daB erstens diese Gebiete sieh für jedss 
d sn einem einxigen Gesamtgebiet snsammensetMn, nnd swtttMit deeseu Breite 
mit abnehmendem d nicht gegen Null l<on vergiert. Abgeschlossenheit wird für 
diesen Karvenbegriff nicht verlangt ; es heißt ausdrücklich, daß die Punkte, die 
nicht zu der entsprechenden abgeschlossenen Punktmenge gehören, in end- 
licher, abz&hlbarer, oder nicht abzahlbarer Menge existieren können. Da nähere 
Angaben nicht gemaeht sind, lüttte man jede Punlrtmenge als Kurve sn be- 
zeichnen, die auf einer zusammenhängenden nirgends flächenliaften(linienbaften) 
Puuknit-nge überall dicht liegt. Daß man den Begrifl'en, die man einfilhrt, einen 
durchaus subjektiven Inhalt zu geben berechtigt ist. li<^gt auf der Hand; doch 
wüßte ich keinerlei Kesuitat anzugeben, das die V'erfasser mit diesem ihrem 
etwas ungewöhnlichen Kurrenbegriff abgeleitet bitten. 

r'cr Jordan sehe Enrrensatz wird in dem von Jordan ausgesprochenen 
Umfang bewiesen, und zwar nach der Methode, die de la Valien Poussin 
in seinem Lehrbuch der höheren Analysis benutzt hat; doch entbehrt der Be- 
weis der Strenge. Die formale Lücke des Jordanschen Beweises, auf die ich 
schon mehr&eh hisgewieeen habe, tritt auch in dem Toung sehen Bad» auf; 
der Schluß, daB das fiinggebiet gegen eine gesdüossene Karre konvergierty ist 
gerade das, was des Beweises bedarf. Während aber hei Jordan und de la 
Vallee Poussin diese T^ücke auf Grund der sonst abgeleiteten Formeln aiis- 
gefQllt werden kann, sind derartige Formeln hier nicht vorhanden. Außerdem 
enttkllt die Yonngsche Darstellung noch eine andere Lücke. Die Verfasser 
haben wohl gesehen, dafi die Ibdstenx des Binggebietes eines bindenden Beweises 
bedarf, doch sind ihre Ausführungen hierzu bei weitem nicht ausreichend. 
Auf die Art, in der man den höchst einfachen und glüeklichen Grundgedanken 
von de la Vallee Poussin in die Form eines bindenden Beweises brinijen kann, 
bin ich übrigens in dem zweiten Teil meines mengentheoretischen Berichts 
ansfBhilieh eingegangem 

Endlich erlaube ich mir ein Wort über die Art des Zitierens. Wenn die 
Verfasser den Wunsch hatten, daß sich der Leser an der Hand ihrer Zitate 
und ihrer etwas eigenartig ausgewählten Bibliographie ein zutretfendes Urteil 
über die Entstehung der im Buche dargestellten Besultate bilden könne, so 
wird ihm dies sehr sdiwer fhUen. 

Königsberg i. Pr. A. ScBOBMFiiiaa. 
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Keii^ Baire. 11690118 sur les thöories g^nörales de l'analyse. Tome I : 
PrincipM firadainantaiuc, Tambles reelles. X iL 232 8. Fans 1907, 
GaathMT-Villait. 

Das Werk, weldiee ans Vorlesuti^^en des Verfassers an der Fakultät m 
Dijon horvorgegangon ist. verfolgt den Zweck, die allgemeinen Orundlehren 
der Analysis, f^in^rst its unter tunliehster Heschrünkung des StoHV's, insbesondere 
unter Ausschaltung aller Untersuchungen speziellerer Natur, andererseits 
jedoch den höehsten Anforderunf^en an Strenge entqtreehend su entwiekdn. 
Der Verfiuaer ist dabei, « r selbst hervorhebt, bestrebt, den Nachweis sa 
fuhren, daß Strenc^p mid Knappheit der Darstellnng einander keineswegs aus- 
schließen, und er erreifht dieses Ziel, traiiz abgesehen von der ihm zu Gebote 
stehenden außerordentlich klaren und exakten Darstellungsweise, vor allem 
dadvreh, dafi er die in die LehifotUdieriilexatar noch ▼eiUUi&isniißig wenig 
eingednuigeneii modernerem Grenzb^riffe gleich Ton Anbeginn an lor Onind- 
lage seiner Retrachtungen macht. 

Sofirt nach der DeHnitimi der In-ational/ahl mittels des D edek i ndschen 
Schnittes i wobei allerdings bemerkt weiden könnte, daß man den Namen 
Dedekinds hier ebenso vergeblich Sachen würde wie etwa in Jordans „Cours% 
wie denn flberhanpt auf historisdie Notisen gSnslich Tendchtet ist) wird der 
Begriff der oberen Grenze eingeführt, welcher zunäclist zur Definition der 
DitlVrenz zweier Irrationalzahlen verwandt wird, während alle übrigen Kechen- 
operationeu mit den Irrational/ahb^n auf später verschoben werden. Auf dem 
Begrifi' der oberen Grenze bauen »ich sodann auf diejenigen des oberen und 
unteren Limes, welche unmittelbar die notwendigen and hinieidkenden Be- 
dingungen fUr die Konvergens einer Zahlenfolge ergeben. Es werden alsdann 
die Funktionen einer und mehrerer Variabein eingeführt und die Stetigkeit 
derselben vorlilufig mittels konvergenter Zahlenfolgen definiert, andererseits 
aber die „gleichmäßige Stetigkeit" von Funktionen „rationalen Argumentes** 
in der gewöhnlichen Weise erklirt Ein „Ausdehnungsprinzip^', nach welchem 
man eine gleichmftftig stetige Fonktion /'(ap,jr) swder rationaler Aignaiente 
stets so erweitem kann, daB sie für beliebige reelle Argnmente definiert eiwdieint 

und stetig isti liefert sodann, angewandt auf die Funktionen or ± y, «y, — (ebenso 

wie nachher auf ), mit einem Schlage sowohl die Definitionen der Amtlichen 
Gnindo]H rationen für die irrationalen Zahlen als andi die nuTerlnderte Oflltig* 
keit aller Ke<'heni:e^etze. 

Es lilßt sieh nirlit ]eui:fnen, daß diese Darstellung der Trrationalzahltlieorie 
an Kürze und Präzision wohl kaum noch übertroffen werden kann. Wenn mau 
andererseits jedoch bedenkt, welche groBe Fülle von neuen und keineswegs 
einfachen Begriffen neben dem der InationalsaU selbst Tom Lernenden auf- 
genommen worden muß, ehe die Summe zweier recÄer Zahlen endgültig er- 
klärt ist, so läßt sieb immerhin ein gewisser Zweifel nicht von der Hand weissen, 
ob die Frage nach einem von allen Weitläufigkeiten befreiten, zugleich aber 
fOr den Lernenden möglichst durchsichtigen und leicht faßlichen Aufbau dieser 
Theorie hier ihre endgflltige LOsnng gefimden hat; um so mehr als die d«: 
Definition der Ke<-henoperationen voran irehenden Untersuchungen durch das 
Fehlen eben dieser Definition und die dadurch b<'dingte forttresetzte Unter- 
scheidung zwischen rationalen und irrationalen Zahlen naturgemäß eine Ein- 
buße an Einfachheit erleiden. 
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Die olehstfolgradeii üntemulraiigmi bo1uuid«ln in kUnr Weise der Reibe 

nach die Meßbarkeit konkreter OrOfien (Stetigkeitsaxiom), die Häufangsstellen 
nnd allgemeine Sätze über stetige Funktionen (Stetigkeit in einem Intervalle. 
Erreichen der oberen (irenze, Lückenlosigkeit ). Ein kurzer Abrili über die 
KoDvergenzkrittirieu unendlicher Reihen beschließt d&s erbte Kapitel. 

Dm sweite Kapitel bringt sonftdist anf im ganseo 11 Seiten den Begriff 
der Ableitung nnd des Differentials erster Onlnun>^', die allgemeinen Differenz 
tiationsgesetze einschließlich der Differentiation der elementaren Funktionen, 
den Kol leseben und den Mittehvertsatz sowie die sämtlichen ent.sprochenden 
Untersuchungen für die Funktionen mehrerer Veränderlichen, wobei auf den 
Begriff des Grenawerts einer Fanktion allerdingt nidit nlher eingegangen 
wix^ Ja. sebr prlaser und degautw Bebandlwigainriae aeUieBen sidi hieran 
unmittelbar die DeßniÜon und die Eigenschaften des bestimmten Integrals 
einer stetigen Funktion und je ein kurzer Abschnitt üb^r <1ip unbestimmte 
Integration, uneigentliche Integrale und die Differentiation unter dem Integral- 
zeichen. Es folgen zunächst der Existenznacbweis nnd die Differentiation 
impliriter Fnnkti<»iett wie aneh (anter EinfBbning der Fnnktioniddetemiinanten) 
von Systemen solcher, und im Zosanunenbange biennit die Diskussion der 
Abbiingigkeit mehrerer Funktionen voneinnndfM-; sodann die Besprechung der 
Ableitungen uihJ DitTerentialu höherer Ordimug der Funktionen oim r und 
mehrerer Variabeln, wobei die Sorgfalt, welche dem Begriffe des DiÜereutials 
im Gegensatz su den meistra bisherigen Darstellongen gewidmet irird, besonders 
hervorzuheben ist Den Abediloß des Kapitels bildet ein zur Förderang des 
Verständnisses der Differentiationsgesetze sehr dienlicher Abschnitt über die 
Transformation der abhiingit^en und der unabhängigen Variabein sowie ein 
solcher Uber die Integration der totalen Differentiale. 

Das dritte nnd letzte Eafntel, welcbes nnter gleidizeitiger EinfBbrang 
des mebrfaeben Integrals von den geometriBoben Anwendungen des Litegral- 
begriffs handelt, ist nmso mebr su begrüßen, als eine zusammenfassende und 
allen Anforderungen an Strenge genügende Darstellunc' dieses Oegonstandes 
meines Wissens bisher mangelte. Es werden zun&chst besprochen die Dehnition 
und die Berechnung der Bogenlänge einer Raumkurve sowie die allgemeine 
Bibaltsdefinitiom ebener Bereiche nebst der Bedingung für ibre MeBbarkeit, 
woran sich dann der Nachweis der Existenz nnd die Diskussion des Doppel- 
integrals einer stetigfti Funktion schließen. (Die recht weitläufigen Be- 
trachtunfjon bei der Zurückliihrung des Doppel- wie auch nachher des mehr- 
fachen Integrals auf sukzessive Integrationen hätten m. E. vermieden werden 
können, wenn an deren Stelle lediglich gezeigt worden n^bre, dafi bei einer 
beliebigen Gebietsteilnng das Integral') fdxff(r,}f)d^^ erstreckt Aber das 
volle Gebietf gleich ist der Summe der analog gebildeten Ober die Teilgebiete 
erstreckten Integi-ale und somit kleiner ist als die zu dieser Gebietsteilung ge- 
hörige „obere Summe", ebenso größer als jede beliebige „untere Summe" — 
ein Weg, den ich für eine Neuauflage des Werkes in Vorschlag zu bringen mir 
gestatten mOcbte.) Die Transformation des Doppelintegrals gesobieht nicht in 
der J ae ob i schal Weise dordbi suksessiTe Binffthnmg dsr neuen Yerftnderlichen, 
sondern (Shnlicfa wie dies in J ordans Cours fllr den allgemsineren Integxal- 



1) Da nur von stetigen f{x^y) die Hede ist, so steht dessen Existenz von 
vombttetn fest. (Vgl. S. 164.) 

AtcUt §n MrtbtimHIi nuk VhfiXk. HL Bcüm. Xni 22 
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begriff dvrebgeftthrt itt) indan naeh Bertrands Vorguig diebeidenlntegratioBt- 

gebiete direkt aufeinander bezogen werden ; die sorgflltige DurchfQhrang erfordert 
dabei allerdings recht einpehendo Untersuchungen. Behufs Definition des 
Inhalts krummer Flüchen endlich werden (ebenfalls ähnlich wie bei Jordan) 
den Elementarquadraten der Ebene der unabhängigen Variabein v gewisse 
Panlldogramme rageordnet, welehe die TUUdie in «ner ilmr Eeken berlllixen; 
nur Erklftruug <ler Bedeutung der so erhaltenen Inhaltszahl I ist dann nodi 
der vollstfindige Nachweis hinzugefügt, daß die Inhalte ,.heDachl>arter" aus 
ebenen Polygonen /usaramengesetzter Flächen zwar gegen /, niemals aber 
gegen eine kleinere Zahl konvergieren können. Zum Schlüsse werden die Linien* 
und Flichenintegimle behandelt 

ZnMunmenfusend kann man wohl sagen, daß die Auswahl des Stoffes 
mit groBw Umsicht getroffen ist, und dafi alle Untersuchungen mit einer 
Strenge und Klarheit durchgeführt sind, wie sie bisher in Lehrbüchern wohl 
nur selteu erreicht worden sind. Das Werk, dessen zweiter Band die analytischen 
Funktionen, Differentialgleichungen, geometrischen Anwendungen und ellip» 
tischen Fonlriionem behandebi soll, ift in hohem MmBb geeignet, dem Lermendea 
wie auch dem Lehrer als zuverlSssiger Berater zu dienen und wird inf<dge 
seiner großen Vorsfige zweifellos eine weite Verbreitung finden. 

München. F. HAKTOoa. 



H. Bruns. Wahrecheinliohkeitsrechnung und Xollektivmaßlehre. 
A. u. d. T. B. 6. Teubners Sammlung von Lehrbüchern auf dem Ge- 
biete der math. Wissenschaften Band XYJL YSSl o. 810 8. n. 18 8. 
Anhang, gr. 6. Leipsig 1906, B. 0. Teubner. Geh. M 7,80, geb. J( 8,40. 

Dieses Bach beasichnet eine entsohMdende Wendung in der EntwieUnng 
der Wahrscheinlichkeitsredhnnng. 

In erster Linie bringt es die langjjlhrigen mühevollen Arbeiten zur 
Darstellung und zu einem theoretischen Abschluß, die der Verfasser mit seineu 
Arbeitsgenossen und Schfllem den Kollektivgegenständen gewidmet bat Wenn 
man siiä nicht daranf besehrtoken will, die in einer Tabelle odor in graphiadien 
Darstellungen vorliegenden Beobachtungen über einen KollektiTgegaistand 
durch die Angabe des Mittelwertes und der Streuung zusammenzufassen, SO 
steht man vor der Aui"gabc, die Heobachtungt u durch eine analytische Dar- 
steliuug wiederzugeben. Während nun die Gesamtheit der Messungen einer 
und derselben OrOfie hinreichend genau dnroh das GauBsehe Terteilongsgesets 
wiedergegeben wird, bat schon Fechner dessen Unznlänglichkttt Ahr die 
Darstellung anderer KollektivgegenstUnde bemerkt und Abänderungen vor- 
geschlageu. Gegenüber dem, bei biologischen Untersuchungen vielfach benutzten 
Versuche Pearsons, die Verteilungsgesetze der Kollektive in 4 Typen unter- 
anlningen, hat nnn Bruns den weit anaaiditivollwren Gedanken dnndigeflihrt, 
die Koitektion, die am Ganfischen Veiteilungsgesetze anzubringen ist, durdi 
eine Reihenentwicklung darzustellen, von der wenige Glieder für eine hinreichend 
genaue Wiedergabe genügen. Die mathematische Behandlung dieser Reihe, 
TOr allem ihre Herstellung durch numerische Bearbeitung der über den Kollektiv- 
gegenstand Torliegenden Becbachtongen, füUt den weitaus grOßten Teil des 
Bnches ans. Dafl hier, wo ein Astronom sich diesem Gegenstände gewidmei 
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hat, auch die Schärfen vjnd die Vorteile der feineren Kechenkunst Berücksichtigung 
geftukdflii haben, eriiöht das InteresBe an diesen, etwas stair in maüiciiiatischem 
FofBialisnuu Torgetnigen«i, doeh tiets mnsiditigeii AnsfOlinnigeii ia aUen 

Einzelheiten. Dem praktischen Zwecke numerischer Auswertung dienen die 
dem Buche beigegehenen Tafeln der Krampachen Transxendente und ihrer 
ersten sechs Ableitungen. 

Aber das Buch bietet, schon insoweit es die Sammelbegriffe behandelt, 
weit mebr als nnr den ZusammensehlnB der eigenen Arbeiten des Verfassers 
über die analytische Darstellung der Kollektivgegenstände. Es darf sich geradezu 
als das erste Lehrbuch der Kollektivmaßlehre überhaupt bezeichnen, das über 
die tbcorotischcn, vor alk'iii die roatheinatischen Fragen erschöpfende Aus- 
kunft gibt, während allerdings die zahlreichen Anwendungen, in denen sich 
die Letoe von den Sammelbegiiftii wertvoll e i wleeeu hat, kaum berOhrt sind. 
Bs w&re sehr zu begrüßen, wenn der Ver^EMser seine Absicht, Anwendungen 
folgen xn lassen, bald durch Heransgabe eines besonderen BandM Tsrwirldiohen 
könnte. 

Um die Koilektivmaßlehre als den für die Erfahrungswissenschaft be- 
dratsamtleaTeil derWahzsoheinlichksitslehre herrortreten zu lassen, entwickelt 
der Yerfosser die Hanpüehren der letzteren, die er seit 25 Jahren in akademischen 

Vorlesungen regelmifiig vorgetragen hat. Wie er da die logischen und mathe- 
matischen Ausgangspunkte der Wahrscheinlichkeitsrpchnung behandelt, die für 
den weiteren Aufbau erforderlicliou analytischen Funktionen einführt, wie 
sich in seine Darstellung das sogenannte Bayessche Prinzip einreiht, wie er 
die Teilnngsprobleme, die SpieleinsBtze, die geometrischen Wahrschsinlichkeiten 
vorträgt, — das aUes ist von anregender Eigenart dnrdidnmgen nnd tief 
durchdacht. 

Indessen, der Berichterstatter erblickt in dem Buche noch mehr als eine 
neue, durch die Kollektivmaßlehre bereicherte und vertiefte Darstellung der 
WahzseheinMofakeitsredinang. Er sisht in ihm die entscheideDde Yorarbeit 
ftr einen TöUigen Umbau der flberlieferten Wahrscheinlichkeitslehre. Nicht 
einbauen sollte man in letztere die neue Kollektivlehre, vielmehr sollte man 
die Wahrscheinlichkeit slclire panz und gar auf dem Erfahrungsgnmde der 
Kollektivgegenstände aufbauen. Wenn man — um hier nur an einem trivialen 
Beispiele zu zeigen, wie das gemeint ist — die Wahrscheinlichkeit, Pasch zu 
wecfeo, SU angibt, so sagt man offenbar nichts ans Aber irgend einen Wnrf 
mit S Wüi-feln. denn über den weiß man nichts, sondern man bezeichnet eine 
Eigenschaft des Kollektivgegenstandes, der sämtliche Würfe, die mit einem 
Würfelpaaro möglich sind, umfaßt. Und so sind es immer Sammelbegriffe, 
teils logisch mit Hilfe der Kombinatorik ersonnene, teils der Erfahrung ent- 
nommene, die dm Gegenstand der WahrsdieinliehkeitBlehre bilden. Baut man 
diese Wissenschaft auf solchem Grunde auf^ so bewahrt man sie Tor den Zweifeln 
und Bedenken, die in den neueren Lehrbüchern mit Recht so manchem Problem, 
das den großen Analytikern des 18, Jahrhunderts berechtigt erschien, entgegen 
gehalten werden. Wenn ein solcher Neubau der VVahrscheinlichkeitslebre 
gelingt, BOr wird das Bnc^ von Bruns fClr sstnen Flan in wesenfUchen Ztlgen 
bestimmend sein. 

DresdeiL G. Helm. 
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Honce Lunb. Ii^irbiicli der HSfdzodyiiaiiilk. . Deotsehe Mtorisierte 

Ausgabe. Nach der dritten engliaoheii Auflage unter Mitwirkung des 

Verfassers besorgt von "{" Johannes Fripclel. Mit 79 Fi^iren. XXVI u. 
787 S. gr. 8. Leipzig 1907, B. G. Teubner. Geb. M 20.—. 

In den letzten Jahrzehnten hat sieh das Interesse der Mehrzahl der deut- 
schen Physiker infolge der Fortschritte der elektromagnetLsch- optischen For- 
schungen vorwiegend diesen zugewandt. Die Englftnder haben das Verdienst, 
darüber die der MechaDÜc angegliederten Tefle der Phjsik nicht TwnachHegigt 
zu haben. Bei ihnen muß suchen, wer sich über den augenblicklichen Stand 
der Hydrodynamik unterrichten will. Dies wird nun durch die tT)ersetzung 
des schon früher rühmlich bekannten Lamb sehen Buches wesentlich er- 
leichtert. 

Dies Weile ist ein treffliches Beispiel fOr matiiematische Phjsik. Es 

beschränkt sich bei der Wahl der mathematischen Hilfsmittel keineswegs auf 
die Elemente, sondern nimmt sie aus jedem Gebiet, in dem sich welclie be- 
finden. Doch bleibt die Mathematik Mittel, der physikalische Zweck wird 
darüber nie aus dem Auge verloren; deshalb werden z. B. manche Existenz- 
heweise aus der Potentialtteorie und BhaHdies trotz ihrer sweifeUosen Bedeatung 
tOat die Mathematik durch plausible physikalisdie Übetl^iangen ersetst Dagegen 
will das Buch pby.'iikaliäch voUstUndig sein; es will alle zur Hydrodynu^ itt 
Beziehung stehend'- (J'-l»iete behandeln oder, wenn der Zusammenhang weniger 
eng ist, doch berühren. Sorgfültige Literaturaugaben erleichtem das Auf- 
finden der Orginalarbeiten. Auch hebt es den Zusammenhang mit technischen 
Fragao, namentlich mit der Nantik, vielfach hervor. 

Von der Fülle des behandelten StofFs lllßt sich im Rahmen einer Be- 
sprechung unmöglich anders als durch Anführung der Kapitelüberschriften 
eine Vorstellung geben. Sie lauten: 1. Die Uewegungsgleichungeu. 2. Inte- 
gration der Gleichungen in speziellen Fällen. 3. Wirbelfreie Bewegung. 
4. Zweidimensionale Bewegung. 5. Dreidimensionale Probleme. 6. Über die 
Bewegung fester Körper in einerFlüssigkeit. 7. Wirbelbewegung. 8. Flut> 
wellen. 0. OberilUchenwellMi. 10. fixpansionswellen. 11. ZÜigkeit. 13. Ro- 
tation tlüssiger Massen. 

Es ist dem Buche, an dem kaum etwas auszusetzen ist, als daß es ge- 
legentlich Zahlenangaben in Fuß und HeU«i statt in metrischen lAngen* 
maBen macht, weite Verbreitung sn wfinschen. 

Berlin. K. LiLux. 



0. H. Bryan. Thermodjmamics. An Introductory treatise dealing mainly 
with first Priueiples and their direct Applications. XIV u. 204 S. gr. 8. 
Leipzig 1907, B. G. Teubner. Geb. Jl 7,—. 

Das Buch stellt in knapper, übersichtlicher Form auf rein deduktivem 
Wege die ThermodyBsmik dar. Es besehSftigt sich in den beiden ersten, «u- 
sammen ziemlich die HSlfte des Bandes umfassenden Teilen mit den Grundlagen. 

Den einleitenden Paragraphen des ersten Teils folgt zunllcbst der »Tste, dann 
der zweite Hauptsat/., letzterer in seiner ältesten, Clausiusschen Fun«, Der 
zweite Teil ist fast ausschlieiilich dem Begriflf der IrreversibilitUt gewidmet. 
Scharf wird sein Gegensatz sur reinen Mechanik henrorgehoben, dann der 
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Gnmdgedaiik» d«r Chtttiieori«, daeÜDniiikelaterlceit statiatitoh anfitnflMnn, km 
gestreift, eodlkli die Begriffe Entropie, nntzbure Energie ntw. eingefOhrt. Der 

dritte Teil umfaßt die Anwendungen. Zuerst kommt auf wenigen Seiton ein 
Abscbnitt über die Thermodynamik der Strahlung, welcher freilich vom Ver- 
fasser nur als eine Skizze gedacht ist, und aus diesem Lirund, sowie deswegen, 
weil hier doch vielfach kompliziertere Verhältnisse vorliegen als in der Thermo- 
dynamik der KOrpeor, vielleieht besser an das Ende gevtellt wire. Dann folgt 
die Behandlung der homogenen Körper, dann die der Körper in verschiedenen 
AggregatzustJinden, die G ibbssche Phasenregel und die Thermoelektrizität. Den 
Schluß bildet ein kurzer Alisrlinitt über zykli.sche Systeme und andere mecha- 
nische Analogien zum zweiten Hauptsatz. Dies alles ist in knappen, präg- 
nanten Worten klar dargestellt 

Mit besonderem Interesse wird, wer die neuesten Forschungen im Gebiete 
der theoretischen Physik kennt (Forschungen übrigens, welche erst nach Al)- 
schluß des Buches bekannt geworden sind), zwei Stellen auf S. 50 und 104 
lesen. Bei der ersten handelt es sich um die Frage, wie die Temperatur eines 
bewegten EQipers sn bestinunen ist Der Yerfoäier denkt sich den Ablieben 
KrnbprOMft mit emem Hüftktbrper ausgeführt, bei welebem ein bewegter und 
ein iiihender Kdrper als Wärmereserroire dienen. Er hebt hervor, daß das 
Resultat dieses Prozesses, also aueli die gemessene Temperatur nur dann von 
der Geschwindigkeit des Körpers unabhängig ist, wenn die Trägheit des Hilfs- 
kdrpers durch Wärmezufuhr nicht geändert wird. Die bisherige Theorie 
stdlt sieh bekanntlieh auf diesen Standpunkt Jetst aber wissen wir, dafi die 
Trftj^eit der Hohlraumstrahlung durch Wärmezufuhr vermehrt wird, und daß 
daher die Masse aller Körper (denn sie enthalten stets Strahlung) qualitativ 
dasselbe Verhalten zeigt. In Übereinstimmung mit dem Schlüsse des Ver- 
fassers ist nach dieser Theorie die Temperatur nicht vom Bewegungszustand 
unabhängig, vielmehr sinkt sie bei (adiabaiiseher) Beaehleunigung. (Vergl. 
hienu K. v. Mosengeil, Ann. d. Phys. 22, 867, 1907 und M^Planek, Berl. 
Ber. 1907, S. 542, sowie Ann. d. Phys. 26, 1, 1908.) 

Die andere Stelle spricht von der Entropiezunahme bei der Reflexion und 
Brechung an der Grenze nicht absorbierender Körper. Mau findet in der Tat 
eine soldie, wenn man die Entn^ie nach diesem Torgang als Summ« der 
Entropien des reflektierten und des gebrochenen Strahls bmdinet Offenbar 
fällt es dem Verfasser als verwimderlich anf^ daß sich hiernach diese beiden 
Strahlen trotz ihrer Kohärenz nicht wieder vereinen lassen sollen. Tatsächlich 
ist dies der Fall, der fragliche Vorgang also umkehrbar. Man darf eben auf 
kohärente Strahlen nicht den bei Körpern stets richtigen Satz anwenden, daß 
die Entropie eines Systems Summe der Enteopien seiner TeUe isi Die vom 
YerEssser behauptete Lokalisierbarkeit der Entropie, welche denselben Satz 
zur notwendigen Yoraussetsung hat, scheint mir freilich aus diesem Grunde 
unmöglich. 

Man sieht schon an diesen Beispielen, welche Anregungen das Buch zu 
geben Tcrmag. Es ist nur xu bedaoein, da6 es nicht in dentseher Sprache er- 
schienen ist Es wird so bei uns kaum die Verbreitung flndoi, die ihm zu 
wflnschen wIre. 

Berlin. M. Laub. 
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Erich Marx. Die Oesohwindigkeit der BöntgenBtrahlea. Des 29. Bandes 
der AbhandL d. HafheiiL-Fliji. Kkiae der K. Sichrisoheii OeeeUseh. d. W. 
Nr. (). Mit 6 Figuren im Text 49 8. Lex.-8. Letpsig 1906, B. G. Teabmer. 

Jt 1,60. 

Xach der Wiechert-Stokosschon Hvpothesp sind die Röntgenstrahlen 
elektromagnetische Störungen. Danach müssen sie sich mit Lichtgeschwindigkeit 
ausbreiten. Der Verfasser h&tt« sich ein großes Verdienst um die Wissenschaft 
enrorben, wenn er diese Folgerung experimentell geprüft bitte. 

Leider bat neb aber inzwischen herausgestellt, dafi er sich durch kom- 
plizierte Gasontladungserscheiuungen hat täuschen lassen, so daß sein Versuch 
für die Geschwindigkeit der Röntgenstrahlen nichts beweist. (Vergl. eine 
Reihe von Abhandlungen von Pohl und Frauuk in den Verh. d. Deutsch. 
Fby^ GetellMh. 1906.) 

Berlin. H. Laus. 

Hftreel Brillonin. Le^ona rar la viaooiM daa Uquidaa et dae gaa. 
Fremika et Seoonde Partie. Faris 1907, Ganthier-YiUars. 

Sehr m begrüßen ist das Erscheinen dieses Lehrbuches, welches im Gegen- 
satz wohl zu allen bislier existierenden die innere Reihung der Gase und Flüssig- 
keiten zu seinem ausschließlichen Gegenstande macht. Der vorliegende erste 
Band beschränkt sich auf die Flüssigkeiten. Nach einer längeren Besprechung 
der experimentellen Grundlegung, irälobe bis anf Newton sorftoklllbrt, folgt 
die Ableitung der Gmndgleichnngen der Theorie, ans denen snnicbst die 
wichtigsten Folgerungen allgemein» r Art gezogen werden. Es folgt weiter 
die teils strenge, teils angenähert durchgeführte Integration der letzteren für 
viele spezielle Fälle, welche entweder an sich interessaute Anwendungen dar- 
stellen, oder zur Begründung der Theorie deijenigen Apparate wichtig sind, 
deren sieh die experimentdle Forschung über die Bsibnng bedient Daraa 
schließt sich die eingehende Beschreibung der nun Foiseuill eschen Geseta 
führenden Experimontalunter.suchungen. Besonders werden auch die Versuche 
von Warburg u. a. mit Quecksilber erwähnt, welche lehren, daß die tJrenz- 
schichten auch bei nicht benetzenden Flüssigkeiten nicht an den Wänden 
entlang gleiten, sondern an ihnen haften. Ferner wird der EinflnB Ton 
Temperatur und Druck, der der Konsentrationen bei Saklösungen and der 
der chemischen Konstitution hei einigen organischen Flüssigkeiten besprochen. 
Das Schlußkapitel endlich behandelt die Turbulenz; es bringt die experimentellen 
und theoretischen Untersuchungen von Hagen, Osborue Reynolds und 
Oonette, wlbrend die bekannte Arbeit Ton H. A.Lorents Ilibsr diesen Gegen- 
stand leider nnerwfthnt bleibt 

Das Buch gewährt eine im allgemeinen sehr viel vollständigere Übersicht 
über unsere Kenntnisse auf dem <If})iet der Hoibnng als alle anderen und 
zeichnet sich durch Klarheit der Darstellung aus. Es kann daher jedem wann 
empfohlen werden, der sich mit diesem Teil der Physik eingehender be- 
sohftfttgen will 

Während der eiste Teil dieses Werkes der Reibung der tropfbaren 
Flüssigkeiten vorwiegend gewidmet war, beschäftigt sich der zweite hauptsäch- 
lich mit derselben Erscheiuimg bei den Gasen. Da die allgemeine, auch die 
Kompressibilitttt berücksichtigende Theorie schon im ersten Teil enthalten 



Digitized by Google 



BflMluiOBflll. 



843 



war, treten theoretische Erwägungen im zweiten ziemlich zurück, zumal da 
spezielle auf Gase anwendbare Resultate von ihr bisher kaum erzielt sind. 
Neu ifd dagegen der kinetische Gesichtspunkt^ welcher in den Schluß- 
kapitola «udi Mif FMnigkeitMi llbertnigen wird. Zwar werden die bertlhmteD 
üntersacbniigen von Clausius, Maxwell xx, a. nur in den Grundrissen und 
Ergebnissen angeführt, dafür findet sich aber manche andere, wohl auf den 
Verfasser selbst zurückzufahrende Betrachtung, welche mit Interesse gelesen zu 
werden verdient. Das Wertvollste au dem Buche ist aber (wie auch beim 
erstell Bande) die umfassende DarsteUung der einschlägigen Experimental- 
nntersachnngen. Wer sich Iderllber einm Überbliek gewinnen will, wird es 
mit Nutzen m Bäte sidien. 

Berlin. M. Laub. 



IL Boiity. MCknm dn Fb^nlqn« de l*iooln "BtßjtMMüqm par 
M. J. Jamin." Troiai&me SnppUment par IC Bonty. 417 8. Paris 
1906, Gauthier-Yillars. 

Wie schon der Titel lehrt, ist dieser kleine Band ein Supplementband zu 
dem bekannten Jaminschen Kompendium der Physik. In ihm wurden die 
neuesten Erscheinungen auf dem Gebiete der Strahlung, Elektrizität und Ioni- 
sation wiedergegeben. Als Quelle beben zum Teil gedient die veniebiedenen 
„Rapports, presentes au Ton^res International a Paris 1900. Paris, Gauthier- 
Villars, Paris 1900, tome I bis III", in denen die verschiedensten Gelehrten 
der Welt ihre Spezialgebiete dargestellt haben. Bouty gibt von den die 
Strahluug, Elektrizät und speziell die Ionisation behandelnden Rapports einen 
knappen nnd Uaren Auszug nnd Terweist dabei auf die in den früheren Binden 
des Lelhzbuehes behandelten gleichartigen Gebiete. 

Zunächst wenden die Rapports von W. Wien, 0. Lummer, E. Prings- 
heim und P. Lebedew über die schwarze Strahlung, die Strahlung der Gase 
und den Ötrahlungsdruck exzerpiert, an die sich die Gesetzmäßigkeiten im 
Linien8pd:tmm« die Beststialden, die Hagen-Bnbenssdien Yentnebe mid die 
neueren Üntennciiungen Aber die anomale Dispersion anscUiefiMi. Ein breiter 
Raum wird den Hertzschen Wellen und ihrer Anwendung bei der drahtlosen 
Telographie gewahrt, ebenso den WcchseLströnif n , Mehrpliasi-nströmen und 
oözillographischen .Methoden. Auch auf dem Gebiete des direkten und inversen 
Zee mann- Phänomens werden die neuesten Arbeiten berücksichtigt. Den weit- 
aus grOBten TeO nimmt die Elektrolyse, die lonentheorie, die Nernstsche 
Theorie der Diffusion von Elektrolyten, die Ionisation durch Flammen, die 
Badioaktivität und die Tlinorie von den Entladungserseheinuni^Hii ein. 

Einem Supplementband entsprechend reihen .sieh die Heferate über die 
modernen Disziplinen nebeneinander in klarer uud präziser Form, ohne den 
Charakter eines Lehrbuches tn haben. 

Wenn ein Tadel ausgesprochen werden soll, so ist es der, daß der Ver- 
fasser auch die Blondlotschen N-Strahlen ernst behandelt, die für jeden 
Wissenden doch nun endlich abgetan sein sollten. 

Breslau. 0. Lummeb. 
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VgO Broggi. Traite des assurauces sur la vie avec döveloppements 
Bur le oaloul des probabilitös. Traduit de l'italien par S. Lattes, avec 
lue prefaee delf. Aduurd. Xn u. 306 pag. 8^. Parii 1907, libnuiM Mnenti» 
fiqne A. Htnnaim.') 

Die unter dem Titel «fMatematica attnariale" im Verlage von Hoftpli in 
Mailand erschienene Originalausgabe hat durch Herrn Lattes, Professor am 
Lycemn zu Montpellier, oinf sorg^faltiee Übersetzung erfahren, deren Be- 
nutzung ftlr ü'anzüäiöche Vt'rüicheruugümathematiker neben dem allgemeinen 
Nntien eines liaadUchen nnd got disponierten LehrlmdiM aoek den Yorteil 
haty ihnen die weientlidisteD Arbriten der letsten Jahre Ton dentwhen Autoren 
auf diesem Gebiete bequem zugänglich zu machen. 

Das auf VollstUndif'keit keinen Anspruch machende Literaturverzeichnis 
enthält fast ausschlieBlich deutsche Namen, wie Bohlmann, Czuber, Groß- 
liiann, Lexis u. a., vor allem sind die Arbeiten des erstgenannten herange- 
logen worden, so daB man das Lehrbneh Broggis mit Bedit als ein Kom^^ 
pendium der modernsten Versii-herungstechnik bezeichnen kann. 

Er fQhrt zunächst aus. daB ein« Theorie der Versichemng auch ohne die 
Wahrscheinliflikeitsrechnung niüi.'li( h ist, sufem sie sieh auf die Aufgaben der 
täglichen Praxis beschränkt, wol'Qr ja die Statistik hinreichend sichere Grund- 
lagen liefert; daß aber die Theorie dmrWahrscheinlichkmt niriit entbehrt werden 
kann, wenn man sich Bechensehaft geben will llbar die Größe der Abweichungen 
berechneter Wahrscheinlichkeitswert« von den auf empirischem Wege festge- 
stellten Werten. Die Wahrscheiulichkeitstheorie gibt daher die Mitt+d zur 
Kritik der aus statistischen Daten abzuleitenden Wahrscheinlichkeiten, sie er- 
möglicht die Erkenntnis, ob einer statistisohMi BelatiTiahlf weldie in der Form 
einer Wahrscheinlichkrit dargestellt ist, auch tatsSchlich eine WahrsebsinUch- 
keit zugronde liegt, welche der in Frage stehenden Massenerscheinong inne* 
wohnt. 

Da die Theorie des Versicherungswesens in ihrem wichtigsten Teile haupt- 
sächlich auf die Sterbenswahrscheinlichkeit begründet ist, tritt, ihr Zusammen- 
hang mit der WahrsdieinUchkritstiieorie llberhaupt damit klar bevor. 

Im L Teile seines Buches geht Verfasser von den Tschebycheffschen 
Sätzen aus und gelangt mit ihrer Hilfe zu einem strengen Beweise des Ber- 
noullisclien Theorems sowie des Poissonsi lten ..(»esetzes der großen Zahlen" 
und des Gaußscheu Fühlergesetzes. Sodann wird die Sterbiichkeitämessung, 
die Dispersion und die Aasgleichung von Sterbetafeln behandelt Im U. Teile 
folgt die Theorie der Leibrenten, Cherlebensrwiten nnd 6ar sonst ▼orkommenden 
Beuten werte, während im III. Teile die Versicherungstechnik im engeren Sinne, 
Berechnung der PrUmien und Reserven, Rückkaofswerte, Gewinnbeteiligung der 
Versicherten usw. dargestellt wird. 

Das IV. Kapitel ist der Theorie des Birikos gewidmet, wriche hauptsäch- 
lich in Anlehnung an Bohlmann entwickelt wird und sieh durch besonders 
klare und kurzge£sfite Darstellung des aagenbliskliohen Standes dieser Theorie 
auszeichnet. 

Breslau. £. Waohbr. 

1} Eine von U. Broggi besorgte deutsche Ausgabe seiner ^Matematiea attoa- 
riale» wird im Okiober 1908 bei B. G. Tenbner in Lripsig erseheinen. 
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£. Emden. Gaskugeln. Anwendungen der mechanischen Wiinnetheorie auf 
kosmische und moteurologische Probleme. Mit 24 Fi^mren, 12 Diagrammen 
nnd 5 TMa. im Text VI il 498 S. gr. 8. Leipzig 1907, B. 6. Twibiitr. 
Geb. 18,—. 

Herr Emden schliofit nch im vorliegenden Werk, über dessen Llhdit er sich 
bereits in seinpn Vorlesungen an der Tech ii. Hochschule in München ausgesprochen 
hat, eng an die Forschungen von A. Rit ter an, der früher an der entsprechenden 
Anstalt in Aachen gewirkt hat. Diese Untersuchungen wurden in Wie de mann s 
Annftlra Bcliritfcweiee TerOffmtlidit, worden jedoeh, da eie aeiteiui der Wiesen- 
sehait nur geringe Beaohtong fanden, von Bitter selbet unter emem BhnUehen 
Titel bei Bilm pler (Hannover) veröffentlicht, wo sechs zusammenfassende Be- 
trachtungen erschienen. Über dt-n Inhalt der letzteren ist etwa fol^^endes zu sagen: 

Zunächst wurde die Frage nach der Hctho der Atmosphäre behandelt, 
und zwar unter der Voraussetzung des Energie- und Entropieprinzips und der 
f&r die kinetisebe Gastheorie geltenden Znstandsgleichung pv — HT^ in der 
p die Spannung, v das Volumen, IT die Begnaultsche Konstante, T die vom 
absoluten Nullpunkte (— 273**) aus gemes.iene al>solute Temperatur bedeutet. 

Um die Frage zu beantworten, nahm Ritter einen indifl'erenten Gleich- 
gewichtszustand au, der sich folgendermaßen charakterisierte. Ein Gasquantom, 
welehes sieh wn eine gewisse Höhe hob, gelangte in eine Umgebung von der- 
selben Spannung nnd Temperatur, in die es selbst nadi dni Gesetzen der 
Wärmemechanik versetzt wurde. Der Vorgang war also ein adiabatisoher. 
Der Grundgedanke erwies sich als äußerst fruchtbar. 

Als HOhe ergab sich H~ . Hier bedeutete <>— 0,2375 die W&rme- 

kapazitüt der atm. Luft bei konstanter Spannung, die absolute Temperatur 
an der Erdoberfläche, Ä = den reziproken Wert des WiiiTne.lquivalents, 
also // = 0,2375 • 278 • 425 = 27491 ni. Für eine Atmosphäre aus Wasser- 
dampi dagegen ergab sich eine Höhe von 348 952 m, wobei angenommen 
wurde, dafi keine Änderungen durch etwaige Kondensation hervorgerufen 
wurden. Dachte er sich die Atmosphire durch einen Schacht mit dem Erd- 
mittelpunkte in Verbindung gesetzt, so ergab sich für atmosphärische Luft 
unter denselben Bedingungen die Temperatur 2'== 31902", die Spannung 
j> » 12965000 Atmosphttren und das spezifische Gewicht 143,5. 

Es lag nun nahe, die Sonne als einen glühend«i Gasball aufzufassen, der 
ohne starrai Kern war. Der theoretische Zustand einer solchen Gaskugel ent> 
sprach einer sog. polytropischen Kurve. Diese blieb eine solche während der 
etwaigen Zusammenziehung infolge der Gravitation nach dem Newtonschen 
Gesetz. Den Weg, den jeder Punkt dabei durchlief, bezeichnete Ritter als 
Mne Kosmogonide, die sich wiederum als poljtropische Kurve ergab. Für ihre 
drei IVojdcüonen auf die Koordinatenebenen folgte flir atmoq;>hilrische Luft 

pv* Const., r»* «■ Const, — -» Const. 

Für die spezifische Wärme ergab sich k » ^ ^ , also für atmosphä- 

fische Luft, bei der — , der Exponent f — -J^ » 1,41 su setsen war 

(c, — Kapazität tOrkonst. Volumen), A — — — 0,1 63 1 2, =- — 0,038 74 1 . 
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Nahm man also die spezifische Wftrnie bei konstantem Dnick als kon- 
staute Größe au, so ergab sich, dafi die spezifische Wftrme eiuer kosmischen 
Qaakugel tinm nftoh Baum und Zeit ImuteiKleii ntgalhm Wtrt IiaI IMafM 
Besnltat war ttberrasdiend, denn es sagte, dafi« wenn infolge der Gravitation 

die Temperatur eines kleinen Gasquantums um einen Grad Celsius zunahm, 
sie 0,038741 Wärraeeinheiten ül>gaV), wJlhrend umgekehrt das Entsprechende 
stattfand. Dieser Satz widersprach durchaus den ühlichen Anschauungen, 
welche eine Abkühlung der Sonne voraussetzen, denn es ergab sich, daß die 
stattfindende Kontraktion der Sonne m einer fortdanemden Briutrang führte, 
wfthrend welcher nur 18,7% der Gravi tationswärme auf Ausstrahlung verwandt 
wurden, dagegen der Rest von 81,3 der Erhitzung zugute kam. Insbesondere 
zeigte sich, daß das Produkt aus Mittelpunktswärme und Aadius der Gaskogel 
konstant war. 

Bekanntlieh hatte H. Helmholts (ond im AnscUnft an ihn Tyndall 

und W. Thompson) berechnet, auf wie viele Jahre der SonnenbaU die augen- 
blickliche Ausstrahlung decken könnte; Ritter dagegen zeigte, daß nach den 
Resultaten der kineti^clien Gastheorie die Ausstrahlung gar nicht hinreichte, 
eine Deckung zu veranlassen, sondern daß die Ausstrahlung mindestens fünf- 
mal so stark sein müßte als in WirkUdikeit, wenn eine Deoknng stattfinden 
sollte. DaB damit die sog. Kant-Laplaeesche Theorie von der Bildnng des 
Bonnensystems der Vernichtung anheimfiel, war selbstverstftndlieh, und es ge* 
hörte allerdings Mut dazu, ruhig in der Veröffentlichung seiner Resultate SU 
verharren und unbeirrt seineu Weg weiter zu gehen. 

Inzwischen war das sog. Stef ansehe Gesetz aufgestellt worden, wonadi 
die Ausstrahlung eines gasförmigen Körpers proportional der 4*^ Potens der 
absoluten Temperatur sein sollte. Dies deutete darauf hin, daß die Differenz 
zwischen dem Ritterschen und Helmholtzschen Resultate einigermaßen ab- 
zuschwüchen war, allerdings nur um ^inen geringen Prozentsatz, überhaupt 
ergab sich, daß entweder die kinetische Gastheorie oder die Helmholtzscbe 
Theorie einer Tollstftndigen Umgestaltung entgegengehen mußte. 

Ss war also durehaos seitgendA, daß Herr Emden die Bittersehen Be« 
sultate kritisch untersuchte und, wo es nötig schien, sie mit etwaigen neueren 
Forschungen in Einklang zu setzen suchte, überdies war er vorsichtig genug, 
das Manuskript vor dem Druck einer Autorität, wie dem Prof. Dr. Öchwarz- 
sohild in Oöttingen, Tomlegen, der ihn hei der Korrektur wesentlich imter- 
stfltst hat. Bs handelt sieh also hei der Veröflfontliehung um Besoltate einer 
kritischen Prüfung der Ritterschen Veröffentlichungen. Diese FMftini; ist 
für den Aachener Forsiher dnrclians günstig ausgefallen. Nicht nur wer^ien 
sämtliche inzwischen versuchten ^Viderlegungeu Ritters als illusorisch hin- 
gestellt, sondern auch folgendes Eadurteil ausgesprochen: 

Den Arbeiten Bitters sind nodh lange nieht genügende Beaehiong und 
ein hinreichend vertieftes Studium zuteil geworden; sie enthalten manehe 
Schätze, die noch gehoben werden können. Namentlich gilt dies in bezug auf 
die Hetrachtungen über Oeschwindigkeiteii im interstellaren Raum uud die 
Temperatuieu, die beim Eindringen von Meteoriten in widerstehende Medien 
ersengt werden. Sie stehen in innigem ZusMnnMnhange mit anderen Aihmten 
Bitters, die noch TollstSndig unbeachtet geblieben sind, obwohl sie so un- 
erwartete Resultate enthalten, daß ein gewisses Mißtrauen berechtigt wäre, 
würde nicht Bitters Name für die Gediegenheit dieser Dntersuehungen bürgen. 
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Ihi'en Auagaogspunkt scheint diese ganze Ged&ukeureihe zu nehmen von einer 
Uemen Ariteit Bitten: Über ein Ptaadozon der meduuiiMdien Wlimetiieorie; 
Wiedemanne Annilen 160, 464, 1877 und 2, 616, 1877. 

An Stelle des Gesballes, aus dem nach Kant bzw. La place das Sonnen- 
system entstanden sein soll, treten nach der Ritt ersehen Theorie höchstens 
kosmische Staubwolken, die dem Sonnensystem zufällig begegnen und ge- 
gebenenfalls zur Massen Yennehrung beitragen. Die tod Laplace aufgestellte 
Bebanptong snkseesiTer Abeondernng der Planeten yom SonoenkOrper wird 
als ülusoriM'h hingestellt und als metaphysiadie SpekolatioD betraehtet, die 
jede kritische Prüfung unmöglich ina(>ht. 

Das Werk des Herrn Emden sei hiermit jedem Leser zum ernsten 
Studium empfohlen, da die Hauptfragen der Kosmogonie, soweit sie in der 
Literatur bisher sur Spradie kamen, wisseoseiiaftlich bsiiaadelt sind. Ss ist als 
das ehrenvollstoDenkmal sn betrachten, weldies dem Geheimrat A. Ritter gesetzt 
werden konnte. Ein flbexrsieher Lehrstoff ist auf mnd 500 Seiten behandelt^) 

Hagen. " Q. HolzmOiabr. 

H* JL. Lorentz. Lehrbuch der Difltorential- und Integralrechnung 
nebst einer Einführung in andere Teile der Mathematik. Mit ho- 
sonderer Berüeksicbtigung der Bedürfnisse der Studierenden der Natur- 
wissenschaften, übersetzt von G. C. Schmidt. Zweite Auüage. Mit 257 
Abbildungen. VI n. 56S 8. gr. 8. Leipzig 1907, J. A. Barth. Geh. 
Jl 12,—, geb. J{. 13,—. 

W. Nernst, A. Schönflies. Binführong in die mathematische Be- 
handlung der Naturwiseenschaften. Kurzgefaßtes Lehrbuch der 
Differential- und Integralrechnung mit besonderer Berücksichtigung der 
Chemie. Fünfte Auflage. Mit 69 Figuren. XII u. 371 S. gr. 8. München 
1907, B. Oldenbourg. Geh. M 11,—, geb. 13,60. 

H. BmUcnll. VoaUaanngan flbar dte UenMiite dar DUBnaiilial- 
and Integralrechnmig und ihre Anwendung Eur Besohreibung 
von Naturerscheinungen. Mit 38 Figuren. XI u. 252 S. gr. 8. Leipzig 
1907, B. G. Teubner. Geb. Jl 6,—. 

Den drei genannten Werken, von denen das erste in zweiter, das zweite 
in fünfter Auflage enwheint, eignet die gleiidia Tendent; solehe Stn^Beraikton 
in die Prinsipien der höheren Ifotiiematik einftthren n wollen, welchen Diffe- 
rential- und IntegralrechBttng hanptsichlidi als Hilftmitfcel zum Stadium der 

Naturwissenschaften dienen soll. 

Das Werk des hoU&ndischeu Physikers ist in erster Autlage bereits im 
Jahre 1882 erschienen, ist aber nicht als das erste seiner Art anzusprechen, 

1) Der Unterzeichnete ließ ein Jahr vor dem Emdenschen Werke im Bleichen 
Verlage ein Büchlein erscheinen: „Elementare kosmische Betrachtungen über daa 
Sonneosystem und Widerlegung der von Kaut und Laplace aufgfstellten Hypo- 
theeea über dessen Entwiolunngsgeschicbte". Aach dieses Bachlein hat in Uenn 
Em den« Werke eine hochwissensehaftliehe Best&tigung erhalten. Leider sind auf 
dem ersten Bogen einige Druckfehler stehen geblieben, die jedem Kenntr ohne 
weiteres als solche auffallen. Der Standpunkt, von dem es axugeht, ist im wesent- 
lichen derselbe wie der des Eem Em den. Ein mitttefer Zaitana wird iwiiehen 
der Helniholtzschen und Ritterschen Thivirie angenommen. Die kftimitffheft 
Staubwolken werden, wie dort, im Schlußworte skizziert. 
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das bekaimte Lehrbuch tod Aatenheimer ist doch noch früheren Datums. 
Unter den drei genannten dürfte du Lorentssche Lelirbiieh am writeeten 

gehen, sowohl was die einführenden Kapitel angeht, als auch im Hinblick 
auf den Umfang des Stotfes. Ks lieirinnt nämlich mit dem binomischen Satz, 
den Hauptf'iijensfhut'ton der Determinanten, dem Rechnen mit komplex.-n 
Größen, den i^uadratischcn Gleichungen, bespricht kurz Partialbruchzerleguug, 
aritiunetiBdie und geometriaehe Reihen und ffihrt in die Trigonometrie und 
Vektorenrechnimg, in f^hSrisohe Trigonometrie und graphische Darstellnng 
goniometrischer Funktionen ein. Auf der anderen Seite geht der Verfasser 
bis /n »Ion Doppel- und mehrfa<'ben TntefTralen und bebandelt die partielle 
Integration bei mehrfachen integralen, wovon eine Anwendung auf die Green- 
schen 8ätze gemacht wird. Aas der Theorie der Differentialgleichungen werden 
die bekanntesten MeUioden mitgeteilt, Sjrateme ran «imvltanen Differential'' 
gleiehnngen werden behandelt im Hinblick auf die Bewegnngs^mchimgeB dnee 
Systems materieller Punkte, auch partielle Differentialglfli^ungen an dem Bei- 
spiel der Bewegungen in einer Luftsäule erörtert. 

Allen drei Werken gemeinsam ist die Voranstellung eines Exkurses in 
die analytische (Geometrie, nnd die weitere, bereits von Autenheimer ge- 
troffene Anordnung, daß auf einen ersten Teil der Differentialrechnung, der 
die Differentiation der einfacb.sten Funktionen gibt, sobald wie möglich die 
Kiemente der Integralrechnung folgen, woran sich ein zweiter Teil der Diß'e- 
rential- und der Integralrechnung schließt. 

Das dritte Werk dürfte dem Stoffumfange nach am wenigsten bringen; 
dafllr wird hier auf ErOrtemng prinsipieller Gesieht^imkte nm so grOBerer 
Wert gelegt. Auf ( Ii * Einleitung, die das Wesen der Infinitesimalrechnung 
eriirtert und die OruiKlbfuTiffp der Ditferentialreehnung am Tangentenj>robletu 
und an der Fallbewegung ciitwickelt, folgen DitlVrentiation ratinuaKr Funk- 
tionen, Differentiation irrationaler Funktionen, Elemente der Integralreehnimg, 
die Logarithmen nnd die Exponentialfonktion, Integration rationaler gebroehener 
Funktionen, Anwendung auf den Verlauf chemischer Vorgänge, höhere Diffe* 
ren t ial i luotienten, Mittel wertsatz und Taylor sehe Formel, Interpolation, Rechnen 
mit Differentialien (unendlich kleinen Größen), Funktionen von zwei Variablen, 
die trigonometrischen mid die zjklometrischen Funktionen. Charakteristisch für 
das Burkhardtsehe Buch ist» dafi ssin Yarfasser versichtet, die bekannten 
geometrischen Anwaidungen der Integnüreclmung sn bringen, dafi auf der 
anderen Seite das Rechnen mit Näherungsformeln ausfülirlioh erörtert wird, wo 
auch das gerade in der r;ef)d.'lsie üblicbe Verfahren zur Umkehrung von Nähe- 
rungsformeln mitgüteilt wird, und weiter die Interpolation durch ganze rationale 
und durch trigonometrische Funktionen. Ein Anhang bringt noch die Inter- 
polation durch Exponentiailunktionen. Eine bemerkenswerte Abweiohung tou 
der üblichen Darstellung bietet des Verüusers Einführung der Exponential- 
funktion und do.s nulürliohen Logarithmus. Herr Burkhardt glaubt dem 
Chemiker und dem Mineralogen, an wek-he er dabei denkt, diese Funktionen 

näher zu bringen, wenn er nicht, wie ftblich, vom lim ^1 attSgehti sondern 

den natürlichen Logarithmus, definiert durch das bestinmite Int^ral, nun Ans* 

gangspunkt nimmt. 

Das Werk von N e rn st und S cb o e n f 1 i es endlieb hält. « as StofFumfang an- 
betrifft, etwa die Mitte zwischen dem Loren tz scheu und dem Burkhardtschen. 
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Anch dk illiifte Auflage diMM rntq^einoliiMten LehxbndiM hat m Plan und 
Anlag» keine wesoitliohen Änderungen erfiriixen. 

Berlin. E. Jabmkb. 



0» KowalflfWSld. WnfBhTung in die fallnlteelmalreftlmnng mit einer 

historieohen Übersicht. Aus Natur und Geisteswelt Band Nr. 197. 

Mit 18 Figuren im Text. IV u. 126 S. 8. Geh. JC 1,—, geb. M 1,25. 
Will sich th'r Gehildoto ein»» Vorstt linng voi-sf lmtfen von exakter Behand- 
lung der Naturwissensdiatt-n im modernen Sinne, dann ist dies ohne Kenntnis 
der Infinitesinialrecbnung nicht mehr möglich. Es lag daher durchaus im Plane 
der ao enagezeielineten Sammlung ,^iu Natur und Oeiateswelt^, dnxdi ein be- 
BMdderes B&ndchen in dieGnmdbe^iffeand Hauptsfttze dieses Kalküls einzuführen. 
Dabei stand der Verfasser vor einer nicht leichten Aufgabe. War das Buch 
mehr auf den mathematischen Studenten zuzurichten, dann mußte die Dar- 
stellung so streng wie möglich ausfallen. Eine solche Einführung konnte 
aUerdinga anf die anderen Leaer nidit ermiitigeiid ^ntkan. Sollte Üb Blnd- 
dben einem wmtnren Bjreiae einen Begriff Ton dem Weaen der Bedmung mit 
dem Unendlichen geben, dann mußte auf strenge Begründung des Kalküls 
verzichtet und an zahlreichen Anwenduntjen tlem Leser die Fruchtbarkeit und 
Macht des Kalküls vor Augen geführt werden. Der ^'erfasser hat versucht 
einen Mittelweg einzuschlagen. Und es muß bemerkt werden, daß seine Dar- 
ateUung eine ganz ansgezeiebnete zn nennen iat, die inabesondere dem mathe- 
matischen Studenten nur dringend empfohlen >verden kann. 

Eine kurze hi.stori.sche I hersieht ist angehängt, welche über die beiden 
Erfinder der Infinitesimalrechnung, Leibniz und Newton, und ihre Vor- 
läufer berichtet. 

Berlin. E. Jaiinke. 



0. Staude. Analytieohe Geometrie des Punktes, der geraden Linie und 
der Bbene. Ein Handbuch zu den Vorlesungen und Übungen über ana- 
lytische Geometrie. A. u. d. T. Teubnera Sammlang yon Lehrbfldiem ans 

dem Gebiete der mathematischen Wissenschaften Bd. XVI. Mit 387 Figoren. 

VIII u. 447 S. gr. 8. Leipzig 1905, B. G. Teubner. Geb. JC 14,—. 
Das vorliegende Werk hat der Verfasser einem von ihre in Angriff ge- 
nommenen Lehrbuche über die Theorie der Flüchen 2. 0. als Einleitung voraus- 
geschickt „in ähnlicher Weise, wie es 0. Hesse in seinen Vorlesungen über 
analytiache Geometrie dee Banmea getan hat." Das Buch nmfitflt „in einheitiieher 
und Tergleichender Darstellung die Grundlehren der Eoordinatengeometrie in 
den verschiedenen Mannigfaltigkeiten." Die AbgrenznnLr des Inhalts ist durch 
das Stichwort „Lineare Gleichungen und lineare J'ranstormation" gegeben. 
Der erste Abschnitt behandelt die Punktreihe und den Ötrahlenbüschel, der 
Bweite die Ebene, der dritte den Baum, den Ebenenbfiadiel nnd daa Bfindel. 
In jedem dieser drei Abschnitte wird „dem hiatoriachen Gange folgend, ▼<»! 
dem Begriffe der Kartesischen Koordinaten unter Hervorb T' im l: der einzelnen 
Schritte der Weiterentwicklung bis zu den projektiven Koordiualt n übergegangen 
und an den Gebilden erster Ordnung die Aweudung der verschiedenen Koordi- 
naten gezeigt Dabei ist weniger eine erschöpfende Behandlung als eine Über» 
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siebt Uber die fBr denOebraiidi widitigeten Begriffe uadMettioden angeetnibt**-- 

Die Absicht des Verfassers, ein fDr die Praxis branchbares Buch zu schaffon, 
ist glänzend in die Tat umgesetzt. Das Werk ist nicht bloß in der ganzen 
Anlage durrhsichtig disi>oniei-t, sondern auch im einzeluen ist die Ausführung 
80 übersichtlich wie nur deukbar ; jeder Artikel ist mit einer besonderen, kiu-zen 
und treffenden Übenebrift Teneben, die saUrnchen (387) ungemein eaiiber 
auigefllhrten Figuren erleichtem eine achnelle Übersicht über die jedesmal in 
Frage kommenden Begriffe und Honennungen. Häufig gebrauchte Formelsysteme 
sind vollständig aufgestellt, auch in verschiedenen Be/eichnungsweisen, was bei 
der praktischen Anwendung des Buches viel Zeit erspart; auch das ausführliche, 
alphibetiaebe Begieter am Schlnsse ist aebr aogenebm. — 35 Seiten sind den 
im Anbang sugeflgten „Anneriningen** gewidmet „Die beiden ersten enibalten 
eine Zusammenstellung derjenigen Sätze über Determinanten und lineare 
Gleichungen, welche die überall wifderkehrenden analytischen Hilfsmittel für 
die Betrachtungen des Textes auhuiachen . . . Die übrigen Anmerkungen ent- 
halten neben Quellenangaben auch vergleichende Übersichten über die ver- 
sebiedenen Teile dee Bodies.** — ]>em Tortrefflidien Werln, das jedem, der 
mit analytischer Geometrie su tun hat, einen wahren QenvS bereiten wird, ist 
die weiteste Verbreitung zu wünschen, insbesondere kann es den Stadierenden 
nur aufs wärmste emptohlen werden. 

Halensee b. Berlin. P. ZüiiJ.K£. 



0> Hesse. Vorlesungen aus der analytischen Geometrie der geraden 
Linie, des Punktes und des Kreises in der Ebene. 4. Aufl. revidiert 
vnd ergftnzt ▼ob S. Gundelfinger. Vm u. 951 S. gr. 8. Leipzig 1906, 
B. Q. Teubner. Geb. Ul?6,~. 

Das Uassisehe Bucb von 0. Hesse neu herauszugeben, war eine dankbare 

und schwierige Aufgabe — dankbar, weil die allen Schriften Hesses eigentüm- 
liche Art, Strenge mit Eleganz zu vereinigen, zwar schon viele Nachahmer, aber 
bisher noch keinen wirklich ebenbürtigen Konkurrenten gefunden hat und auf 
jeden Leser immer wieder ihren besonderen Bess ansAbt sehwierig, weil es sieh 
darum bandelte, kleine Mlngel, deren Beseitigung die ÜMrtscbreitende Erkenntnis 
forderte, so zu beheben, daß die Eigenart des Buches nicht gefährdet wurde. 

Dem T^^arbeiter ist es gelungen, das bewährte Alte mit pietätvoller Rand 
den neuen Verhältnissen anzupassen. Die zahlreichen Änderungen im Text be- 
deuten durchweg Verbesserungen; der schon in der 3. Autlage angebahnte 
nAusbau der ZeidMoregeln" ist hier konsequent weitergefttbrt An solchen 
Stellen, wo umfangreiche Verbesserungen erforderlich schienen, hat der Be* 
arbeiter auf Änderungen im Text verzichtet, vielmehr auf die am Schlüsse zu 
einem 21 Seiten starken Anhang /usaniniengestellten Ergänzungen und Zusätze 
verwiesen, „um den einheitlichen Charakter des Ganzen nicht zu beeinträchtigen.*^ 

Dem in seiner Art immer nodi nnflbertroffenen Budie ist Ton Hersm sn 
wQnseben, daS es aueh in der vorliegenden Gestalt die ihm von seinem Ver> 
iMser gestellte Aufgabe, „gefällig anzuregen und zu weiteren Entdeckungen 
sa ermuntern'', mit demselben Erfolge wie bisher erf&llen möge. 

Halensee b. Berlin. P. Zühlks. 
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MorltlGtttor. Yorlewmgen ftlug QftioMfliitt der Ifatliiiiiwtllr. Svifeer 
Band: V<m d«i Utesken Zeiton Ins tom Jahra ISCK) n. Chr. Dritle Auflage. 

Mit 114 Figuren vl 1 lithogr. Tafel. VI u. 940 & gr. 8. Leipng 1907, 

B. G. Teubner. Geh. Jt 24—, geb. M 26.—. 

Als M. Cantor 1898 im 09. Lebensjahre den dritten Band seiner Vor- 
lesungeu in die Welt sandte, äußerte er sich in der £inleit\mg, die wie ein 
wissenschaftliches Testament kUngt, dafi sein Anteil an der Geschichte der 
llatiieraatik ToUffiidst sei, nnr die He»asgabe neuer Auflagen der Torhandenea 
Binde rechne er noch sn seiner Aufgabe. Jetst — 10 Jahre später — liegen 
nicht nur alle drei Bände in zweiter Auflage vor, sondern es ist ein Stab von 
Mitarbeitern auf seine Anregung gesammelt worden, um einen vierten Band zu 
bchaöeu, an dem er auch selbst Hand anlegt. Nunmehr ist sogar der erste 
Band in dritter Auflage ersehimien. Welch reiehe Tfttigkeit an einem Lebens- 
abend, der wenigen gegeben ist. 

Ungeahnt ist die Geschichtsforschung der mathematischen Wissenschaft 
in dem letzten Jahrzehnt gewa(h.«;en. Wo einst M. Cantor die Samen der 
neuen Wissenschaft legte, ein einsamer Arbeiter auf brachem, aber jungfräulich- 
firaehtbarem Boden, da glänzt jetzt üppige Saat Dem Meister ist es beeehieden, 
sieh seiner Ernte zu freuen. Ein großer Kreis von Helfern ist ihm Mitstanden, 
so grofi, daß die geleistete Arbeit insgesamt zu übersehen schon anfängt Sehwitfig* 
keiten zu machen. Mit Eifer hat Cantor die neuen Fortschritte nach Möglich- 
keit beobachtet, sie nach Möglichkeit zur Hevision des ersten Bandes benutzt. 
Und kommen Kritiker und weisen diese oder jene weitere Yerbesserungsfähig- 
keit nadi, so ist es ihr Amt; aber sie trflben moht dm gewaltigen Eindruck 
des großen Werkes, das das feste Fundament unserer Forschung bildet. Man 
dankt es Eneström, daß er in seiner Bibl. math. nach ideal angelegtem Plan 
eine Stelle geschaffen hat, au der weitere Ergänzungen und Richtigstellungen 
in übersichtlicher Weise von den verschiedenen beteiligten Gelehrten zusammen- 
getragen werden. Man fiMse die „kleinen Bemerkungen**, die dort einlaufen, 
nicht als kleinliche Nörgelei auf; gerade sie beweisen die Hochachtung vor 
dem Werke des Altmeisters, sie wollen ihm zur möglichsten Vollkommenheit 
auch in den kleinsten Einzelheiten verhelfen. 

Band Ic ist um 58 Seiten gewachsen. Wo neue Quellenschriften ver- 
OlRuitliebt wurden (Hippokrates, Heron u. a»), sind um&Dgreiohe Über- 
axbaitnngen vorgenommen worden. Die babylonische Mathematik ist, den 
jetzigen Kenntnissen entsprechend, der ägyptischen vorangesetzt. Bei der 
indischen ^^athematik kommen die neueren Forschungen zur Geltung. Die 
Öteliungnabme in der Boethius frage ist geändert u. a. m. In jedem Ab- 
schnitt hat die Kleinarbeit eingesetzt, oft nur dem Fachmann sichtbar. 

Berlin. J. Tropheb. 



lax Simon. Didaktik und Kethodik des Beolmeiia und der Hatho- 
matiki Zweite, umgearbeitete und vermehrte Auflage. (Sonderausgabe 

aus Dr. A. Baumeisters „Handbuch der Erziehungs- und Ünterrichtslehre 
fBr höhere Schulen" i. VIU u. 206 S. gr. 8. München 1908, C. H. Beck. 
Geb. Ji 4,50, geb. .^,r)0. 

In der ersten Auflage (1896) 128 Seiten stark, ist das vorliegende Werk 
jetat auf 806 Sdten gestiegen. Die Zuifttie betreflSeii Darstellung und Kritik 
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der aeneren Beftrebnngen auf dem Gebiete des mathematisolieii üntemchtet, 

Vemiehrung des Literaturmaterials, Ergänzung der historischen Notizen. Der 
▼erarbeitete Stoff ist außfrordentlich p-roß und reicht zum Teil weit über das 
Thema hinaus. Wer Simons Scbrift^'n kennt, weiß, daß der Verf. stets aus 
dem Vollen seiner ureigensieu Erfahrung spricht. Die Subjektivität, die das 
Ganze mit einer aggresgiyen Frische durchweht, regt an und fesselt den Leser, 
nicht zam wenigsten auch durch den Widersprach, den die vorgetragenen An- 
sichten hervornifen. Man wird in sehr vielen Punkten mit Simon nicht ein- 
verstanden sein können, und doch imponiert auch dem Andersdenkenden die 
Wucht der Persönlichkeit, die aus jeder Zeile spricht. 

Die Lektüre der Sdurift iit indit leiöht; man muß fiut adum dk Matscie 
behenrs4dien, wenn man sidi durdi die aphoristisdieDarstelhmg hindnrehriagen 
will. Die Einleitung lese man auf keinen Fall zuerst. Eine größere Aus- 
führlichkeit wiiie oft ani^cbracht. Die Kritik fremder Ansichten setzt häufig die 
Vertrautheit des Lesers mit diesen und den betreffenden Schriften voraus, so daß 
Anfänger oder gar Laien beim besten Willen nicht folgen können. Die vielfachen 
Verweise aof empfehlenswerte Literatur wflrdMi, in Anmerlnmgen nntergebradit, 
den Zusammenhang weniger stören und könnten dann auch konsequenter 
ausgebaut werden. Das Hervorheben der eigenen Leistunt:en behagt selten. 

So verdienstvoll die historischen Beinerkun^'en des Veii'assers sind — sie 
sind bekanntlich die Früchte emsiger eigener Literaturarbeit — , so gehen sie 
dodk an manchen Stellen Aber den Bahmen einer „Didaktik und Methodik^ 
hinaus. Ich verweise auf den Exkurs über die 60-teilung, die flbrigens un- 
glücklicherweise, recht unmotiviert, zwischen die Besprechung der verschiedenen 
Winkelerklliningen eingeschoben ist, auf die Geschichte der komplexen Größen, 
auf die der algebraischen Zeichen, die beinahe kleine Sonderabhandlungen bilden. 
Auf dem Gebiete der Gesdiidtte der If »tlieaiaülc ist in dea letaten Desennien 
stark gearbeitet; Simons Angaben «itspreehen nicht immer diesen Fortsdiritten 
und sind im einzelnen recht verbesserungsföhig. Aber daß er soviel Wert auf 
die ( Jeschichte der Mathematik im Interesse eines lebendigen Unterrichtes legt, 
kann nicht hoch genug angerechnet werden, und wem der eigene mathematische 
Unterricht lieb ist, der folge den Fußtapfen, auf denen Simon vorangeht 

Berlin. J. Tropfke. 



W, Ahreu8. Briefweoheel swiechen C. Q. J. Jaoobi und M. H. JacobL 
Mit zwei Bildnissen. XX u. 262. gr. 8. Leipzig 1907, B. G. Tenboer. 
Geh. JL 6,90, in Leinwand geb. JL 7,50. 

Selbst Heine, der ein Gegner der Veröffentlichung von Privatbriefen war, 

gab zu, daß die Geschichte eines Dichters leicht Aufschluß über sein Gedicht 
erteilt, imd daß sicli sehr oft nachweisen ließe, daß ..politische Stellung, Reli- 
gion, Privathaß, Vorurteil und Hücksicht auf seine Gedichte eingewirkt'^ haben. 
Gleiches gilt audi Ihr die Mathematiker imd Physiker besQglieh ihrer Sehriflen 
und Leistungen. Über den enieherischen Wert geschichtlicher Forschung flber- 
haupt kann kein berechtigter Zweifel aufkommen. Nur der Weg über das 
Werden führt zum Gewordenen, und solche Briefwechsel bilden neben den 
Fachwerken selbst die wesentlichen Beweisstücke zur Lebeusgeschichte be- 
rOhmter Mimier. Sie zeigen die Fiden, um lose Erscheinungen zu verknüpfen, 
und klKren manchee Dunkel auf. 
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Wer die vorliegende AxWl Ton W. Abrens liest, wird dies sngebexi 

müssen. Die BrQder Jacobi gehören dem Hochadel der Wissenschaften an. 
Sowohl der Berliner Miitlit matikcr als auch lit-r ]\>tersburger Physiker hahen 
Hervorragendes geleistet. Aus dem Briefwechsel entnimmt man, wie sich 
die Brüder lu ihrer Entwicklung beobachteten und gegenseitig beurteilten. 
Zum Stauneii ist es, wie der hodhiheoretiache MafhematÜBer die praktiaehen 
Leistungen seines Bruders in der Galvanoplastik und in der Elektrotechnik 
hoch.srliätzte — ein VnrL^an;,', der in der nach gaußaolien Periode dorch Jahr- 
zehnte aussetzte und erst jüiiLTst wieder hervortrat. 

In der Laienwelt war nur der Petersburger Bruder berühmt gewesen, und 
der KOnigsberger hat auf seiner itaUeniseben Boise 1848 neidlos die YtrwmAa- 
Inng mit aeinein l^der ertragen mfisaen. Er sehrieb ihm: 

Das gl oBo Volk war übraaU wieder in wahrer V«rsweiflnng, daB ieb es 
war und nicht Du; „Monsieur, nous avons beauooup profite ici de vos pro- 
cedes de dorure." „Pardon, Monsieur" usw. Deine Verehrerin Mistreß Somer- 
ville (die bekannte Physikerin), ein gutmütiges altes Frandien, war ganz 
stell, daB Dn ihr Ton den ersten* (galTsnoplMtiscben) Platten gesebickt, die 
sie .sich naeb Florenz kommen liefi und damit den Großherzog von Toskana 
in Erstaunen setzte; sie sprach so immerfort bloß von Dir, da Ii Di rieh! et 
und ich in <iie größte Heiterkeit kaiiu'n, und mir die Diriehlet (die Frau des 
gleichzeitig ui Italieu weilenden Mathematikers Dirichlet, eine Schwester 
Felix Mendelssohns) sn Weihnachten nm ihr Oesdienk sehrieb, al fratello del 
eelebre Jacobi** 

Von einer andern Dame mußte er die Frage über sich ergehen lassen: 
Sind Sie der Brudf-r dos berühmten JacobiV worauf er schlagfertig entgegnete: 
Nein, das ist mein Bruder. 

Neben etwas Schenhaflem enthalten die Briefe aber Tiefernstes. Das 
traurige Schicksal des HathematikerB wird wohl bei jedem Leser Teihiabme 
erwecken. 

Das fleißige Buch verdient bei allen Belangnehmenden Aufmerkaamkeit 
und sei ihnen warm empfohlen. 

Budapest. Josef Heuzuu. 



Phil. Häfner. Stromvertoilungssysteme und Berechnung elektrisoher 
Iioitungen. Mit 276 Abbildungen. VIII u. 32G S. 8. Hannover 1906, 
Dr. Msx Jineoke. Geh. JC 8,—, geb. jM 8,60. 

Der Verfiuser bSlt über diesen Oegnistand am Staatsteehniknm in Bremen 
Yorlesongen. Dieses Budi, weldies ab IX. Band der Bepetitoiien der Elektro» 
technik von A. Königswerther erschien, soll in erster Linie seineu Schülern 
7nr tVachhilfe dienen. Die ( ileich.stromleitungen werden aus lehrkundiger 
Bücksicht von jenen für Wechselstrom getrennt behandelt. Nachdem die 
Terteilongss jsteme besdnieben rind, wird auf die Netsennittlnngen eingegangen. 
Hure widerstandstrene Umbildung wird dnreh Zahlenbeispiele erlftntert Dem 
Gleichstrom ¥ndmet der Verfasser 220, dem Wechselstrom 95 Seiten. Viele 
Teile des ersten gelten natürlich dem zweiten auch. Die Probleme des Wechsel- 
\md Drehstromes haben in den langen ober- und unterirdischen Leitungen 
große Bedeutung erlangt. Da sie aber größere mathematische Kenntnisse er* 
ibrdeni, so wurde anf die Litevator rielfiwh yerwiesen. Den Berechniingm 

AMklT dar MMhMAtlk «bA V^fiOk. in.n«llM. xm. SS 
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an LeitMTgelnldeii sind bereitB GauB, Maxwell, Kirchboff, BosBolia und 
andere na^ litrou'angen. Mit der Entwicklung der Starkstromtechnik haben diese 
Fragen seit 1 H90 praktische Wichtigkeit erlangt. Die englische Meinxmg aus jenen 
Erstlingszt itt n. daß es sich dabei bloß um Enveiterungen der Kirchhoftsi hen 
Gesetze baudtiit, mußte dem wachsenden Bedürfnisse weichen. Auch die 
selbetiMihe Anrieht maneher Masohinenbaaer, die derVerbessening des Maschinen- 
Wirkungsgrades am 0,5 vom Hundert nicht genug Aufmerksamkeit schenken 
konntou, dat^'ogen den wirtschaftlich weitgehenderen Bestrebimgen beiniLt-itunps- 
bau fremd, weil ohne Verständnis, gegenüberstanden, ist wohl im allgemeinen 
verschwunden. 

Das Buch eorflDdlt seuien erstrebten Zweek als erste EiafShmug m die 
Lettongsbereohnnngen. 

Bndapeat « — Joanr Hskboo. 

JoamÜsTenieri d« tciaiigiilis apliMrioislibrl qnatnor, da mateoKOMMqpüa 

libri sex <mm prooomio G. J. Bhetici. I. De triangulis sphaericis 

libri qiiatuor. Von A. A. Bjümbo. Mit 1 Bildnis, 12 Seiten Wiedergabe 
der Einleitung zur Original-Ausgabe, Cracau 1557, in Facsimile und 211 Fig. 
im Text. III u. 184 S. gr. b. Leipzig 1907, B. G. Teubner. Geh. JC 8,—. 

Der Nürnberger Pfarrer Johannes Werner (1468 — 1528) war ein be« 
geisterter Mathematiker und Astronom, an Beföhiguog heranreichend an seinm 

großen älteren Mitbürger Regiomontan (1436 — 1476). Die Hauptwerke 
beider, de triangulis libri V des einen, das obige de triangulis sphaericis libri IV 
des anderen, hatten das gleiche Schicksal, ihre Schöpfer starben über ihnen hin- 
weg, liegiomontans Werk erschien — unvollendet, wie es war — im Druck 
erst 1538, Werners Manoskript wnrde mit Mflhe Ton IVennden ans dem Nach> 
lafi vor dem Untergang gerettet und wanderte dann von Hand zu Hand; ein 
Versuch des Rhuoticus, es zum Druck zu geben, kam über eine Einleitrmg 
nicht hinaus, da Khaeticus in seinem Opus Palatinum selbst Größeres zu 
schafi'eu suchte. Schließlich war das Schriftstück verschollen. Soviel Nach- 
richt ut nur auf uns gekommen, daß Werners Sohrift die Dreiecksbfidiar 
Begiomontans weit Übertrag daB Werner in ihr rechnmehe Methoden 
(sogenannte prosthaphAretische) schuf, die die Vorläufer logarithmischen Redl- 
nens bilden, und daß das Manuskript auf seinen Wanderungen zuweilen 
eigennützig, wie von Apian, ausgebeutet wurde. Mit großem Scharfsinn 
hat unser bester Kenner der Gleschichte der Trigonometrie, y. Braunmfihl 
(vgL dessen Vorlesungen nur Gesohiohte der Trigonometrie) das ErBnderredit 
jener vorlogarithniischen Methoden für Job. Werner festgelegt. — Jetzt fügt 
es ein seltener Zufall, daß eine Handschrift dos Wern ersehen Werkes in der 
vatikanischen Bibliothek aufgefunden ist. Björnbo, der glückliche Ent- 
decker, ist als Schüler v. Braunmühls besonders berufen, die lange vermißte 
Schrift in einem Abdruck der Öffentlichkeit sa übergeben. Aller Wahr> 
scheinlichkeit nach ist das gefundene Manuskript eine Reinschrift, die Rbae- 
ticus zu dem Drucke aus den sehr in Unordnung gekommenen Original« 
blättern des Werner hatte herstellen lassen. 

Die Untersuchungen v. Braunmühls ünden sich nach Kenntnisnahme 
dee Lihalts gllnzend bestttigt. Erst jetst lernt man die ganse Bedeatung des 
einfachen Nftmberger Pfarrers kennen. WSre sein Werk voUendet seiner Zeit 
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flbMgebtii wordm, dum hfttte die Entwieklung der Trigonometxie «in guu 
•nderea Tempo eingeeehlagen. 80 brachte erst Vieta (1698), dann die ESn- 
fUming der Logarithm«! ^eper 1614) die Trigonometrie m einer neuen Bülte. 

Bezün. J. TBOivn. 



W«^W» SOVM BaIL Hietoire dee ICathörnatiques. Edition fran^aise revne 
et augmentee traduitf sur la troisit'rne editiou anglaiso par L. Freund. 
Paris 1906. A. HeriDatin. Tome premier. Tome deuxieme, avec des 
additions de R. de Montessus 1907. 

Von W.-W. Kouse Balls Geschichte der Mathematik (3. Aull. 1901) er- 
schien 1903/4 eine italieniacheÜbersetnuig vnter Mitwirkong yon Loria, jetzt 

ist auch eine französische Ausgabe veran.staltet. Der Vorlage ist getreu ge- 
folgt; ihre V(»rzüge, aber auch Nachteile sind bewahrt. Eine vollzogene Re- 
daktion hat die Fehler des Originals bis zu einem gewissen Grade auszujjleichen 
gesucht; indes sind verschiedene Ausstände, die schon bei der italienischen 
Ausgabe gemaoht worden and (vgl. EneatrOm, BihL matir. V,, 313), nieht 
berOcksichtigt. — Das Ball sehe Werk gibt mehr eine biographische Dar- 
stellung; Leben und Werke der einzelnen Mathematiker werden in historischer 
Folge geschildert. Es fehlt aber der rote Faden, die Betonung des Ent- 
wicklungsganges in der Mathematik; hier kann Ball mit unserem Cantor 
nicht in WeStewerb treten. ISnidne Kapitel, beeondexs naeh der Neoseit 
hin, befriedigen diesen Anspmeh mehr. — Bd. I IBhrt bis Huyghens, Bd. II 
reicht von Newton bis auf die Gegenwart. Anhänge sind: Vieta als Geometer 
(M. Chasles), Nepers Ablandlunpen über die Tjogarithmen (Biot), Kt pler 
(M. Chasles und J. Bertrand\ die Dynamik bei Galilei und Huyghens 
(Mach, £. Bertrand), Statik (P. Duhem), die geometrischen Methoden 
(G. Darbe ux). 

Berlin. J. Tnopra. 



F. BndiO. Der Beiidlift dm SlmpUoiiia fib«r dio QnAdntimn doa 
Antiidum und d«0 Hlppokratea. 1. Heft der Urkunden zur Ge- 
schichte der Mathematik im Altertum. Griechiseh nnd deutsch. Mit 
einem historischen ErUiuterungsberir bte als Einleitung. Im Anhange er- 
gänzende Urkunden, verbunden durch eine Übersicht über die Geschichte 
des Problems you der Ereisquadratur vor Euklid. Mit 11 Figuren. X u. 
184 a 8. Leipsig 1907, K G. Tenbner. Steif geh. M 4,80. 

Die angeaeigte neue Schrift Budios ist znm Btadiom sehr empfehlenswert: 

sie ist ausgezeichnet durch strenge WissenschltfUiehkeit und vollendete Dar- 
stellung. Rudio stellt die alten Urkunden zur TCreisquadratur aus der Zeit 
vor Euklid kritisch zusammen. Im Mittelpunkt steht der bekannte Bericht 
des Philosophen Simplicius (6. Jahrh. n. Chr.), den dieser zur Erläuterung 
einer AristotelessteUe flbor die MOndchen des Hippokrates verfaBt hatte. 
Diesen Text rein und in der richtigen Auffassung dargestellt und auf seine 
Quellen zurückgeftthrt zu haben, ist Radios eigenstes Verdienst (vgl. Bibl. 
math. 3, und 43). 

Vorausgeschickt ist ein historischer Erluuteruugsbericht. Der Text des 
Simplieins ist Tom einer trefflidien dentsehen Überaetsung begleitet Besonders 
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im Drack hervorgdioben sind die Stollen, die Simplicins der Qeschichto der 
Qeometrie von Eudemus (am 320 v. Chr.) wörtlich entnommen hat und die 
wahrscheinlich zum Teil eine Abhandlung des Hippokrates von Chios 
(450 — 430 n. Chr. in Athon i wifder^cben. Die ältere Darstellung Brett- 
schneiders, der zuerst diesen Text als wichtig für die mathematische Geschichts- 
forschung erltuuit hatto, war s. T. wideninnig gewesen und hatte dem 8im> 
plicins bei den Mathematikeni den Buf eines hOofart nngesdiiekten, ja im- 
ftlhigcn Menschen zugezogen. RudiOB Textkritik und Deutung bestätigt jetzt 
das Ausoht'ii, das Siniplicius bei unseren modernen Philoeophen als f,treS- 
licher Aristoteleserkläror" genieÜt. 

In einem Anhange gibt Rudio weitere Urkunden zur Geschichte der Kreis- 
quadratnr (Aber Anaxagoras, Hipparch, Antiphon, Bryson, Hippias), 
immer im Original und in gleichmäßig gater Ühereetanng. Sehr willkommen 
ist das Wurterver/.pichnis am Schluß. 

Als erstes Heft eines noueii Vcrlagunternobiiiens der Firma B. G. Teub n lt 
„Urkunden zur Geschichte der Mathematik im Altertum" führt sich der vor- 
liegende Band anft besto ein. 

Berlin. J. Tsopm. 



Fritz Krauss. Die Thermodynamik der Dampfmasctiinen. Mit 17 
Figuren. VHI u. 142 8. 8. Berlin 1907, Jolins Springer. Geh. 3, — 

Die kleine Sehxilt kOnnto als das Buch von der ^tropie beieiehnet 
werden, denn diese ist es, deren Behandlung sich der Verfasser mit der vor» 

liegenden Arbeit hauptsächlich zur Aufgabe gemacht hat An dem Beispiel 
einer Dampfmaschinenanlage, welcbf von Anfang bis zu Ende zahlenmäßig 
durchgerechnet wird, versucht der Verfasser zu zeigen, auf welche Weise sich 
der Satz yom Zuwachs der Entropie bei der Betrachtung des Arbeitsprozesses 
in dessoi anfeinaaderfolgenden Abschnitten darstelli Es li^ dn Etoushea 
Wahrheit darin, wenn Verfasser — vielleicht in etwas zu schroffer Weise — 
behauptet: „Für den Begriff der Entropie sind manchtniei Definitionon ver- 
sucht worden, von denen viele die Eigeutüiulichkcit haben vollkonunen un- 
verständlich zu sein; die verständlichen Detinitiuneu sind dagegen zum großen 
Teile unrichtig**. Daß es nicht ganz einfooh ist den Begriff der Entropie xa 
erklären, beweist Verfasser selber dadurch, daß er seiner eigenen Erklärung 
zwei volle Kapitel von zusammen 24 Seiten widmet. Es muß aber anerkannt 
werden, daß es ihm, hauptsächlich mit Hilfe des genau durchgerechneten 
Zahlenbeispieles, gelungen ist, den uuauschaulichen, schwer mit Worten zu 
erUirenden Begriff dem VentSadnis niher su bringen, und es durfte auch für 
▼iele Fachleute neu und fesselnd sein durch die auf Seite 115 llbersiehtlicih 
zusainmengestellten Ergebnisse des durchgerechneten Beispieles zu erfahren, 
wo und in welcher Höhe die bekannten großen Arbeitsverluste l)ei der Er- 
zeugung des Dampfes und seiner Verwertung in der Dampfmaschine auf- 
treten. 

Das klar gesehriebene Unne Buch kann nicht bloß Theoretikern, sondran 
anch allen in der Praxis stehenden Dampfmaschinen-Ingenieuren und Besitiem 
Ton Dampfmaschinenanlagsn angelegentlicb empfohlen werden. 

Grunewald. B. Vatbb. 



Digitized by Google 



B«senii(men. 



357 



Weener-Dallwitz. Die Explosions-Gasturbine als Beaktionsturbine 

(als einstufiger SchnellUnfer! > in Theorie und Konstruktion. Mit s Abbil- 
dungen. 55 S. 8. liostock i. M. 1908, C. I. £. Volckmann Naciiiolger. 
Geh. M 1^. 

Hfttte Yerfiuser seine Studie auf das üieoretiscbe Gebiet besehHliikt, so 
wire die AUtandlung vielleiclit ganz fesselnd m lesen gewesen. Da sie aber 
darauf zugeschnitten ist, nicht nur eine überhaupt mögliche Ausführbarkeit der 
beschriebenen Explosions-Gasturbine nachzuweisen, sondern sogar auch nach- 
zuweisen, daß eine solche Turbine „unübertreffbar einfach und wühl auch leicht 
und billig ist^ (S. 53), so mnfi denn dooli dagegen Einspnidi nhob«i werden. 
Bedit kffiin behauptet der Heir Verfasser in dem Y<»rwort mit Blicksicht auf 
die Terwickelto Bauart der bisher (nebenbei bemerkt fast durofagftngig wohl 
nur auf dem Papier) vorhandenen Gasturbinen: „Die durchgreifende Verein- 
fachung ist nun gelungen!^* Siebt man sich aber am Schlüsse des Buches in 
Tabelle IV die Ergebnisse der eingehenden Berechnung an, so findet man unter 
anderem Folgendes: Die „unUberfcreifbar einfacho" Turbine besitzt s. B. bei 
einer Leistung TOn nur 100 PS ein Bad von vier Meter Durchmesser und arbeitet 
selbst dann noch mit 2325, ja sogar unter Umstünden mit 4 750 Um- 
drehungen in der Minute (!), eine Turbine von 1000 PS bei einem Kaddurch- 
messer von 3 m mit 1590 bis 3180 Umdrehungen in der Minute. Daß sich 
bei Haterialbeanl|[imehungen, wie sie hier auftreten, und den daraus noh er- 
gebenden hoben Material- und Herstellungdrosten eine Maadiinen&brik bereit- 
finden würde eine solche Turbine auch nur zur Probe zu hauen, möchte ich 
bezweifeln. Die Gründe für die Mißerfolge der berühmten und sicherlich 
interessanten Ki edler- Stampf- Turbine scheinen dem Herrn Verfasser un- 
bekannt geblieben zu sein. 

Grunewald. R Vatis. 



Tapla. Gmndzüge dev nledarmi 0«odtale. ÜL Kartierung. Mit 14 
lith. Vn u. 107 8. gr. 8. Wien 1906, Fr. Dentieke. Geb. A 3,60. 

Das sehr eingehend und klar geschriebene Bueh bespiieht sunächst in er- 
schöpfender Weise die Kurtiening der Vermessungsergebnisse mit gewöhn- 
lichen Zeichenrequisiten und besonderen Kartierungsapparaten. Es folgt so- 
dann ein für die Praxis in verständiger Kürze geschriebenes Kapitel über 
Ausglnohungsreehnnng. Ausfllhrlich wird dann die Kartierung der Polygon- 
zfllge, Dreiedcsketten und -KotM, sowohl mit den gebrftuddiohen Kartierungs- 
apparaten, als auch durch Bechnnng besprochen. 

Die Triangulationen TV . Ordnung, die Netz- und Punkteinschaltungen 
sind hauptsächlich nach Xähcrungsmethoden behandelt, dem praktischen 
Zwecke des Buches entsprechend. Es ist jedoch auch der Weg zur strengen 
Ausgleichung der Dreiecke höherer Ordnung in allgemeineii Zflgen geieigt 

Einige Beispiele aus der Praxis w&ren erwünscht gewesen, ot)^'leioh jeder 
praktische Landmesser, Itir den das Buch ja geschrieben ist, seine Bereehnungen 
nach der gegebenen Anleitung mit r,eichtigkeit durchführen kann. 

Vierzehn bet^ueme mit dem Text zu vergleichende Tatelu erläutern die 
Darstdlung in anadiaulieher Weise. 

Bfltlin. K. FuHuumr. 
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Klftnser und Lahn. Lehrbuch der VermessungpBkunde. FOr den 

Gebraui h an ( Icworbesohulen zutjleich als Hilfsliuch für Bau- und Maschinen- 
Techniker usw Bearbeitet und herausgegeben von Alfons CappillerL 
3. Auflage. Mit 109 Figuren und 1 Tafel. VI und 138 S. gr. 8. Wien 
1906, F. Denticke. Geh. JC 8,—. 

Dm L«lirbnoh enthilt in den drei Haoptabsohnitten: I. du Feldmessen, 

IL das Nivellieren, III. das Situationszeichnen tind die TetVAindarstellung und 
einen Anlian<.': „Pruktiscbo Anwcnduniren ib's Feldnicssens und Nivullierens", 
eini' 11. ersieht ül»er dif wesentlichsten Gebiete der Vennpssun^'sknnde in einem 
dem Zwecke des Lehrbuches entsprechende u Uuitauge. Die leichttaüLiche Dar- 
stellung wird in hinreidiender Weise durch gute Figuren nntersttttet 

Eine besondere Tafel „Konventionelle Bezeichnungen für Situationspläne*^ 
enthält die Darstellung des Gel&ndes nach den Österreichischen Katastralvor- 
Bchrifteo. Bei der Besprechung des Theodolits §i? 51 — 54 hätte wohl, ohne 
den Umfang des Buches zu sehr zu erweitem, der Repetitions- Theodolit und die 
entsprechende Winkelmessung kurs erlButert oder wenigstens erwähnt werden 
mttssen. 

Zu § 67 ist zu hemerken, dafi der Punkt c durch Seitwärtsabsrhneiden 
einfacher gefunden wird, indem man zu dem Strahl c'JB, welcher den Funkt b 
nic/ä schneidet, durch b die Parallele und endgültige Linie bc zieht. — 

Die in § 112 gegebene Formel fOr Inhaltsberechnung lach Koordinaten 
UBt sieh auf eine für die Bedmung bequantre Fonn bringen; 

= Ji'k (-^,.1 - ^„-i)l - - 1/„_01. 

Man bekommt hiernach den Inhalt ziaitnal und hat eine Kontrolle. 

Für das Nivellieren ans der Mitte" §§ 146 wäre ein mvtUemefätpnrio- 
koü erwünscht, welches sowohl die Koten der Endpunkte als auch die der 
Zwisdienpunkte gibt. 

Zu dem ,.!*rntoknll einer tachymetrischen Aufnahme" § 151 wäre auf 
Tafelwerke aulmurksam zu machen, z. B.: „Ililfstafelu für Tachjmetrie von 
Jordan, Stuttgart J. B. Metzler 1899." 

In diesen ist die Höhe H' nicht aus der Distans D', sondern aus dem 
Lattenabsehnitt L berechnet : 

. (c + kL) i sin 3a 

und dementsprechend ans Tafeln für cos- c, und sin 2 a berechnet. 

Zu §150 wäre zu erwähnen, daß die Holie des Auf- und Abtragcns wohl 
nullt immer berechnet v.u werdet) braucht, sondern auf dem überhöhten Prohl 
direkt nttpegriffen werden kann, 

Berlin. K. Fuhumann. 



H. Soyka. Frftslaioiui-WlnkelUiieal. Berlin 1908, F. Ashehn. JC 0,50. 

Das Präzisions-Winkelliniul enthält einen Transporteur und Maßstab sowie 
Parabel, Ellipse und llyperbel nebst ihren Bestimmungsstücken. Brennpunkte, 
Achsen und Leitlinien sind ohne weiteres ablesbar. Der Apparat dürfte sich 
fflr den Unterricht in der analytischen Geometrie als recht brauchbar erweisen 

Berlin. E. Jahnke. 
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J. Schick. Barytomik. Mit Fig. und 1 Tafel. 78 8. gr. 8. MflnohMi 1907, 

G. Franz. Oeh. Ji 2.—. 

Sei P ein beliebiger Punkt in der Ebene des Dreiecks ^4 />'C auf dessen 
Seiten von P aus Lote gefiiUt worden Die Fußpunkte dieser Lotp bestimmen 
das zu P gehörige Fuüpunktendreieck mit den Seiten «j, \t c,. Dann unter- 
sncbt der Yerfuser Fragen der folgendMi Art: Wann ist la^ + m2>' + 'x^i 
kimstant? 

Was an der Arbeit auffällt, ist die Fülle neuer, hochtönender Namen fttr 
„olle Kamellen". Weshalb „Barvtome" oder „apikale Querlinie" für Ecktrans- 
versalo, „Doppelbarytome'* für beliebige Transversale, wo doch unter Trans- 
versale allgemein eine beliebige Gerade in der Ebene des Dreiecks verstanden 
irird? nBaiytomenpol** fttr Transversalsiisohmttpankt? „Pedaler Ortf* ftr Ort 
der Foßponkte? 

Berlin. S. Jahmkb. 



H. Neikes. Der goldene Schnitt und die „Geheimnisse der Obeops- 
pyramide". Mit 1 Tafel. 20 S. 8. Cöln 1907, M. Du Mont-Schanberg. 

Geh. Ji 1,20. 

Als Max Eyth noch Baschmahandi in Oberägypteu war, tiel das Bach 
des sohottisoihen Astronomen PiassioSmyth Aber die Gbeopspjrainids in seine 
Binde. Hi«r las er, daS die Höhe der l^yramide sich snm Umfang der qnad« 

ratisdhen Grundfläche verhalte wie der Halbmesser /.um Eroisumfange, genau 
bis zur fünften Dezimale, womit der Nachweis erbracht sei, daB dem Erbauer 
der Cheopspyramide die Zahl it bereits bekannt gewesen sei. Die Begeisterung 
über diese Mitteilungen von Smjth packte den Oberingenieur derart, daß er 
sieh fainsetste und dm wundervollen Bernau „Der Kampf um die Cbeopspyramide^ 
schrieb. Ein neues Opifer pyramidaler Be^^eisterung ist Herr Neikes. Er 
findet, dali die Cheopspyramide „nach dem ilaüverbültnis des g<iMenen Schnitts" 
erbaut sei, daß ,,das in England not h houte in (Jellung heHnUlirlie Längenmaß, 
der englische Fuü, beim Bau der Cheopspyramide die Maßeinheit gewesen sei, 
und daB dieses Maß donnaeh von den idten Ägyptern auf die Englinder auf 
einem wohl schwer festzustellenden Wege übergegangen ist." „Es wird damit 
aber auch bewiesen, daß der Erbauer der Pyramide das wunderbare Maß- 
verhältnis des iroldenen Schnitts sehr genau und besser t'f'kannt hat, als die 
größten Baukünstler späterer Zeiten büi auf den heutigen iag-^' 

Berlin. £. Jau.nkl. 



M. Abraham und A. Töppl. Einführung in die Maxwelleohe Thoorie 
d«r ■Mriaciattüt I. Dritte Auflage. Mit 11 Figuren. XVm n. 460 8. 
gr. 8. Leipsig 1907, B. 0. Tenbner. Geb. JI 12, — , 

Nach kurzer Frist ist bereits eine neue Auflage der Abrahamsohen Neu- 
bearbeitung notwendig geworden, ein Beweis einmal für die Vortreflflichkeit 
des Werkes, andererseits aber ein erfreuliches Zeichen dafür, daß die Zahl der 
Physiker, Techniker und Mathematiker, die der Maxwellscheu Theorie Inter- 
esse entgegenbringen und sich mit der Ydctoi^ndie befreundet haben, im 
Wachsen begriffen ist. 

Berlin. B. JAmnca. 
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Batschl&ge und ErlSuterangen für die StxidieTenden der Mathematik 
und Physik an der Universität Göttingen. Herausgegeben von dor 
Dirtiktiou des mathematisch-physikalischen Seminars. Mit einem Anhang: 
fitatntttii dM mafheaiatisdien Lesezimmen. Neue Ausgabe. 81 8. gr. 8. 
Leipdg 1907, B. G. Teubnor. Qeb. JL 1, — , 

„Die Schrift enth&lt eine ftbe rwd i tt i c he Beschreibung der aa der Göttinger 

Universität bestehenden Unterrichtspinrichtungen für Mathematik und Physik, 
wf'lcho <lie StudieriMiden dieser Fächer nach Möglichkeit über dtm Umfang 
dieser Emrichtungeu und ihre spezitische Bedeutung und Weciiselbeziehung 
auf kl&ren und ihnen dadurch die sachgemftfie KniiölitDiig ihsur ttodieii er> 
leichtem solL** Die Bohriffc legt Zeagnis ab fftr die rastloee Fflnorgef weiche 
den Mathematik und Physik Studierenden an der Göttinger Universität ent- 
gegen gebracht wird, in wohltuendem Gegensatz zu der Zurückhaltung der 
mathematischen Professoren an mancher anderen Universität gegenüber ihren 
Studenten. 

Berlin. E. Jahnkx. 

B. G. Teubners Verlag auf dem Gebiete der Mathematik, Naturwieaen- 

aohaften und Tarthülk n»l>rt Q»eii«wlMenioli>nwi *) OXXXIq.892 
u. 9j9 S. gr. 8. Leipzig 1908, B. G. Teabner. 
Dem Tieften intematimialen Mathematiker-Kongreß zu Rom gewidmet, 

legt der vornehm ausgestattete Rand auf 392 Seiten beredtes Zeugnis ab von 
dem Streben der Weltfirma, ihren Verlag auf dem Gebiete d*^r mathematischen, 
naturwissenschaftlichen imd technischen Disziplinen mehr und mehr auszu- 
gestalten und zu vertiefen. 

Der Katalog beginnt mit ein«r Einftlming, welehe auf 87 Seiten dea 
Näheren darlegt^ wie sich der B. G. Teubnersche Verlag im Zutinunenhang mit 
den Fortschritten der mathematischen Wissenschaft, der Naturwissenschaft und 
der Technik, im Zusammenhang mit dem Aufschwung des Unterrichtswesmis 
an Hoch- und Mittelschulen imd an technischen Lehranstalten entwickelt hat. 

Es folgt ein alphabetaseh geordnetes Venmdrais aUer seiner bisher Ter- 
8ffentlicht«n, bzw. unter der Presse oder in Vorbereitung befindlichen Werke, 
wobei ein kurzes Stir<hwort schnell über Inhalt| Um&ng und wissenschafkUche 
Bichtung des Buches unterrichtet. 

£ine Zierde des Katalogs bilden die beigegebenen Bildnisse einiger der 
Hauptrertreter des Teubnerschen Verlags, Ton O. Galilei, H. Bruns, 
M. Cantor, F. B. Helmert, F. Klein, Fr. Eohlrausch, K. Kraepelin, 

C. Neumann, A. Penck und A. WflUner, unter denen Galileis Bild nach 
dem GemSlde Ton Sustermans in den üffizien besondere Anerkennung finden 
dtlrfte. 

Eine sslir willkommene Beigabe bietet das angefügte Oedenkkagebuch für 
Mathematiker, welches Herr Felix Mflller mit bekannter Sorgfolt snsammen- 
gesteUt hai 

Berlin. E. Jahau. 



1) Die VerlagshaudlungiBt gern bereit, jedem, der sieh noch nicht im Besitze 
dee Katelogee be&deU aof Wunsch ein Enmplar sn flbenendea. 
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L Anfj^abMi und LelinfttM. LüeniigtiL 

A. Aufgaben und Lehrsätze. 

202. Ist n eiiif ganze rationale Zahl, <jp(m ) ^'ie Anzahl der unterhalb 
n gelegenen, zu n relativ prixaen Zahlen, p ein Primfaktor von n und 
BeiMieluiei v (m) allgemein den Exponenten der hOohsten Poteoi Ton j9, die 
in ml anfgeht, so iat 

WO den MöbiuBsehen 7i»MenkoefBiri«iiten beniohnet nnd die Smnnation 
sich Aber alle Divisoren von n eittreckt 

Wenn p kein Primfaktor von » ist, 80 bezeichnet die Summe auf der 
rechten Seite den Exponenten der höchsten Potenz von p, die in dem 
Produkt der 9>(n) unterhalb n gelegenen zu n relativ primen Zahlen 
aufgeht 

W. JIkiobbh. 



203. Ist wieder p ein ftimteiler TOn n nnd bezeichnet allgemein 
g^ fm) die Ziffemsumme, die man eriiUt, wenn man m im ZaUenijatom mit 
dier Basis p schreibt, so ist 



Berlin. W. JÄmicben. 

20i, Es sei ^ , f4 , • • • f»^ eine Basis im Gebiet g der ganzen algebraischen 
Zablen eines algabiidseben Körpers und , v,, • • • die Basis einss Ideals ji 
▼on 8, wobei 

v^— rl af»i + arsf*, -I 1- O^fl, 

ist für r= 1, 2, ■ • ■ n. Bezeichnet dann A^^ die za dem Element 0^ 
komplement&re Unterdeteiminante der Determinante 

und h die Ueinste in | enthaltene ganse rationale Zahl« so ist Um 
grOfite gemeinsame Teiler aller ünterdetetminanten A^,. 

Berlin. W. Jamioh». 
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205. Konstruiert man um den Flächenpunkt P einer positiT 
gekrümmten Fläche F eine unendlich kleine Kugel, so liegen die Flächen- 
normalen von die in den Punkten der Schnitt kurve beider Flächen 
errichtet sind und für die die Eutteruung von der Flücheunormaleu in F ein 
Extramwmrt ist, in zwei konjugierten Nonaftlgchnittem, die unter allen 
koigugieEten Schnitten den gvOfitmöglidien Winkel einnchließen, 

Berlin. W, JlHzoenf. 

206. Mit HiltV' der Ausglcichungnrechnung diejenige Kurve i/=a-j-bmk.lx 

XU linden, die sich den Werten 

x = i 0 I 2 I 4 1 6 i 8 I 10 I H I 14 i te ' 18 1 >0 
y -I 13 I 15 I 17 I IS I S I S j 4 I • I • j IS ] IS 

am besten ansohlieflt — Lassen die ttbrighleihenden Fehler eine weita« 
Periodizttftt (eine llhezgelagerte kflrsere Periode) als wahrseheinlidi etscheinen? 
Potsdam. Otto IfmanBB. 

207. V^s sollten in der Clleichimg ;/ = ax" 4- hx^, in der x und y recht- 
winklige Karttisiäche Koordinaten bedeuten, die Werte a, a, b und ß so 
gewihlt werden, daß sich die Kurve «wischen « — 1 und « 2 

a) der Ezponentialfunktum y e*, 
h) der SimisHnie y — eins 

mOgliefast eng ansehliefil. Femer ist die Maximal- ond die dnrehsdmitüiohe 
Abweichung beider Ordinaten Toneinander m bestimmen. 

Potsdam. Otto UmamsL 

208« Um das Doppeliutcgral 

1 1 

dxdy 



ffr 



U 0 

auszuwerteUi kann man die Reihenentwicklung 

__L_ « 1 4. ayy + «y + «»y» + . . . 

bfluntsen und erhllt alsdann seinen Wert in Form der nnendUdien Beike: 

1 j- JL j_ A i_ _L . . . 

deren Summe bekanntiich y ist Die Gleichung 

1 1 

dx d y 

l'-xy "" 6 



soll ohne Benutzung der Summenformel 

i + T + T + n + ---T 

hergeleitet und damit ein Beweis Itlr diese gegeboi werden. 

Annover. P. StIoul. 
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209. Alle Geraden der Ebeno, wol-^he ans zwei afhsennarjilleleTi Paralieln 
/*j und P; Sehnen von gleicher Lauge ausschneiden, hülKn eine dritte 
Parabel F ein, die mit und 1\ auch achseuparallel ist und denselben 
JÜmliehkmtsiraiikt bat Die Halbpanuneter und p dieser drei 

Fmbeln stehen zueinander in einer sehr eilt&chen Bt /it hang. 

Wie lautet dar entsinreohende Satz, wenn die Achsen von Pj nnd 
antiparailel sind? 

Aussig (Böhmen). stud. math. J. Kblo. 



210, Zieht man vom Schwerpunkte eines beliebigen Dreiecks, dessen 
Seiten a, b, c und dessen Winkel a, ß, y sind^ zu den drei Eckpunkten die 
Strecken a\ h\ c\ welche untereinander die Winkel a', ß'y y' bilden 
(er' 4* + 7' SO bestehen folgende Doppelgleiehmig«n: 

1) ootar — ootof' — cot/? — COt/J' — • ooty — coty', 

sin — a) _ sin ^ ' — ff) _ ein (y ' — y) 

8) 



aa' W ee' 

a b e ' 



r^, fj, r, sind die ümkreisradien der Teildreiecke. 

Aussig, Böhmen. stud. math. Jos. KauG. 

211. (Seitonstück zu 149, X, 327, E. Lam|»e i. — Zwei in oint r Kbene 
gegebene Gerade schneiden sich in C unter dem Winkel y\ im Punkte einer 
beliebigen Knrre K werden zu diesen Oeraden Parallele gezogen, welche diese 
in A und B treffen. Der Flftcheninhalt des Parallelogramms J'A CB sei F. 
Sieht man von dem Falle = 0 ab, so hat F einen größten oder kleinsten 
Wert 1) dann, wenn P eine Spitze der Kurve ist, 2) wenn der zwischen den 
gegebenen Geraden gelegene Abschnitt der in P an die Kurve gelegten Tangente 
in P halbi^ wird. 

Aussig (Böhmen). stud. math. Josbp Krug. 



812. Bekanntlich bestimmt ein Kegelschuittbüscbel auf jeder Geraden ff 
seiner Ebene eine biTolution. Man kann yermittels dieser Involution die 

BüscheUcegelschnitte so in Paare ordnen, daß di<> zugehörigen Punktpaare der 
Involution einander harmonisch trennen. K\ K" sei uin snlchrs Kt'^'elschnitt- 
paar. Als Polkegelschnitt P der Geraden g bezfiilmct uiiin den Ort ihrer 
Pole tür die Btbchelkegelschmtte. P geht, wie bekannt, durch die Boppel- 
pnnlrte der oben erwShnten Invointioii. Es soll mm bewiesen weiden, dafi 
die drei Pole der Geraden g nlmlieh fllr JT', JT" und P auf einer geraden 
Linie liegen; und zwar wird der letztgenannte Pol durch die beiden uiderai 
hannonisch von der Geraden g getrennt 

Langendreer, den 29. November 10O7. F. Boeoeuold. 
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213. Es sind zwei Kreise K (Mittclpunktskoordinaten jfi^ j^; Radius 

r — I y^p^-f- 7-) uml K' (Mittelp.- K. «1, 0; Radius B) gegeben: aijf K ein 
Punkt 0 (Koordinaten U, 0\. Irgend ein Strahl durch 0 schneule K in P, 
K' in Man beweise, daÜ der Ort der Punkte Q auf OP, für welche 
OQ'-OP'-'OP, die Fußpunktkurve eines ICttolpmikikegelichaittoe, wenn 
K' in eine r.era<l*- ausartet, einer Parabel igt (Vgl. die Anfjgaben 154^ Bd. X, 
828 u. 188, Bd, XII, 186). 

Speyer. U. Wiblbitmeb. 

214. Auf einem iiotationssphüroid ist eine stetige Kurve trezogen; in 
den Schnittpunkten derselben mit den Meridianen werden an das Sphäroid 
die Meridiaatei^nten gelegt. Man diakntiere das System von RegelflSchen, 
weldies entatebt, wenn man die Ansgangskorre Tariieren lft8t| nnd greife nns 
dem System von BegelflBohen besonders einfiscfae FUle heraus. 

Angsbnrg, im Jnli 1907. Frai« Job. Mülleb. 



216» Die partielle Differentialgleichang : 

SU lOsen, wo a imd d Konstanten bedeuten. 

Augsbnig, im JuU 1907. Fbaxs Job. MOllbb. 



216. Gegeben sind die Hebelarme und l, ihrer Lälnge nach; sie sind 
gegeneinander unter einem bestimmten Winkel 9 geneigt, Starr miteinander 
verbundeu und um den Punkt 0 drehbar. 

Ln Punkt A des Hebels \ wirkt eine Kraft P mit konstanter vertikaler 
Biobtnng, wfthrend am Endpunkte B des Hebels \ eine zweite Kraft jp an* 
greift, welche auf Grund ftuflerer Vorriehtungen nur im hoiisontelen Sinne 
wirken kann. 

Verst*>ht man unter ri und h die augenblickliclien Momentenarnic der 

beiden Kräfte P und jj, so ist p = " P. Trllgt man nun diesen Quotienten 

^ P, der sich mit jeder HebelstellungAndert, Aber der Horisontalprqjektion der 

entqpreoitaideii, jedesmaligen Stellung des Hebels als Ordinate auf, so erhält 
man eine Kurve, ans der sich ji [fttr ein koDstantes P] f&r jede Stellung ent- 
nehmen läßt. 

Man diskutiere diese Kurve so, dafi dieselbe graphisch dargestellt 
werden kann. 

NBI Die Kurve findet im EtBenbahnwagenban [antomatisoh auslOsbare 

Wagentreppe] Verwendung. 

Augsburg, im Juli 1907. Fbams Job. MGllsb. 
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217. AuaderFuuktionalgleichimg-^-^ » f{ps) erhttlt man tu jeder tot- 

gegebenen Funktion g: (x) in trivialer Weise die Funktion [{t). Unter welcher 
Bedingung läßt sich die Gleichung umgekehrt nach <p auflö.^en und wie gestaltet 
sich die AnflOsimg? 

Hflneheii. Ä. Wbkdlbr. 

218. Man bestimme die Gleichung einer Strophoide (rationale zirkuläre 
Kubik, deren Tangenten im Doppelpunkt aufeinander senkrecht stehen), wenn 
gegeben sind der singuläre Brennpunkt 0, ein beliebiger Kurvenpunkt JJ und 
die Tangente in ihm, sowie «ine dureh D gehende Gerade |r, auf der der Doppel- 
punkt der Kurve liegen soll. Wie llfit sich die Eonre ans diesen Stficken 
konstraieren? 

Schw. Gmünd. E. Köstun. 

219. Die orthogonalen Projektionen to^, o,, co, eines im Eaume gelegenen 
rechten Winkels a auf drei festgedachte, zueinander senkrechte Ebenen sind 
voneinander nnabhingig. Es ist an aeigen, daB umgekehrt m drei beliebig 

gegebenen Projektionswinkeln coj, cd,, cog noch drei Paare zugehöriger reohter 
Winkel co existieren. Welche Determinationen bestehen zwischen C9|, flü^, si^, 
damit wenigstens ein Paar von Lösungen co reell istV 

Können überhaupt zwei, oder gar alle drei Paare von Losungen w reell sein? 

Königsberg i. P. W. Fii. Meyer. 

280. Ifan verstehe unter die mit der Variabeln « und dem Parameter a' 
gebildete «te Faktorielle: 

x(x + a)(se + 9a) • • • {» +(» — l)a) . 

Jtt dann die analoge, mit einer Variabehi y nnd demselben Parameter a 
gebildete Faktorielle, so gilt bekanntlich, als Erweiterung des binomischen 
Satzes, die Formel: 

+äK- ifi+(i)«.-iy« + • • +G)«iy«-i + + y)., 

die unschwer yermöge vollständiger Induktion beweisbar ist. 

Tiefer liegt folgende Relation mit aitermerendm Vorzeichen, wo n eine 

gerade natürliche Zahl, = 21, bedeutet: 

+©-»„-8^- + • • • + ic«=-(2a)'. 1 .3 . 5 ... (2/ - l)x,' 
Diese Relation ist zu beweisen. 

Königsberg i. P. W. Fb. Mbtbb. 

221» Seien y, e rechtwinklige kartesische Koordinaten eines Baum- 
pnnktes; es sollen die Fliehen tp{Xj . ) 0, die der linearen partiellen 

Differeutialgleichnng y^^-|-T?^ = 0 genügen, analytisch wie geometrisch 

in einfacher Weise charakterisiert werden. Die in Rede stehenden Flächen 
bilden eine Art Seitenstück zu den Rotationsflächen. 

Königsberg i P. W. Fa. Meyer. 



Digitized by Google 



866 Yetmischte Mitteilungen. 



Seit Lagrange kamt man den innigen Zntammenbang zwischen 
der Fondamentalfoxmel der q»hlriaehen Trigonometrie: 

(I) 008 a » eos & eo8 « + ein sin e eof a 

mit einer gewissen Form des Additionstbeorems der elliptischen Funktionen. 
Wel«slie Fonn des Additumstheorems entipridit dann der FdatfifmA vx (I)? 
Sehwierigkeit bereitet dabei die ricbtige Dentnng eines Voneidbens. 

Ednigsberg i P, W. Fb. Hbtbb. 

223. Tn der Invariantentheofie wird man anfdie lineare partielle Diffegential- 

gleichong geführt: 

wo (p als abhängige, die aj, o^, . . ., als unabhängige Variable anzusehen 
sind, (Iq als eine Konstante. 

Welches ist die allgemeine LöSDng der Qleiehimg? Man snehe sa dem 
Behuf n unabhängige ParÜkolarlOsnngen. 

Königsberg L P. W. Fr. Meter. 

224. Es seien a^, • • • ganze positive Zahlen, von denen keine null 
ist. Man bilde die Produkte: 

/•,(«.,«„•■ ■ -r) - {"t ')(" t )■■■ {°'t ') 

und nut ihnen die Zahlen: 

Dann besteht der Satz: 

1. Es ist (f^(ai, cfj, • (i^) = 0, sobald Ä > Oj -f- Oj + • • • + ist. 

Man berechne femer die Zahlen 

p{a^, 0j, • • • a^) = /7i — 9i -\- ffs ~ 9i • • ' 

«(«1, «f, • • • «r) "= ffl - \9» + i9s — 4 ^^4 H 

Beide Reihen auf der rechten Seite brechen nach dem. eben ausgeeproohenoi 

Satze ab uud es gelten die Sätze: 

2. £s ist ;;(«,, Oj,- • • of^) = 0, sobald -)- . . . ß^> r »5^ Ist aber 
«1 + «2 -|- • • • ct^ = r. aho atle a gleich 1, so ist p{a^, =» ( — 1)'^" ^• 

3. K-< ist q{«it «2, • • • = 0, sobald r > 1 «rf. Ist aber r » 1, so ist q(a) 

btraßburg L £. Paüi. Epstein. 

885« Es soll der Grenzwert: 

bestimmt werden. 

Gottingen. TfERMAnnt 
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886. Et Sflimi a^, o,, • Toneiiumder venehiedene ganze ZaUtn. 
Ea BoU bttwiesen wvdeii, daß die Fimkti<ni 

(« — OiK« — a,)---(» — «,)— 1 

stete ixrediuibel iai Ferner aoll untersucht weiden, in walchen FlUen die 

Funktion / ^/ > , \ , . 

(x - <h)(« - fl,) ■ • • - aj + 1 

redvsihel ist 

Berlin. L Schur. 

B. LSsanfmu 

188 (Bd. Xn, 8. 186) (H. Wieleitner). — m) ZwH Kreite mit dm 

Mittelpunkten 0 und O' haben, auf 00' gemessen, die DurcJimesser ÄB=>2Bf 
A' B' ^ :2r; A' 0 sn gleich ti. Man siehe durch A' irgend einen Strahl, der 
die Kri'is'r brz. in Q. Q' schn< iiJet, und mm he A' P — A' Q — A'(^, SO 
beschreibt F im allgemeintn eine bizirkularc Quarttk mit Doppelpunkt in A\ 
WMe Betkhungm mOsam Mwig^m J2, r «md a bett^en, damU äüB erteugte 
Kurve 1) eine Bateabdle St^tteeke, 2) eine BermvXliaeke Lenmükaie teif 

b) Wetin sich die beiden Kreise B (= B') berühren, so entsteht in A' 
eine Spitze. Man drücke die. Flüche der so enisfandrtten Kurve iktrch B und 
r aus, und zicar 1) Lei innerer^ 2) bei äußerer Berührung. 

Zu a). Man nimmt il' snm Anfangspunkt, O'ü zur x- Achse eines recht- 
winkligen Koordinatensystema, dann lanten die Oleicbnngen der beidm Kmse: 

0(J?) = (a;-o)» + y»-Ä«-0, 0'(r) s - r)» + y«- r» - 0, 

wenn die Punkte auf 00' in der Beihenfolge ÄÄ' B'B liegen. Diese Kreise 
bringt man mit der Geraden y ~ mx zom Schnitt; es sei ^ = (x^, y^) und 
Q' 5 {gt, ifi)' Dum «vgibt sich 



feiner wird 



fl±y(^ + w)' R* — m'a' . 2r 



A'q - .1/1 TiT« - <tM^±^:_-J^l:£.^ 



2r 



yr+m" 

Damit erhilt man 

A'P - ^ - A'q - A'q' - ^ ^ (a ± l/CTT»»«) - 2r) , 

(1 + m*) - 2 (a - 2r) «i» • p + (ri - 2r)« = ( 1 + /^^'-.m'a*; 

da aber m = tg 9 ist, so ist dio letzte Gleichung die Ortsgleichung ftir P in 
Polarkoordinaten ^, 97, wobei die positive Kicbtung der Polarachse ist; 
diese CHeklinng ttilt sUdi in folgende Form bringen: 

(1) — 2(a — 2r) p cos (p + fa — - 2r)* cos" ^ — IJ* — «• sin* 9». 

1) Um zu erkenneu, iu welchem Fall man eine Pascalsche Schnecke er- 
hilt, vergldcht man (l) mit der Polargleichung dieser Korve, die auf die Form 
(9 + ^ cos 9)' » c* gebracht werden kami; man setst deshalb (1) in folgende Form 

^" — 2(a — 2r) p cos 9 + (4r* — 4ar) cos* 9 — — a*. 
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80II hier die linke Seite ein Tollutendigee Quadrat werden, bo ist dies nur 
mSgUoh für a » 0; dann erhllt man aua (1) als Gleiehnng der Karre 

(« + 2reoe9»)*-iS*. 

Geht also der Kreis 0'(r) durch 0 hindnreh, so daß J.' mit 0 msainmwnfUlH, 
so eririUt man eine Pasealsche Sdineeke, und man erkennt leidit, daA die hier 

▼orgeDommene Konstruktion mit der üblichen identisch wird, wobei man durch 
einen Punkt (.4') eines Kreise»; fO'{r) ) S»>k!iiit«'n zieht und vom zweiten Schnitt- 
punkt (Q') aus darauf eine konstante Strecke {A' Q = Ü) abträgt. Es ist zu 
beachten, daß bei der hier erhaltenen Gleichung die positive Polarachse vom 
Pol Ä* aus der Kurre heraustritt 

2) Man vergleicht jetzt (l) mit der Polargleichung der Bernoullischen 
Lemniskate q*'^ 2<^ cos 2<p und erkennt, daß sunlohst a — Sr""0 sein muß; 

dies gibt ans (1): ^ » JZ' — a* sin* 9; nimmt man hier noeh Yi, 

so wird = j "~ ^ siu-qp) = ^ cos 29. Es sind also r-» ^, -B = ^V'^ 

die Bedingungen fttr die Lemniskate, und man erkmut, daß hier wird, 

so daß also 0' der eine Brennpunkt der Kurve ist. — Die Konstruktion wird 
dann im wesentlichen mit derjenigen identisch, wobei man durch den Schnitt- 
punkt (A') zweier zu einander senkrechten Tangenten an einen Kreid {0{]i)) 
Sekanten zieht und auf ihnen vom Schnittpunkt aus die Kreissehnen abtr^^ 
Denn man erhllt offiBuhar auch dann eine Lemniskate, wenn man irgend ein 
Vielfaches der Kraissehnen abtrigt, und im TwUegoiden Fall sind es die 
halben Sehnen. 

Zu b). 1) Im Falle der inneren Berührung wird a » 2r — > £. Damit 

geht die Kunrengleichung (l) in folgende über: 

^' + cos 9 + 4r — r) sinV — 0. 

Haenuis erhllt man p^ — BeoB^ ±V^ — (2r — B)* sin* 9, 

— 2(B» — 2JBr + 2r«) cos^ <p + Ar(R-r)± 2il>ooe 9>Vl — Jb^sin* 9 

Mit Bfieksioht anf die Sjmmetrie der Kurve gegen die Polarachse ist dann 

IT 

die Fläche ^ *~ «^1 + ^ «^s * ^o die Bedeutung der drei Lite- 

grale /j, /g ans dem Wert tou ^ eihellt» Uan erhllt dann 

• -2(JP-2Jlr +2r«) Joo^^d^ 

0 

- 2(Ä« - 2Br + 2r«) [J sin 29 + - (B^- 2Är + 2r«)», 

n 

J, - 4r (22 — r)J^dip - 4r — r) ä, 

= 2B*f cos q> |/l — T*~8in» 9 d(p 2i2» ( / V / ) — 0, 
e * 
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wie man erkennt, wenn man im zwpitpii Integral <p =* n — ijf setzt. Das war 
übnpf^n< wegen des «doppelten Vorzeicht ii.s von /g zu erwarten. Daher ist 
schliuiiüch F = {Ii- -i- 2Ur — 2r') n. Für ii = 2r wird a = 0; die Kurve 
wird zur Kardioide. FOr ihre Fliehe ergibt sieb ans F richtig der bekannte 
Wert 6r*«. 

2) Bei ftttfierer Berfihrung ist a 2r -\- R. Damit nimmt (l) die 
Gestalt an: — 2Rq oos 9 + 4i2 (iS + r) sin' 9 — 0. Daraus folgt durch 
Auflösung nach (»: 

( — Ä_oo8 9 ±YS^ cos" 9 — 4Ä(Ä + r) sin* 9 
- Ä cos 9 ± - (ä + 2 r)* sin« 9 , 

^* — 2 (Ä* H- 2Är + 2r») cos« 9 - 4r (Ä + r) 

sin* 9. 

(» und sind also reell und zweideutig für sin* <p < ^j;^ 2r)« 

^ 9e ~ ± Jü^ir ^^8^^ ®^ Wert ^ der den Bertthnu^qpimkteo 

der Kurve mit den von A' an 0(R) gehenden Tangenten entspricht Dem 
Teil der Kurve zwischen diesen Punkten, der die Spitze A' entliillt, entspricht 
der Wert ^_ mit dem Minuszeichen, dem andern Teil der Wert mit 
dem Pluszeichen. Wegen der Sjnunetrie der Kurve gegen die Polarachse ist 
dann die Fliehe 

F-^ii dq> + /il d9 ~J{9% - 9I) d9 

— 47?^08 9]/ä*- + 2ry sin» 9 • d<p 

e 

Fflhrt mau sin^ <p = u ein und bemerkt, dafi sich für 9* ergibt ain^ q>Q °- Uq 



/bo8 9 (1 — 8in» qp) , /* 1— A»i< 

yi - A;» sin» 9 * V - **u) ' 

— i [y» (1 - jfc*t*) + ^ aro sin (2**tt — 



4« 



» ^ (^arc sin 1 - arc sin (- 1)) - i^^^^-j , 

also erh&lt man F — ^ ■ R^n. 

Schorndorf (Württemberg). C. Uoffmamn. 

ArabiT 4n Sf «tltMMtik and Pb/slk. IIL Seih«. Xlfl, 84 
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Zvsatt. Mftn kann mdi im enten Falle (a — 3r — J?) die Bemerkung 

n 

maoheii, dafi * [ / (^V + 9-) ^9' Dadurch erübrigt sich die Betrachtung 

0 

dis Integrals /g, das tofiirt haranafiült 

S^er. H. WnsLBmiBR. 

Ähnliche LSsungen sind noch von den Herren W. Stegemann (Prenzlau) 
und 0. Degel (Bajreuth) eingelaafen. Red. 



2. Anfiragen und Antworten. 
(Yacat.) 



a. KMiLtn HoUmi. 

k propoa d^oB article de M« B. Baleaan. 

^ote bibliographiqtie.) 

I* Dana nne note r^nte'), M. U. Batemau a demoutre qua par uue droite 
mnttiple d'ordre ii — 3 d'one snifiMe d'ordre «, on pent mener 3 » ~ 4 plane 
tengentt i oette enrface. La d^nonitration donn4e ne düAie paa de oelle qne 

ILStuyvaert publia il y a six ans. 

II. Voici la bibliographie de la question: 
1. R. Sturm Phcr dir Flächen mit einer mdJichen Zahl von (einfarheti) 

Geraden, Vorzugs iicusc die der vierUii und fünften Ordnung. ^Math. Ann. 

1871, t IV, pp. 249—203). 
9. Mnrer. QmtroMiOM deüa mipetfiek d^arämß n eoN räta (m ~ S)-|ila. 

(Rendiconti di Palenno, 1888, t. II, pp. 107—109). 

3. G. Fouret Sur Je nomhre dr plans inngmfs que Von peut mener i\ une 
Sur face <ilf/'hrique jmr mir droite multiple de etile swface. (Rendiconti di 
Palermo, 1Ö94, t. VIII, pp. 203-208). 

4. M. BtnyTaeri. 8wr qudque» surfaeea «UgeTnipies mgmdtie» fior des eomhts 
du seeond ei du troisUme ordre, Disiertatim inmigurale. (Qand, Libraurie 
Ho.te, 1002, p. 13.) 

6. J. Dp Vrie.s. Rifjht liues on surfocs tritJi multiple righi Unes. (ProoeedingS 
of Amsterdam, 2b avrü 1902, pp. 577—583.) 

6. L. Qodeanz. N9ki de GAmMe. (IMmoins de la Sod^ des ScicoMe 
de Lilge, 1908, 8* s&ie, tome YIII ^ igouter).) 

7. Salmon-Chemin. O^märie Analj^gue ä troie ditimsiom, 8* partle, p. 92. 

ni. Picquet a d^montre (Mnnoires sur les courhes ti surfaccs anallag- 
matujues. Assoc. Fram;. pnm- TAvane. des Sciences, Congres de Paris. 1S7S. 
p. 119) que pour » 4, les huit points de contact des plans tangcnts uieues 
par la droite double sont huit points associes; puur n — 5, les onze points 
de oontaefc sont sur une quadriqne. 

li^ge. L. GoDBAüz. 

1) The taiigent plattes uhicli can be drauu to an algebraic surface from a 
mtOHple lim. AnhiT der Math, und Phye. (8) 18, 8. 48—61, 1908. 
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Wlhnnd iBr die it-te Ablettang eines Produkfcet U9 sweier FanUkmeii die 
Leibnissobe Framel 

(1) 



(«!;)(-) II««'— > 



die explizite Duatellniig durch die Ableitungen Ton u und r ergibt, pflegt 
eine Darstellung für die «-te Ableitung oines Quotienten in den Lclirbücheni 
nicht gegeben zu werden« Die Formel selbst ist natürlich längst bekannt; 
anter anderem wird sie bei Hoflei im ersten Bande des Goars de calcul diffe- 
xential et integral bewieMo, und daher wird sie toh Herrn J, N. Hatiidakis^) 
flr einen gans anderen Zweck ohne weiteres benatzt. 

Sie lautet nlmliöb 



2r, 3r 



(— 1)* 



I ... 
6v* . . . 



XV 



nv. 



n-l 



V 



Hierin bedeuten i\ und die x-ten Ableitungen von v und m. 

Diese Gloichung ist richtig flir « = 1, 2, und es läßt sicli durch zweck- 
mäßige Anwendung des Schlusses von n auf n -\- 1 ihre Allgemein gültigkeit 
am einfachsten nachweisen. Zunächst ist offenbar, daß, wenn ihre Gültigkeit 
ftr « 1 daigetan ist, ihre Riefatigkeit auch fflr einen beUebigen Zfthler u 
aufrecht erhalten bleibt, weil die Entwickelnng naeh den Qliedem der letsten 
Spalte mit der Leibnissohen Formel 

nch alf idemtisdi erweist ffiemach kaim man, die Ollltigkeit der Entwiokalung 



(3) 



(--1)" 



0 9 6V}.. 



nv, 



»-1 



9J 



vornusge<iet7,t , nuf folgende Weise nun Naidiweise der weiteren Gültigkeit ge- 
langen. £s ist 

W —[v») VT)' 



1) J. N. Hatsidakis. Über invariante Diffeientialaasdraeke. J. för Ifatb. 
104, 102. 

84* 
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Da die Fonnel (S) gültig iet, wenn Formel (8) bestellt, lo kann man, 
« — — seilend, folgenden Ansats madien: 

j 9| f, ... y-j 

(;) —7---- 0 . «»....G)".-....G)«...G)C/-' 



V 



Entwickelt man die Differentialquotienten der letzten Spalte nach der 
Leibnisschen Formel, so erhält das Glied der {i + l)*teji Zeile die Form 



m = 0 



Hdtiplrnnt mui.«» di. (.+ l)t. 8p.lt. .mt Q(i)"-" «»I .ddtet 

dieee Glieder (fornmiert Über s » 0, 1, . . . «i — l) nir n-ten Spalt«, fo nimmt 
dieie die Fonn an 

0 

Nun ift 

Man erbftlt alao als allgemeines Glied: 

(;)r""-c:.)2(":it')(r"'"'"--'*'- 

««0 

Kun ist aber 



U — i + 1/ 



Daber erbttlt man als Aasdmck des Elements in der (n + l)>ten Spalte und 
(1 + l)-ten Reibe 



Setat man diesen Wert in die Fonnel (4) ein, so erhält man einen Ausdruck, 
der ans (3) dadurch berrorgeht, daB n durah (n + 1) ersetzt ist Damit ist 
ancb die allgemeine Gfllügkdt der Fonnel (2) dargetan. 



VonniMhte Mitteüiiiig«ii. 878 

Aus der Richtigkeit der Formel (2) er^'oben sich die von Herrn Hatzidakis 
gefundenen Ergebnisse unmittelbar. Sacht mau, wie a. a. 0. ausgeführt, Diffe- 
raitialnudrafike n-ter Ozdniing draSar PonktioiMii X, T, Z einir Ytriftbleo, 
die bei «iner Thuufinniatum 

(6) Z'-»»', Z'-wf', 

in weleher w «ineii betiebigen Faktor bedeatet, inTariant bleiben, so gebdren 

X ' Y' Z' 

dazu naturgem&ß alle Ableitungen der Quotienten t ^ i ^ < wobei 
(öa) 5' - ]/Ä ' » 4- r » -f^ - ws' 

gesetzt ist. Soll nun die Funktion F{X\ Y\ Z\ ... X^"), F»), Z(">) invariani 
sein gegenüber der Transformation (1), d. h. nach ihrer Anwendung in 

übergeben, w denke man sie sich auf die Form gebraebt 

,(.^.■■,...s<.^|:.|:.|:,...(-)'"-■',...(|y"-•>). 

In dieser Funktion sind die Argumente absolut invariant bis auf die 
Größen S\ S'\ . . . S^"\ Die Entwickelung von S^"^ durch wiederholte Diffe- 
rentiation von (5'a) zeigt, daB in dem Ausdruck von f die (m — l)te Ableitung 
der wiUkQrlidiea Fünktion w auftritt, wihrend in der transformierten Funktion 



irV («', s'\ . . . s<"\ ^ , . . . ^)^""') 



keine Ableitung von w anfitritt Es müssen daher die Koeffisisnten Ton S'*^{n>l) 
in f alle verschwindon 

Alh invarianten DifferenUcUamdrüdee im MaUidakisscheti Sinne sind in 
der Form enthaiten: 

/ V X' r z; /z;\("-»)\ 

Dies ist aber nnr in der Beieidmmigswwse TOn dem Hauptergebnis der 
angegebenen Arbeit verschieden. 

Berlin. . S. Salkowski. 
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Das Prir der Erhaltung der Energie 

Ton Dr. Max Planck, 

^l Theor«tt«oh«B PhyiUt an 4ar UniyvnUSt BcrllB. 

>Uoso#klsehtR Fakyltit «Sttiiigaa yrsisfskrflirt. 

2. Auflage. [XVI n. 878 S.] 8. 1908. In Leinwand geb. o 

Das Werk behandelt die Lehre Ton der Erhalt 
•chnitten. Im orsten #ird die historische Entwicklung 
seinen Uranfängen an, die sich in dpr Erkenntnis der \ 
mobile dokomor u der allgemeinen Durc) 

Ton Mayer, Jo. Clausius, Thomson ut. ..w.-. 

Abschnitt bringt die allgemeine Definition des Energieboji^ffes, die FormoUeruni^ de« 
Erhaltungsprinzips zum Zwecke seiner Terschiedenartigen Anwendungen, und ei " 
eine Ubersicht und Kritik der Beweise, die man im Laufe dor Zoit^n zu »einr 
grfindung beigebracht hat. Im dritten Abschnitt werden dir a S3ltz> t, 

am zu zeigen, wie man durch die Anwendung des Prinzips Uoi mg der i.iiL<i>;ie, 

von den Tataaohen der Erfahrung ausgehend, unter ^TQndsfttzIi •imhaltun^ aller 

Hypothesen über das Wesen der Natorkr&ile, zu emer einheitlichen überaichi fibar 
die Gesetze der gesamten Erscheinungswelt gelangeu kann. 

In den zwanzig Jahren, welche seit dem Erscheinen der ersten Auflage des ßuche« 
Terfloasen sind, haben sich im Reiche der Physik noob rerschiedene 1 mg«o 
rollzogen. Aber jede neue Entdeckung und jede neue Begriffsbüdong hai iiuincr nur 
dazn beigetragen, das Energieprinzip in seiner zentralen Stellung zu befestigen. Durch 
diesen Cmistand ist es möglich geworden, die in der neuen Auflage ▼orvunehmenden 
Verbeaserangen auf einige geringe Änderungen und Zusütxe zu beschränken. 
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Hsnumgogebei yom Yoiftaadt dar OMdlsoliift. 

57. mmg iB Dnmkw 1907. 

VwiitMiidar; Herr Sehafheitlin. 
AnwQieDd: 32 Herren. 
Wiaaeaschaftliche Mitteilungen: 
Herr Steinitz: Beiträge zur Analysis situs. 
üerr Güntsche: KonBtruktion des regelmäßigen 257- Ecks. 
Bmt Fleok: Wie würde sich die B. M. G. xn einem Verein von Freondm 
der MaiIhflmAtik steUen? 

68. Sitnmg Mi 29. Jniar 1908. 

VOTBitKuder: Herr Schafheitlin, 
Anwesend: 37 Henran. 

WiMenschaftliche Mitteilungen : 

Herr Schaf heitlin: üher die Nullstellen der hypergeometrischen Fnnk» 

Üon (s. u.). 

Herr Güntsche: B^erkuug zu dem Vortrage: Konstruktion des regel« 
nriüligeii 357- Ecks. 



Die Niülildisn der liypergeoniefcrifleliin Foiktloi. 

Von P. Schaf heitlin. 

Vor lingerer Zeit hat Herr Klein ^) die Ansahl der Nullstellen der kyper^ 

geometrischen Reihe auf der reellen Achse zwischen 0 und 1 ermittelt; auf 
gleichem Wege hat danach Herr Van Vleck*) die Anzahl sämtlicher reellen 
und komplexen Nullstellen gefunden; seine itesultate sind aber, wenn auch 

1) Über die NnUsteUen der hjpergeom. Seihe. Math. Aon. 1«»0, «7. ö7ft-~ 
Ate. Vgl. auch Hnrwitz, Ifafh. Ami. 1891, 18, 461^68 imd Oegenbaner, 
MönaUh. f. Math. u. Phye. 1891, 2, 124-130. 

8) A detennination of the number of real and inuunnacy root« of the hyper- 
geomettic ■edet. American Halb. Soc. Transaei 1901, \ 110— ISl. 
mtnmtHlmU^ d. Btrt. Math. m 3 
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im allgemeineu richtig, in den speziellen Etilen, daft a, ß, y—a oder y—ß eine 
oegntiv» gtnse Zahl ist, unrichtig. In jflngster Zeit hat ohne Kenntnis dieser 

Arbeit und auf ganz anderem Wege Herr Hurwitz') dieselbe Anzahl be- 
rechnot tind die Ergebnisse in einfachern Uestalt ^'nbiai-ht. Die obigen Spezial- 
fälle schliebt HeiT Hurwitz aus, gibt al»er einen Weg an, auf dem alsdann 
diese Zahlen zu berechnen sind, wie dies schon früher Herr Hilbert') ge- 
tan hat 

Wieder auf anderem Wege bin ioh zur Berechnung dieser Zahlen gelangt. 
Wenn ich auch in einem Falle die goniiue Zahl der komplexen NuUstellen nicht 
anzugeben vermag, so hat der Weg an und tür sich vielleicht Interesse umso 
mehr, als eine Eigenschaft der NuUstellen hierbei benutzt wird, die bisher 
noeh nidit bekannt gewesen m sein sdieuit; nlmlieh die, dafl jede NoUsteU«, 
die anf dw vsellan Adiae mit Ausnahme der Strecke too + 1 Üs + oo Uegt» 
eine monotone Funktion der Exponentendifferenzen il, ft und v ist Hieraas er* 
gibt sich dann zunilchst die Anzahl aller Nullst^dlen fflr die oben erwShntt'n 
Spezialfälle und daraus — mit einer Ausnahme — die betreffende Anzahl im 
allgemeinen Falle. 

1« Die hjpergeomctrische Reihe: 

n(r-i) ^ n(a-^i -i)n ß-\-i-i) , 

Ji(« — lymp — 1) ^ in ii(y + A — 1) ' 

0 

worin U dio GauBschc Funktion 17f — ^(9+ 1) bedeutet, ist eine Lösung 
der Differentialgleidrang: 

(2) x(a:-l)sf"4- + 4- l)af-y } y' + aj3jr - 0, 

wo hier wie im folgenden durch den Strich die Ableitung nach .r angedeutet 
wird. Die Parameter a, ß, y sollen reelle Werte und zwar }■ mit Ausschluß der 
negativen ganzen Zahlen annehmen; die Reihe konvergiert für die Werte des 
Argumentes x, die innerhalb des BinhuitskniisoB um den Nullpunkt liegoi. 
Die Reihe kann als Element einer analjrtisohen Funktion toh % betrachtet 
werden, die mit Ausnahme der Punkte -!~ 1 und 00 endlich und stetig ist. 
Zerschneidet man die Zahlenebenc durch » incii Querschnitt, der von -f- 1 
nach <XJ längs der positiven reellen Achse läuft, so kann in dem so begrenzten 
Bereich die Reihe Uber den Konvergenzkreis eindeutig fortgesetzt werden; die 
Reihe mit ihrer so bestimmten Fortsetzung soll als hjpeigeometrisdie Fonk- 
tion bezeichnet werden. 

Ans (1) und (3 ; iblgt leicht, daB 



1 Über die Nallstellen der bypcr^' Funktion. .Nfath. Ann. 1907, §A, 617— 56o. 
2; tiber die Diskriminante der im Endlichen abbrechenden h j pmgeom» Reihe. 
Jonm. f. die reine n. ang. Math. 188», 103, 397—345. 
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eise Lüsuug der Gleichung: 

(4) 4«» (1 - «)« - { (A» - 1) ( 1 - «) - - 1) » (1 - j;) + (v« - 1 ) « I ö 
ist, worin bedeaten: 

{^b) 1-1- y; — a — v^y-a-ß. 

Wegen der YerUwadibaikeit von « und ß ia (1) und (S) kann man 
stets annehmen, dafi fi nicht negativ ist. Setzt man — A an Stelle von A, wo- 
durch (4) nngeindert bleibt, m erhUt man eine iweite Lteung TOn (4): 

(6) - *"» (1 - X) >(a~-y + 1, /J-y + 1, 8 -y, «), 

Setzt man dagegen — v an Stell« von v, so ergibt sich aus {Sj und (4) 
die belcannte Fonnel: 

(7) F{a,ß,y,x) = (1 -«y— i-Xy - Ä y - «, 
Ans (8), (4) und (6) folgt: 

oder durch Integration: 

(jd) tfü;- 0^^;' = != 1 -y, 

wo die redite Seite sich dnrdi einfache Konitanienbestimmmig erglbl Ans 

(8) folgt, daß Gr eine mehrfache Nnllstellp nur bei 0, 1 oder oo besitzen 
Icann; da abgesehen von diesen 3 Punkten /' dieselben Nullstellen wie G hat, 
so folgt, daß auch F keine mehrfacheu Nullstellen besitzen kann außer ^ 1 
oder oo ; denn bei 0 hat F stets den Wert -f- 1 . Für a: «— 1 wird F unend- 
lich, sobald y — « — /3^0 ist; wenn dagegen y — «t — /l>Oiflt,Mitt: 

Es ist demnach 1 eine NulUtelle, wenn y — er oder y-'ß eine negative gmnie 

Zahl oder Null ist. 

Ans (4^ folgt durch Ditferentiatiou nach f, wenn die Ableitung nach 
V bedeutet; 

Man erkennt hieran«, daft &^ eine in demselben Bereiche wie G endliche und 
stetige Funktion von x ist. Multipliziert man diese Oleidinng mit G nnd (4) 
mit G^, so «rhält man dorcb Subtraktion: 

Hieraus folgt durch Integration: 

g^g'-^gg: — i r f 

* » ij «(1 — x)' 

3* 
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Ist Mne NuUsteU« tob Cr und y > 0, so folgt: 

(10) a,a' — :Lf£^.,. 

0 

Yftriiert man nun in G sowohl x als v aber so, daB G unverändert blmbt, 
ao ist: 

G^dv + G'dx =0 oder j5 - - ö^: G'. 

Handelt es sich um eine Nullstelie von (r, also auch von so folgt hieraus 
und aus (10): 

• 

Aus dieser Gleichung ergibt sich: Jede XHÜsfrär von F als Funkhon von v 
hrtriwhfet in'irltut mit icach.snidnyi v, sohnhi sir auf der reeUen Äckte twiMdfett 

0 umi -j- 1 Iii;// lind soicold v iils (uirh y posilir si))d. 

Entsprechende Sätze gelten für k und u; bei X muÜ jedoch y > 1 sein, 
und bei (i nimmt die Funktion mit wachsendem fi ab. 
Am der Gleiehung 

(12) ß, y,x) - (1 - ;r)-/'jp(y- 

folgt, dafi dieae Sätae ttdi ausdehnen iMsea auf dan negatiTen Tai! der reeUea 
Achse. 

Ist ein komplexer Wert von x eine NullsteUe von F^ so ist sein kon- 
jugierter Wert ebenftlls eine Nnllstelle; eine k<nnplexe NullsteUe als Fanktion 

von V betrachtet kann niemals die reelle Achse zwischen — oo und -f- 1 über- 
sah roiten, weil in diesem Punkte eine doppelte NullsteUe auftreten würde und 
dieses ist nach dem im .\nschlu6 an Gleichung (K) Gesagten ausgeschlossen. 

2. Nach diesen Vorbereitunppn läßt sich leicht die Anzahl der reellen, 
zwischen 0 und 1 gelegenen Nullstelleu von F angeben. Aus (l) sieht man, 
daß solche Nullstellen nicht existieren, wenn a, ß und y positiv sind; hält man 
an der Bedingung y'^l oder i ^ 0 zunlelut fest, so gibt ee eben&Us keine 
eolehe Nnllstelleo, wie ans (7) folgt, wenn a und ß beide n^tiv sind. Nach 
der über ft getroffenen Festsetzung (a'> ß) bleibt nur der Fall noch übrig, dafi 
tt und Y positiv sind und ß negativ ist. Ist alsdann « < y, so folgt wieder 
aus (7), daß keine Nullstellen zwischen 0 und 1 existieren. Um den letzten 
Fall a >. y > 0, ^ < 0 zu erledigen, gehe man von dem Orem&U a=»y ans, 
in dem die hjpei^eometrieGlie auf die binomieche Reihe sieh rednsiffirt and 
den Wert (1 — j-)""' besitzt. In diesem Falle verschwindet F in 1, abemieht 
zwischen 0 imd 1 und es besitzt r den positiven Weii — ß. Läßt man nun 
y ungeändert, a und ß aber uiu 6 wachsen, so nimmt v um 2d ab, während 
|t and A ebenfalls ungeändert bleiben. 
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In (9^ ist daim der Faktor i"i(y — o — 1) = d — l) uegativ, sobald 
0 < 6 < 1 ist, wlhnod die anderen Faktoren ponitiv sind; daher hat F aelbet 

an der Stelle 1 einen negativen Wert und es muß demnach zwischen 0 und 1 

eine Nullstelle liegen. Sobald also a großer wird als verschwindet die Null- 
Stolle in 1, dafür tritt eine oder eine größere ungerade Anzahl von Nullstellen 
zwischen 0 und 1 auf. Die letzte Möglichkeit ist aber für d ^ 1 ausgeschlossen, 
denn fSr d — 1 fblgt aus (7): 

+ 1. ^ -i- 1. y, «) - (1 - "i-^Cy - ^ - 1, - 1. y, , 

und der letzte Faktor bat als Funktion ersten Grades Ton x überhaupt nur 
eine KnlbteUe. Nadidem ans (11) abgeleiteten 8atM aber kann daiin aneh 
ftr d < 1 nieht mehr ab eine NnllsteUe swisdien 0 nnd 1 liegen. 

Anf diese Weise irsitsr schließend folgert man , daß fllr 1 < d < S 
noch eine Nullatelle xwisdien 0 und 1 hinzukommt, weil dann n(y — « — l) 

positiv ist. 

Versteht man unter die größte positive ganze Zahl, die kleiner als 

ff ist (so diB also bei ganzzahligem positiTem ^ die ZaU £(^) = ^ — 1 und 
1- 0 fllr 9 ^ -f- 1 ist), so erhilt man das Resultat: 

Ist 1^0, v^O, 90 Höffen gwiaehm 0 und 1 jfena» E{u — 7 + 1) 

Hierin sind auch die Totliin erörterten FftUe mit Mithalten, weil dann 

E{» — y + 1) Null \nrd. 

Tst A < 0 aber v < 0, so ist für die Funktion F{y — y — tf, y, x), die 
nach (7) außer 1 dieselben Nullstelleu wie F(tt,ß,yjX) hat, die Größe »'>0; 
demnach hat F(a, ^, y, x) nach Obigem £(— ^ + i) Nullstellen zwischen 
O und 1. 

Aus (8) ergibt sich, daß die innerhalb des Einheitskreises gelegenen 
reellen Nullstellen von G und abwechselnd aufeinander folgen. Für kleine 
positive Werte von x sind G und G^ positiv; demnach ist G'^ an der kleinsten 
positiven Nullstelle von negativ und daher ist für den Fall A>-0 au dieser 
Stelle G negativ, d. k wann X > 0 ist, liegen die einieinen Rulistellen von 
J'(ff,/S,y,je) vor denen von F(a — f-\- 1, ß — f^ 1^ 3 — jr, m\ und es hat dem- 
nach F(mjß,y,x) ebensoviele NuÜstellen zwischen 0 und 1 oder eine mehr 
als F{a — y -\- 1. ß y 1. 2 — /). Welch*' von beiden Möglichkeiten 
eintritt, läßt sich in jedem Falle durch das Vorzeichen von F(€c^ y, 1) ent- 
scheiden. 

Versteht man unter E*(jif) entweder E(jf) oder 1 + so erbllt man 
für die reellen Nullstellen von f, x) swischon 0 und 1 mit Ansschlufl 

der Grenien das von Klein angegebeiie Schema: 

1^0 



l>0 



; £(«-y-H) 
E*(f^ß)\ E*(a) 



3. Ist eines der beiden ersten Kleinente, •/.. B. ß, eine negative ganze Zahl 
— M, so ist JF' eine ganze rationale Funktion nten Grades von x\ in diesem 
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FfeUe liBt sieh nun dn Aiuahl «11er reellfln und k<MDplflanii NnllfMlcn ui- 
geben. Ee ist nlmlieh: 

Durch {J.2J erhält man die Fortsetzung der iieihe ^Ij auf solche Argumente, 
deren reeller Bestandteil Ueiner als + i ist; durch (l3) auf soldie, d&e aufier- 
halb des Einheitskreises liegen. Ist im spedeUen — so ftllt dar erste 
Summand in (18) wegen des Faktors n(ß—i) fort» und man erhalt: 

-«ty, -fj (1 - J^)"i^(y- «, -'»»y»«l i) 

JI(y-j-« — 1)JI(« — V f ' ^ ' ' «/ 

Ist X eine negative reelle ZaU, so ist ^ und ist « ein positiver reeller un- 
echter Bruch, so ist ein positiver echter Bruch. Man kann also durch (14) 

und das Kl einsehe Schema in jedem Falle die Aii»ahl sämtlicher reellen, also 
auch sämtlicher komplexen NuUst^llen angeben; jedoch muß hier d^r Fall 

0 <C ^ auch berücksichtigt werden. Führt man diese Methode im einzelnen 
aus und bedeutet eine Zahl, die entweder Null oder Eins ist, je nachdem 

1 gerade oder ungwade ist, so exhtit man folgende Ergebnisse: 

Erster Hauptfall: y ^ 1- |3 = — ». 

Ist V <C 1, so lirtfcn sämtliche ]\uil^triit'n ziciscJim 0 und 1. 
P. J$t v^-\- 1 und a > — n 4- i> liegen m = E{a — y + l) NkU- 
ttetten gwUdim 0 md 1, r<»£(l — a) xwiBAen — oo «ml 0, e.-m-r 

etcischen 1 und + und p =- 2e(~- ^ ^ "^^^ sind kompler: nur wenn 

y—a eine neyaiin ganze Zahl ist, litgm m NuUstdkn zuisdien 0 und 1 und 
äXk ülrigm m 1. 

TP. Ist + l itnd «< — ii + l, so liegen sämOidie IMUMkn 
MtcMm — oo und 0. 

Zweiter Hauptfall: y < 1. j3 — — w. 
11^. v ^ 0, a-\-n<. 0. 

Alle Nullstellen sind redl und Heyen ztctsdien 1 und + oo. 
IP. V ^ 0, o -f- » ^ 0. 

Zwisdtm 1 md + oo Uegm m — jS(1 — «) NuUsteOen, zwischen 0 
tffid 1 Uegen r'^Eiy-^n)^ MwUdien — oo und 0 Hegen ^..^.r md 

p — 9e(~~ — + 1^ komplex. 

IV'. i' > ( >, « -r n < 0. 

ZuisciuH 1 u«d -\- oo //('//fn m = E{tt — y + 1) NuUfttUen, ne »säten 
— OO und 0 /ie^rm r — E{y + «)» ^teisdien 0 «»(/ 1 /Mi^eii p,.,,.^ und 
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p — 2 — ^ '~"^~) komph x. Nur uetm y — o eiwr negative ganze 
Zahl i$t, liefe» m NMetelie» ewis^cn 1 tuid + md aUe Mbrigen tn 1. 
IP. v>% « + «^0. 

a) « > 0. In diesem Falle sei a — tn -\- y = — »■ + *» '^o w^mI r 
positive ganze Zahlm mit Einschhiß der Null bedeuten, und es sei 0 < d < 1, 
0 < e < 1, dann liegt n m Sulht> liai zii ischen ü und 1, z irischen — oo 

und 0, 9u-m~r ^i*^ischen 1 und oo und 2e(^ "* ^ "'"^ *) + 
l:0Nqrf«e, wem ^ < e . dagegen heißen die entsprechenden Zahlen f» + 1, 
♦r,^,_,_r-i*«M^ai'(" " 8 "-) + 2^:(^) ywenn6>9ia. Irt sdiUefi- 
Uch ^ «• «, M Hegen m NuHeteUeH gwMeH 0 md 1, Mwiedien — oo nnd 0, 
« — m — r t« 1 md 9E ^ «im? ftoinplftc. 

b) « < 0. /.s7 « — w + <J(»» > 1), y = — r 4- £ '0»f/ w^f y — o > 0, 
so Z/^t'i/ - /• yiilisfrllen zirischen — oo und 0, zirisdun 0 und 1, p,_,„ 

zwischen 1 umi oo ««d 2£^" ~ j "^"j + "^-^("j") komplex. 

Ist dagegen y — c < ü ««d y + " > 0, m //«^ren Xullstdlen 
»wischen — oo tind 0, (>,„ r;/-iMAe» 0 unW 1, MoticA«» 1 immI oo umd 

^e(~ 7+-) + 22?('" + + Jbompfer, fr«wt d < • 

iirf; diujiym Iteißiii dir ZuJdiU ^^^m, ^n-r-t-l y j 

+ 2£:(|) + 2£(— wemi J> t Ist echiUfiUdi 6^t, to Hegen 

n — / -f »' NuilsteUen in 1, f,«,, zwisdien — oo mwJ ü u#Mi 2£l ^ -j 

knmplrx. 

I.-l schließlich y — o < 0 y + « < (», fk^j^fw >• — " NidtstiUeii 

Zieischen l i/m/ oo, _^ zn ischen — oo und O, zu ischni 0 1 »/n/ 

22;(" + 2E(^ '^^~^' ^^ sind komplex, tceun ä<t ist; ist d >«, 

so heißen die ZaUen r-n + 1, t«+«,-r-i 215(*~|^-) + 

-|_ j^^Lt^-TL?^ . ö ~ c, so ^»ei/t?»i r — « NuUstellen ewischm 1 

H-oo, » + «•— r hegen in — oo md 0 md 2e(^-~^^ ^-^ 

sind komplex. 

Der nraite besondere Fall, daß y — « eine negatiTe ganse Zalil ist, Iftfit 
sieh dordi (7) auf den eben behandelten anrllokfilbren. 

4e, Der Übergaiur von diesen speziellen Fällen zur allgemeinen Funktion 
geschieht durch die Überlegung, daß jede einielne NaUstelle j^q sowohl an» 
eindeutige und stetige Funktion der GröBen /k und v als auch der Parameter 

a und ß in dem anfangs festgesetzten Bt roichc ist. Nur die Grenze dieses 
Bereii hcs verursacht eine gewisse Sehwierii^ktit. ZunUcbst läßt sich zeigen, 
daß wenn man das positive Ufer des Querschnitts dem Bereiche zuzählt, in 
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diMer Liiiie im aUgernttneD FaUe keine NulIateUeii liegen. FOr solche Punkt» 
hnt nSmlieh F die Fonn: 

WO A und B reelle Wert« haben. Soll dieser Ansdnuk Noll sein, so ist entr 
weder a — ß i'\r\o ganze Zahl — ein Grenzfall, der vorl&ufig ausgeschlossen 
werden soll — odt r e> ist .4 — B — 0. Die beiden nach (13) in ^4 und H 
auftretenden hypergeometrischen Reihen können nicht gleichzeitig verschwiu- 
den^ weil sie Lösungen derselben Differentinlgleielinng sind. Bs bleibt dem» 
niich für eine Nullstelle von F «wischen 1 und OO naoh (13) nur dio Mög- 
lichkeit, daß «, ß oder y — **t Y — ß «um negative ganae Zahl ist, d. h. daft 

F eine ganse Fnnklion von x oder ^^^^ iit 

Ob aber, wenn F dmuh Verinderang eines Paimmetm vom q»eiielleB 

zum allgemeinen Fall fibergeht, eine swigchen 1 und -f~ ^ gelegene Null- 
steile in den Bereich übergeht oder verschwindet, ist ohne weiteres nicht m 
entscheiden, aber in den meisten Fallen zu umgehen. 

V ariiert man den Parameter so wird eine Veränderung in der Zahl 
der Nnllstellen nnr antreten, wenn die Nnllstellen die singularen Pnnkte + 1 
nnd OO oder, falls v<0 ist, den ümikng des Eonvergenikreises passieren. 
Dieser letzte Fall (t><CO) kann aber wegen (7) ausgeschlossen werden. Femer 
wird jetzt wieder stets vorausj/psetzt, dafi c > /3 ist. 

Zunächst ist der irstc Hauptfall > 1 zu betrachten. 

Wenn in diesem Falle ß^ also auch a positiv ist, so ist auch y — a und 
f^ß wegen der Bedingung v > 0 positiv. DalMor besitst F keine redien 
Nallstenen nnd zwar zwisdira 0 und 1 nadi den Angaben im Eleinioihai 
Ekdiema, zwischen — oo.und 0 nach (12) in Verbindung mit dem Sehen» ond 
zwischen 1 und oo wegen d^-r obigen Bemerkung über diese Strecke; nur im 
Unendlichen liegt eine El^ß -f 1 j- fache Nullstelle. Komplexe NuUstellen exi- 
stieren aber ebenfalls nicht; denn vermindert man a und ß um d. h. v^ 
mehrt man v nm S d, so bliebe hierbei die Anzahl der komplexen Nnllstellen 
nngeän'lort, falls uicht etwa eine solche ins Unendliche rückt. Dies aber ist 
ausgeschlossen, da bei abni hnieivleni a nnd ß der Grad der unendlichen Null- 
stelle abninmit, nicht aber irgendwo um mindestens 1 wuibseii kann. Ist 
schließlich ß ^ 0 d. h. jP«= 1 geworden, so existieren sicher keine komplexen 
NoUsteUen d. h. 

Wenn er und ß positiv änd, so besitst F kmne endlichen reellen oder 
komplexen Nnllstellen (v > 0). 

Ist /3 < 0, so gehe man von dem Fall<\ daß ß eine negative ganze Zahl 
— n ist, aus; man hat dann nur den Fall I" zu betrachten. Ist n — m — r 
eine gerade Zahl, so existieren keine reellen NuUstellen zwischen 1 imd oo; 
Iftftt man — » um einen editen Bnuäk wacduMU, so bleibt demnadi die Ansah! 
aller Nnllstellen ungeindori Für diesen Fall ergibt sieh aus P: m Nnll- 
stellen liegen xwischen 0 nnd 1, r twiaehra — oo nnd 0 nnd n — m^r sind 
komplex, wonn ß — — n x und n — m — r gerade ist. 

Läßt man aber — fi um einen echten Bruch abnehmen, so erhält man 
die nämliche Anzahl wie oben; es ist dies aber dasselbe, als ob man in der 
Funktion, bei der /3 m — 1, die obige Differenz demnaeh eine nngerad» 
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Zahl wire, ß hfttie mn «inen echten Rnieh mwhaeo laeeen. In diesem lUle 

erhält man also, wenn man /3 = — n' + x setzt and n — i» — r ungerade 

ist: Es liefen m Nullstelleu zwischen 0 und 1, r zwischen — OO und 0 und 
I»' — m — r — 1 Hind komplex. Da E{ l — ß) E(l -f n — x) — « u«t, so 
lassen sich die bisherigeu Ergebnisse folgendermaßen zuaammentassen: 

HI- I^t 1 M«d »'^0, so liegen £(o — y+ll NuUstellm zwisdien 
0 und 1, E{l — a) tuschen — oo und 0 und E(l—ß) — i\o — y + 1) — 
—E{l—a)^§ NüButeRm äimd homßexy wo •NuU oder Eku id,je mdkdem 
die varhergihende Differeng gerade oder mgerade 

Ans (7) folgt hieraus munittelhar: 

IV. ht y> 1 und v^ü, so liegt n E{^l—ß) NuUsUUen zui<(Jien 0 
mid 1, E(ß — Y + 1) Mwiadien — oo wnd 0 und E(n — y+l)-E{l-ß)^ 
E(ß - r-l- 1) — • NuXMeOen M hompUx. 

Auch bei dem zweiten Hauptfall y < 1 wird zuerst nor v>0 betrachtet 
Ist y < 0, so moB ß negativ sein; es kann indessen auch u negativ an- 
genommen werden, weil die andere Möglichkeit dnxch (12) hieraitf znrück- 
geführt wird. 

Man braucht nun nur in Satz 11^ b) ähnlich wie vorhin II Stt variieren, 
um die betretfcuden allgemeinen Sätze zu gewinnen. 

Liegt dagegen y zwischen 0 und 1, so können a und ß positive echte 
Brnehe sein; ist ß negativ, so braucht man « nur kleiner als + 1 annmehmen; 
der Sata IP a), der dann in Betracht kommt, geht in diesem Fall in UP b) 
Über, wenn man darin nur w» ~ 0 setst, 80 daß allgemein nur b) weiter 
verfolgt zu werden braucht. 

Hierbei sind nun 3 Fälle zu unterscheiden. 

A. y— «>0 und f — ß>0. 

Ähnlich wie beim eisten Uamptfall geht man in im — r -f* ^ 

von der Annahme ti — m gerade aus, läBt — n um x wachsen und abnehmen, 
um hierdurch die Annahme n — m ungerade zu erledigen. 

Man erhält so den Satz: 

{ ^ I 

V. Ist n>m>r und 0 < x < 1, so Airf F(— m+tf, — n+ii,— r+t,«) 

I t I 

m — r NuHsttilt'H :icisrheii — ^ und 0, etcischrn 0 und 1 wtd 
aij^'»-* ti^ + 2£(^^*) 9ind komplex. 

B. y — «<Ü und y~ß>0. 



VL»>r> 



f ^ 

m und 0< I X 



90 hat F(—m+d, —«+«,— r+s,«) 

(fr-,n ^uUsteHm gwieehen — > oo und 0, ewisdien 0 und 1 ufuf 

2i?f:-|±i) + 2E(^^ ') + 2Ei^-^±^) sind komplex, ucun 6 < e 
itt; es liegen Nullstcllen ewiacken — oo und 0, ^^^i ewigen 0 und 1 
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0. y—m<0 nnd f—ß<0. 

Da in diesem Falle (r>ii>«i) in dem speziellen Falle stota NuDstellen 

zwischen + 1 und oc liegen, so versapt hit>r (iie Methodo zur genauen Be- 
stimmung (ior komplexen Nullstellen. Ds lAttt siob nur der folj^de Sats üb«r 
die reellen Nullstellen aussprechen: 

* ) <1, so Jkalf(— M+a,— N+%r+a,s) 



YK IM r>fi>iii «nnI 0 < 



f 



XiMäHmtwiackm -^oo unä 0 und eN+m-r <^ Qn^m-r-i NidUMIm 
mvUdm 0 mtd 1, je mukäem S^t itt. 

Witt sohon erwähnt lassen sich die Zahlen f&r den Fall, dafi a positiv 
ist odtr (U0 v negativ iii» tm den letstea drei &Siam iMeht ftiden. 
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Hmruiflgagtibett ▼om Vontiaid» dir CMUaekaft 

59. Sitiuir » ^ Febnuur im. 

Vonitseoder: Herr Jabnke. 
Anwesend: 30 Herren. 

Der Antrag dea Vorstandes, in Zukunft den Mitgliedern der B M. O. von 
ihren Veröffentlichungen in den Sitzungsberichten 25 Sonderabzöge unent- 
geltlich zu lietera, hndet eiuslimmig Annahme. 

WiaseaBohaftUche Ifitteflnngan: 

Herr Wallenberg: Beitvige snr Theorie der linearen DiffBreoMn- 

^leichungen (s. u.) 

Herr Jncobgthal: Über den Anfban der transfiniten Arithmetik. 

60. Sitzung am 25. Hiri 1908. 

Vorsitzender: Herr Schafheitlin. 

Anwesend: 35 HeiTen. 
Wissenschaftliche Mitteilungen : 

Herr Lampe: Bemerkungen zn einigen Obungiau^gaben. 
Herr Lindaer: Ober Differentiation mit komplexem ladex ond ihre Be- 
aehongen zur hypeigeometrischen Funktion. 



B«ttrigo iw AaalyilB iitiu. 

Von Ernst Steinits. 

1. 

Wahrend bei Euklides von den allgemeinen Begriffen Linie und 
Fläche ausgegangen wird und sodann erst Gerade und Ebene als spezielle 
Linien und Flächen charakterisiert werden , ist es iu den modernen Systemen 
ftblioh, die Gerade und die Sbeme direkt, und zwar als Gnmdbegriffe, eiina- 
fUuren, jene allgemeinen Begriffe aber in der Mdomattschen Omndlegung flber> 
hanpt nicht zu verwenden. ündmanistTielfach geneigt, einescdohe Verwendung 
schlechthin als unzulässig zu erklären. Indessen haben gerade die vielen 
Untersuchungen, welche in neuester Zeit üher die Grundlagen der Geometrie 
angestellt worden sind, immer deutlicher hervortreten lasseu, daU es nicht 
angängig ertcheint, apodiktiseh zu MrUlren: dieser Begriff ist ein Qrund- 

SttuagtbMlohl* d. BmL lUtik Om. TU 4 
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begriff, jener ist es nicht, oder: dieser Satz ist Axiom, jener muß 
bewiesen werden, sondern daß man verschiedeno Systeme von (iniudbegriffen 
und AxioHieu aufstellf^n kann, derart, dali fin Hegritf oder Satz in dem einen 
Sjst«m zu den UruudbtigriÜen bzw. Axiomen zählt, in dem andern nicht. Öo 
wird man audi nicht Ton yorahereio nn System Ton der Hand weisen kOnnen, 
das mit Idnien und Flftchen als Grundbegriffen operiert Ihn wird vielmehr 
zn prüfen haben, ob die über dies« BiMrriffe in Form von Axiomen gemachten 
Aussagen widerspruchsfrei sind. Ist das der Fall, und ist man überdies geneigt, 
die Übereinstimmung mit der Anschauung zuzugestehen, so i&t an der Zulüs-^ig- 
k^t des Systems kein Zweifel mehr. Snn Wert kann nur nach seiner Leistung»- 
flhigkeit eingeschltit werden. 

Nun gibt es in der Tat < ine geometrische Disziplin, für welche die Ter- 
Wendling der A 11 «jemeinbegrif t"e Linie und Fläche von Anl)e<,nnn ein Re- 
dürtuis ist: die An;il \ sis situs. Für sie erweist si<-h der gewrihnlicln' Authau 
der Geometrie als unzweckmäßig, weil schon die primitivsten Tatt>aciien, die 
demjenigen, der, nicht gewohnt, sidi an Definitionen zn halten, nur mit der 
Anschaonng operiert, ganz selbstverstSndlich erscheinen, sich aus den üblichen 
Axiomen nur sehr mühsam ableiten lassen. Man denke z. B, an den Jordan- 
schen Satz, 'ratsiichlich haben sich auch so btnvorragende Mathematiker wie 
iiiemann keineswegs gescheut, bei der Bearbeitung der Analysis situs auf 
die Ansduninng zn rekorriwen. Jn neuwer Zeit ist viellkeh deer Venofdi ge> 
maeht worden, dies durch analytische Behandlung zu Termeiden: dahei werden 
die größten Schwierigkeiten dadurch umgangen, daß man bei den definierenden 
Funktionen außer der Stctirfkeit wenigstens noch Existenz und Stetiirkeit der 
ersten Ableitungen voraussetzt. Aber wer sich mit Problemen der Analysis 
Situs beschäftigt hat, wird sich kaum des Gefühls erwehieu können, daß bei 
derartiger Behandlung Begriffe herbeigezogen werden, die dem Wesen der 
Sache fremd sind. Ks ist mir auch kein Fall einer konsequenten analytiaehen 
Durchführung bekannt. Meines Erachten" ist das Verfahren Kiemanns nur 
insofern ergänzungsbedürftig, als Riemann >tillscbweigend mit einer (iruppe 
von Axiomen operierte, die weder von ihm noch vor ihm irgendwo ausdrück- 
lieh postuliert waren. 

Es ist deshalb gewiß als ein Fortschritt zu begrüßen, daß der Artikel 
über Analysis situs in der Enzyklopädie der mathematischen Wissenschaften*) 
ein Axionisyst. in bringt, welches für den Aufbau <lieser Disziplin, wenigstens 
im dreidiuuMisiuuaieu itaum ausreicht. Dadurch werden natürlich die wichtigen 
und Bohwierigen Probleme, weldhe die Analysis situs im Rahmen der gewflhn* 
liehen 6e<mietrie darbietet, weder geUtot noch aus der Welt gesdiafft; abor es 
ist die Möglichkeit gegeben , eine Analysis situs als selbständige Disziplin in 
voller Strenge weiterzufflhren, ohne die Erledigung jener Fragen abwarten 
zu müssen. 

Als GrundbegriffiB oder Elemente haben wir in der Analysis situs zunächst 
den Punkt, die Strecke (worunter man sich eine zwei Punkte Tnliindende, 
ai^ selbst nicht schneidende Linie vorzustellen hat), das (einfach zusammen- 
hängende) Flächenstack, das (einCache, kugelartäge) fiaumstttck.^) Wir wollen 

1) Eniyklopildie, III ABS. Analysis «itus von M. Dehn und P. Heegaard. 

2) Die Ausfühnnif^eu diese« Ab.scbnitt8 haben ledi>;lich den Zweck einer Kin- 
leitonff. Von einer strengen ^Scheidung rein kombinatorischer und anschaulicher 
Betraehtangen ist deshalb abgesehen. 
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diese Elemente gemeinMun alt Züten beieielinen und als ZeRen Oter, Iter, 2ter, 
Bier Dimension untenchaden. Urnen schließen sioh die Zdlen nU r IHmmritm 

an. Eine Zelle ist vorzustellen als eine Punktmenge, und wir haben ao ihr 
infirrr Pnnktr und solche der Btyrenzuno zu unterscheiden. Eine Zelle wter 
Dimension hat zur Begrenzung eine spJiärisdie MannigfaltigkHt von n ~ 1 
Dimensioneiif welche aidi in venehiadener Waiis aat (m — 1) • dimensionalen 
Zellen aufbauen UBl Es genftgen swei soklie Zellen, die alsdann ihre gesamte 
Begrenzung gemein haben. — Zelle und sphärische Manniglaltigkmt sind die 
eiiit'achsten fieprisentsnten herandeter und (in sich) geschUMmer MamtigfiUHg' 
ki'ilt'n. 

Zum allgemeinen Begriff der n-dimensionalen Mannig faliigkeiten gelangt 
maUi indem man sich dieselben in nSher su definierender Weise aus n-dimen- 
tionalen Zellen als Polyeder autgebaut denkt. Als Elemente des Polyeders 
gelten seine u -dimensionah'u Zellen, die (« — l) - dimensionalen Zellen, aus 
denen sich die Begrenzungen der «-dimensionalen zusammensetzen, dif (//— 2)- 
dmiensioualen Zellen, welche die Begrenzungen der — L)- üimensiunaien 
bilden usü, endlidi die Punkte, weldie die Strecken oder Kanten begrenzen. 
Zwei Elemente fr T«r8ebieden«r Dimension sollen inndent heiBen, wenn das^ 
jenige von kleinerer Dimension zur Begrenzung des andern «^^ehört ; bei gleicher 
Dimension sei Inzidenz gleichbedeutend mit Identität. Das Symbol («, 6) werde 
gleich 1 oder O gest-tzt, je nacluit-m n und b inzident sind oder nicht. 

Nicht jeder Zelienbau gilt hier als Polyeder und damit als Mannigfaltig- 
keit Die Vorstellunff, es sei mO^ok den Aufbau einer fi>dimensiottabn 
Mannigfaltigkeit so zn vollziehen, daß irgendein gegebene innerer Punkt von 
ihr innerer Punkt einer Zelle wird, führt zu einem Gesetz, das wir als ent» 
DtMiitätsgesetz bezeichnen wollen. Ks lautet: 

Zu jedem (/cscMosscuen n-dimeiisionalev Pohjeder % existiert ein reziprokes 
^' derart, daß ein - eindeutig den Ar-dimeusionalen Zellen von die (n — itV 
dimensionalen rem und insidenten Zellen wieder inndente entspreohen.^) 

Bei einer geschlossenen Mannigfaltigkeit 99^")*) gehört jede (n — ly 
dimensionale Zelle derBegrensung zweier, bei einer berandeten der Begrensung 
zweier oder einer ;^dimensionalen Zelle an. Die (n — l)-dimensumalen Zellen 

der zweiten Art nebst den mit ihnen inzidinten Zellen f»erinfjerpr Dimension 
heißen i2a«(/rc//e/»; sie bilden die Jii'tjyetizinKi oder I^tranduiif/ der Diese 
Berandung besteht aus einer oder mehreren geschlossenen äU^" ~ 

Eins der wichtigsten Probleme der Analysis Situs ist die Aufstellung der 
verschiedenen Typen von Mannigfaltigkeiten nter Dimeosion. Gewöhnlich 
definiert man: Zwei Mannigfaltigkeiten heißen liotmknnor/ih (äquivalent) oder 
von gleidthn Typus ^ wenn sie sich ein -eindeutig und stetig aufeinander ab- 
bilden lassen. (Jeht man jedoch von der rein kombinatorischen Auffassung 
der polyedrischan Mannigfaltigkeiten aus, als S^temen, welche durch die 
zwischen ihren Elementen bestehmiden Lmdenaen bestimmt sind, so ist natttr- 
lich von der Einfühnmg des Stetigkeitsbegriffs Abstand zu nehmen. Die De- 
finition des Homöomorphiamns mufi also anders gefaßt werden. Dies geschieht 

1) Ein zweites, wohl zuerst von Poincare bewieeeneii Dualitftiegeeetz gagt 
aot, daß reziproke Polyeder stets homüuuiur^ lie Mannigfaltigkeiten repräsentieren. 

2 ; Ein oberer in Klammem gesetzter Index bezeichnet hier und im folgenden 
•tets die Dimenrion. 
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bei Dehn-Heegasrd mitteU des Begnffii der „interften Transformation^'' oder, 
«rie wir aadi lagoi kÖmiMi „ZWUeäm^". Eine Streck» — wird 
durah Binftb^npg eines inneren Punktes ef'^ in zwei Strecken o^^c^®) und ^ftO 
„geteilt". Um zur Teilung einer n-dimensionalen Zelle a^''^(n > l) zu gelangen, 
hat man zunächst eine (n — 2V<iimpnsionale sphärische Mannigfaltigkeit 
(im Falle n = 2 ein Punktepaar J anzunehmen, deren Elemente mit a^"^ inzi- 
dieren. Durch zerfftllt die Begrenzung von o^**) in swei Teile 3«— i 
Sü-'i' Durch Einftthrnng einer neuen l)-diinensionalen Zelle wird 
jetzt o^"^ in zwei Zellen a\*^ und a^^ „geteilt", von denen die eine durch 3*— i 
und (^'''~^\ die andere durch 3» — i c^""** begrenzt wird. Haben wir nun 
zwei Polyeder und so stellen beide bomöomorphe Mannigfaltigkeiten 
dar: Erstens, w^enn nie isomurph sind, d. h. wenn eine ein-eindeutige Beziehung 
swisehen ihren Elementen gleieher Dimension möglich ist, bei weldier iati- 
denten Elementen wieder inzidente entsprochen; zweitens, wenn sie durch 
interne Transformationen in isomorphe Polyeder flberiiroführt werden können. 
Dies ist die Definition des Homf)omori)hismus bei Dehn -Heegaard; daß sie 
mit unserer Anschauung übereinstimmt, müssen wir als Axiom hinnehmen.') 
VOr die wiehtigstmi Thigea der Äasljsis sitns ist die polyediisehe Dw- 
stellnng nur Mittel sum Zweck. Es werden uns hnnpteiehlioh solche Eigen- 
schaften interessieren, welche dem Typus als solchem nkommen, also von der 
jeweiligen polyedrischen Darstellung unabhängig sind, mithin bei internen 
Transformationen ungeSndert bleiben und deshalb auch InvariatUeti genannt 
werden. Unser Ziel wird sein, fUr die Mannigfaltigkeiten von n Dimensionen 
ein volles Invariantemii^em nnfrusteUen, d. h. ein System von der Beschaffen- 
heit, daß die Übereinstimmung zweier Mannigfaltigkeiten in den Invarianten 
des Systems notwendig und hinreichend fRr den Horaftomorphismus ist. Die 
drei Invarianten, welche bereit.s bei 7,weidinii'nsi«)ual»'n Mannigfaltigkeiten auf- 
treten, sind: die Charakteristik , die Zahi der Ränder, das Verhalten der In- 
dikoM», 

Die Oharakteristik C, die bekannte Zahl e -\- f — Je der gewöhnlichen 
Polyedertheorie, kann für (polyedrische) Mannig£ftltigkeiten beliebiger Dimen- 
sion definiert werden durch die Qleichung 

(1) c-.2"(-i)w. 

wo sich die Summe über alle Elemente a der betrachteten Mannigfaltigkeit 3k 
erstreckt und das Symbol [a] die Dimension von a bezeichnet. Nach dem ge- 
wöhnlichen Eulerscheu Satz ist C fUr sphärische Mannigfaltigkeiten zweiter 



1) Bs kommen hier die Zerlegungsexiome (a. e. 0. 8. 168/169) in Betmehi 

Die unter a) ungeführton Axiome, durch welche die für den Homöomorphismu» 
nnoegebenen Bedingungen als hinreichend charakterisiezt werden, dürfte wohl 
je&r ohne weiteres eis der Anachaunng eemiS enerkennen. Die AuMellnng des 

Axioms- h hinffegen, aus welchem die Notwendipkcit der Bcdinjrungen folgen 
würde, scheint mir doch — namentlich, wenn man zu höheren Dimensionen auf- 
steigt, aber auch schon im dreidimensionalen Gebiet — gewagt. Seine Widei^ 
spruchnloHiffkeit genügt natürlich nicht. Ich habe mith noch nicht davon nher- 
zeugeu können, ob man nicht doch genötigt sein könnte, für n ^ 3 eine allge- 
meinere ZelUeflung dem Begriff des Homöomoiphismus aagmnde~sa legen. Ich 
komme bei anderer Gelegenheit auf diesen Punkt sniflck, welcher dne matß^t- 
liebere Erörterung erfordert. 
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DiBMnaion gleich 2, und di» lidmude VeruilgemMiieniiig fllr q^bitiMdie 
HamiigftltigkMten von n Dimenriooen beiagt, daß 0 gleich 2 oder 0« je nacli« 
dem m gerade oder ungerade ist. Hat man daher eine beliebige W"\ und ist 
a il^iend ein Element derselben, so ist die über die Elemente b der Begrensung 

TOn a erstreckte Somme ^ (— 1)^^^ gleich 1 — ( — 1)'**^. Erstrecken wir die 

h 

Summe aber anob noob Aber das Element a selbst, so tritt noch (— 1)^*1 hinxn, 
und wir erhatten l)m - 1. Mit Hilfe des Symbols (o» b) (s. 8. 31) 

können wir dieser Oleiehnng die Form 

6 

geben, wo sich die Summe über alle ElemenU» b von 2)i"" tr^t reckt, welche 
der Bedingung [b] < [aj genügen. Wird ^2) mit (— 1)^"' multipliiiert, so 
ergibt sich 

^(a, b) • (- 1)W+ W -^(- 0»! t [-1) 

also wegen (1) 

(8) C -^(o» b) ♦ (- W. 0»] < 

«1» 

Hier erstredet sich die Summe über alle Elementenpaare a, wobei a auch 
h sein kann, aber zwischen a, b und a nicht unterschieden wird. Glei- 
chung (3) gilt fBr jede Mannigfaltigkeit äJ^^"'. Ist SH^"' geschlossen, so erhält 
man nach dem ersten DualitStsgesetz unmittelbar eine zu (2) analoge Gleichung 

^(a, b) ' (- !)•- W - 1. m > t»» 

a 

Summieren wir diese für jedes Element b von 9)^"^ gültige Gleichung nach 
Multiplikation mit (— l)^^^ über 6, so erhalten wir noch einlacher Umformung 

(- 1)" ^(a, b) . (- l)fl+ W -^(- 1)W - C. <M > 

Die Yer^^chung mit (3) ergibt 

C-(-.l)-.0, 

also für ungerades n C — 0. D. h. ^ede gesdUonaatc ManuiylaiUykeU iiiiyeiader 
Dimensiefi Aa< die CkareMenalXk 0, ein Sata, der wohl zuerst von Poincare 
Ar n » 3y Ton Dehn-Heegaard sJlgMnein bewiesen wurde. — Beseidmet 
man mit o^^ die Ansahl der Lraidenzen von je einem Element p-Ust und einem 
g-ter Dimension, wobei a^ , = die Anzahl der Elemente A;-ter Dimension wird, 
so kann man den Gleichungen (l), (3) die Form geben 

(4) O 'Sir- -^(- 1)**««« • 

P P9 

Die sphürischcn Mannigfaltigkeiten ungerader Dinip-nsion sind also durch ihre 
Charakteristik in keiner Weise vor amlcrn gtschlossenen MannigtaltickfitPii 
ausgezeichnet. Bei den Manuigtaltigkeiten gerader Dimension verhalt sich 
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anders, doch gibt es auch hier, wenn die Dunension > 4 ist, nichtsphärisch« 
Mannigfaltigkeiten mit der Oharakteristik 2. Im F^e « = S hingegen 
kommt die Cbafakteristik 2 ausscUieBlich den sphärischen Mannigfaltigkeiten 

zu; alle andern, geschlossene wie berandete, haben eine Charakteristik < 2. 
Hierauf beruht die dominierende Stellung, welche der Ealersche Sats in der 
Theorie der gewöhnlichen Polyeder einnimmt. 

Bei dem B^riff Indikakix hat man xuidUdiit die Zelle su betnditen. 
An jeder Zelle kann mio swei Indikatrinn unterscheiden. Bei der Streeke iat 
Tndikatrix gleichwertig mit Bichtnngssinn, bei der Flächenzelle mit üm- 
laufssinn. Wir können auch satrcn: dor Fliichenzelle erteilen wir eine be- 
stimmte Indikatrix. indem wir jeder ihrer BcirrtMi/ungsstrecken eine bestimmte 
Indikatrix erteilen, und zwar so, daß eiu i'unkt, in weichem zwei Strecken 
aneinander grenzen, bei der einen als Endpunkt, bei der andern als Anfiuigs- 
pnnkt erscheint. Ebenso erteilen wir einer dretdinu nsionalen Zelle eine be- 
stimmte Indikatrix, ind^m wir jeder der ])egrenzenden Flilchen/.ellen eine be- 
stimmte Indikatrix erteilen, wobei das (Möbiu ssche Kanten-) Oesetz zu befolgen 
ist: Jede Kante 8^^^ = a^°>6***^ erhalt in der Indikatrix der einen von ihr be- 
grenxtem nichenzell« die Richtung (Indikatrix) af^lf'^, in der Indikntrii der 
andern die Bichtang If^^^af^. In gleicher Weise li0t sich die Lidikatrix flfar 
Zellen höherer Dimension definieren, da ja das Möbiussche Gesetz sich ohne 
weiteres verallgemeinern lilßt. Es wird hiernach auch klar sein, wie man die 
F<Mrtsetzung einer für eine Zelle ä "> einer 9)2^"^ gegebenen Indikatrix auf einem 
▼on a^"^ ausgehenden und von Zelle zu Nachbarzelle fortschreitenden Wege zu 
Tentehen hai Macben wir einen geschlosiMien Weg, so kann es sein, daß 
die AidikAtrix am Ende mit der am Anfang fiberein^imint, oder daß beide 
entgegengesetzt sind. Führen all»' gevclilossenen Wege zur Ausgangsindikatrix 
zurück, so können wir für die ganze ä}i "' zwei Indikatrizen auseinanderhalten. 
Andernfalls haben wir eine iül" mit umkehrbarer Indikatrix; die beiden In- 
dikatrinn gehen ineinander Uber wie die verschiedenen Zweige einer analy- 
tischen Funktion.*) Hinsichtlich des Verhaltens der Indikatrix hat man also 
zwei verschiedene Arten von Mannigfaltigkeiten su unterscheiden. 

Die Lehre vom If'itn'"Ki))i'>ri)hiftnvi.<t zirndimnmonnlcr Mannifffnlfiffkcitrn 
gipfelt in dem Nachweis des Satzes, «laß für diese die Charakteristik, die Zahl 
der Ränder und da» Verhalten der Indikatrix das volle Invariantensystem 
darstellen. Bei Hannigfaltigkeitai von mehr Dimensionen ist dies nicht mehr 
der Fall. Schon lliemann und Betti haben es unternommen, weitere In- 
varianten aufzusuchen. Poincare, der in dieser Richtung weiter arbeitete, 
fügte zu den ..Bclti.srhcn Zahlen" (die bei ihm nicht ganz dieselbe Fiedeutnug 
haben, wie bei Betti) noch andere Invariauten unter dem Namen TorsionS' 
koeffieientm hinzu, ohne daß dadurch die Lehre vom Homöomorphismus auch 
nur für dreidimensionale Mannigfaltigkeiten erledigt wttrde. 

Auf diese Untersuchungen, welche auf die rein arithmetische Theorie der 
Elementarteiler führen und sich niifff^s derselben verbttltoismftßig einfach er- 
ledigen lassen, soll hier nicht eingegangen werden. 

1) Jedoch treten keine Verzweignugselemente auf. Wollen wir in diesem 
Punkte den Vergleich auficeeht erhalten, so dOifen wir nidit Funktionen auf dm 
Kugel betrachten, londem gewisse Funktionen auf Riemannsehen Fl&chen höheren 

OcHchlechts. 
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Dagegen soll ein Punkt ausführlich erörtert werden, der an die voran- 
gigimgenea Betrachtungen über die Indikatrix anknflpft. 

Bei den FUehen in unserem Baum ericennen wir leicht, daB die ein- 
seitigen eine umkehrbare, die sweiseitigen eine nichtumkehrbare 
Indikatrix haben. Stellen wir uns vor, daß wir auf der Flächt- '^chm und 
dabei jeder Zelle, die wir passieren, diejenige Indikatrix beilegen, welche einer 
Drehung linksum entspricht; dann ist leicht zu sehen: einmal, daü dem Kanten- 
gesetz genügt wird, sodann, dafi bei Znrflt^egung eines geschlossenen Wegus 
die Seite zugleich mit der Indikatrix erhalten bleibt oder gewechselt wird. 

Der springende Punkt in dieser Betrachtung ist die Möglichkeit, zwischen 
einer Drehung linksum und einer Drehting rechtsum zu unterscheiden. In 
dieser Möglichkeit drückt sich die Tatsache aus, daß die Indikatrix unseres 
^ Baumes nidit umkehrbar ist Wir maohen also bei unterer Deduktion 
▼Ott einer Eigenschaft unseres Baumes Gebraneh, die nicht allen 
Hannigfaltigkeiten, auch nicht allen dreidimensionalen, zukommt 

Die Nichtbeachtung dieses Umstandes ist die Quelle eine^ Fehlers ge- 
worden, der sich fast durch die ganze Literatur zieht. Immer wieder trifft 
man die Behauptung, die „Seite" drücke nicht eine Beziehung einer 37^"'^^ 
SU einer sie eoüiMltenden SDI^") aus, sondeni sei eine innere Eigenschaft der 
aRt""'). Offmbar &Bt man den Sadiveilialt so auf, als stelle der Begriff/«- 
dikalrix die exakte Formulierung fllr den Begriff Seife dar, fBr welchen die 
gewöhnlich mittels der Normalen gegebene Definition allerdings unzulänglich 
ist. Das Irrtümliche dieser Auflassung wurde meines Wissens nur von Dyck 
erkannt. In einer im Jahre 1888 erschienenen Arbeit heiflt es (Math. Ann. 
Bd. 83, S. 474) in besug mf Einseitigkeit und Zweiseitigkeit: „Diese 
letztere Eigenschaft ist indessen — wie ich bei anderer Gelegenheit aus- 
führen will — nur eine Lageneigenschaft der Flüchen in nnserm 
dreidimensionalen Raum, und sie kann verloren gehen, sofern wir 
von dieser Lage absehen.'^' 

Dyck ist indessen nicht mehr hierauf sordckgekommen, und seine Be- 
taerkung ist offenbar nicht richtig verstanden worden, da sich niemand daran 
gekehrt hat, obwohl seine Arbeit wohlbekannt ist. Ich selbst bin vor einigen 
Jahren bei Untersuchungen über ein spezielles einseitiges Polyeder^) den Iit- 
tum gewahr worden, und zwar an folgendem Beispiel. Bezeichnet man mit 
jc^ a=>o,...ii) die homogenen Pnnkätowdinaten im projektiTen Baum so 
stellt die Oleiehnng — 0 eine littearo 2atf^-^> — sie heiße 0 — dar, 
welche in Sl^*) einseitig ist. Wendet man auf 9 die Transformation «• | { 
<A»o, ...n) an, wo die Striche den absoluten Wert bezeiolmen, so geht ?l in 
eine homöomorphe Mannigfaltigkeit 'S über. (Die Beziehung zwischen "^l und ^3 
ist in den einzelnen Teilen, in welche % durch die linearen Mannigfaltigkeiten 

= 0 zerschnitten wird, koUinear und, wenn wir die ilR^* ~ ^ x? = 0 als 
Fundamentalmannigfaltigkeit einer projektiven Mafibestimmung wählen, sogar 
kongmeot) Fflr « *> 3 wird 9 das einseitige Heptaeder (und swar, wenn 
man das Koordinatr>nt>'traü<b r regulär und 9 als unendlich ferne Ebene an- 
nimmt, das spesielle Heptaeder, welches in der xitierten Arbeit den Ausgangs- 

1) Grelles Joiu^al, Bd. 180, 281 tt. 
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puokt bildet). Dag^eu ist iB iUr jedes gerade n zweUtiitig. Die Tatsache, 
daß alfldaan von dm beiden hemöomerphm MtmmgfattigkeUen 9t, 9 die eine 

eiti-, die andere giceiseUig ist, mag fSr den ersten Augenblick befremden, er- 
scheint jedncli gnnz trivial, wenn man beachtet, »laß sie ja schon bei 
Linien auf Fliuhen in unserem Kaum vorkommt. Haben wir nilmlich in 
unserem Kaum eine einseitige Fläche S ^d aul' dieser eine geschlossene 
Linie I, liogs deren sieh die Seite Ton 3 umkehrt, so ist aneh l imieihalb ^ 
einseitig; d. h. man gelangt, wenn man in der FUMshe ff «a einem üfer Toa I 
entlang geht, nach einem Umlauf auf das andere üfer. Aber die Linie 1 ist 
mit andern geschlossenen Linien von (5 homßomorph, die auch zw eiseitig {in 5) 
sein können. Femer kann man durch l zweiseitige z. 11 kugelartige Flächen 
lügen, dann ist / auf diesen zweiseitig. So ist auch die Gerade der projek- 
tiTen Geometrio einseitig in der Ebene, sweiseitig auf dem Hypeiholoid. 
Mit einem Wort, nick/ tlie Linie an sich ein- oder zweiseitig, sie i^f es nur 
in ihm- Beiuhung zur Flärhe. Dasselbe nun begegnet uns b» Manmgfaltig- 

heiteti jeder hi lir/rif/i n IHnu nsum. 

Natürlich muü man zunächst eine Definition des Begriffs Seite 
haben. Eine solche erhllt man aber sehr leicht, wenn man von dem poly- 
edrischen Aufbau der MannigfiaJtigkeiten ausgeht. Nehmen wir. um einen be- 
stimmten Fall vor Augen /u haben, f-ino Fläche ÜJ?'"* innerhalb einer SR^*^. 
An eine Flächenzelle c^*' von 30'?'" grenzen dann zwei räumliche Zellen 
aC) und und wir können zunächst inbezug auf die Zelle c^^ von einer 
a^-filejfe und ttn«r d<*»-fiWrp ■pesehea. Ist jetst ^ slae e<*> beoMlibart» 
üidienselle Toa 8R^, ia welche maa Toa aaeh uberschndtnng der Ksata 
gelangt, so haben wir an r',*^ angrenzend wieder zwei räumliche Zellen 
räumlichen Zellen, welche die Kante enthalten, bilden einen 
Zyklus it, welcher durch die Flächenzellen e^^\ c^^'> in zwei Gruppen 21 und 
zerrissen wird derart, daü man, wenn ein Heraustreten aus dem Zyklus St 
uad eia Oberschreitea der ZeUea e^^ uad aicht gestattet ist, aus tC aicht 
nach $ gelangen kann. Von den räumlichea Zellen a^^\ b'^^ gehört die eia» 
zu Ä, die andere zu ©; dasselbe gilt von a\^'> und bf\ Die beiden Gi-uppen 
Ä und ^ repräsentieren „dir beiden Seiten der ^üi^*' an der SttHe (Kaute) .s-'^*". 
Es mögen etwa a^"*' und tt^^' zu H, 6^^' und b^^^ zu ^ gehören. Dann sagen 
wir: nVoa der a^- (low. tf^ydSeite ton e^*^ gelangt mam natA ÜbersekreOung 
der Saute s^^ amfdiea^- (biw. bfySeite ton e<*). Durch diese Festsetsnagen« 
welche sich leicht ganz allgemeia fassm lassen, wird der Begriff „Seite** 
(„Fortsetzung der Seite") in einer Weise definiert, die (iffenbar vollkommen 
den Vorstellungen entspricht, welche man gewöhnlich mit diesem BegriH' ver> 
bindet 

Nun gelaugt man aber wack sehr leicht su dem aaahsteheadea The<»peni, 

welches die Beziehungen von Seite und ladikatrix fQr eiae S92^"^ und 
eine in ihr gelegene 110^^"""'^ angibt. In be/ufj auf eine geschlossene Linie l 
einer ÜW^""*-, können wir frn^'en: erstens nach dem Verhalten der Seite von 
8R("-*), zweitens nach dem Verhalten der ludikadrix der 3ffi^"~*\ drittens (da 
die Linie l ja auch innerhalb der 9R<*> verUluft) naeb dem Verhalten der ladi- 
katriz der W\ Es ergibt sich: 

Wenn bnm Durchlaufen der Linie l sowohl die Jndik^iirix von SK*" 
als audi die vofi ^D?*"' erfitdffn hhibt, so fuhrt l zur Ausguiiffssrite -urück. Das- 
selbe trM ein, Winn beide Indikairizen sidi umkefiren. Wenn dagegen eine t on 
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beiden Indikairizm er/uUten bleibt, die andere sicli umkehrt, so gelangt man 
muh IhMnMoMfm tmlaufäie etUgegmguddt 8eUe der a)t<"~^).') 

An diAse Überiegongaii solilbfiai flieh «ine Beihe weiterer Fra^ien «n, Tom 
denen einige hier besprochen werden sollen. So liegt es nnihe, naehdem in 

der ..Seit«" «ine BezieJiiinrj zwischen rimr SJZ^""^' und einer SJ?^"^ erkannt ist, 
analoge Beziehungen zwischen Mannigfaltigkeiten zu suchen, bei denen die 
Dimensionsdiffereuz 1 ist. Solche sind in der Tat vorhanden. Haben wir 
s. B. in einer SR^^ eine Linie, so kOnnen wir diese an jed«r Stelle in dem 
einen oder andern Sinne umkreisen; und wenn wir mra fBr einen beetimmten 
Sinn entschieden haben, so können wir ihn längs der Linie kontinuierlich fort- 
setzen. Ist die Linie geschlossen, so entsteht die Frage, ob nach voll- 
zogenem Umlauf der Sinn der Umkreisung mit dem ursprünglichen 
fibereinstimmt oder nicht Wie mit einer Linie innerhalb einer so 
vexlAlt es sieb allgemein mit einer SRt"'*) innerhalb einer W^h an jeder 
Stelle können wir die aK^"-*) in sweierlei Sinne umkreisen Es entspricht dies 
dem Umstand, daß die n • dimensionalen Zellen, welche mit einer (/* — 2)-di- 
mensioiialon dor 9)?^""'' inzidieren, einen Zyklus bilden. Wir haben hier otfen- 
bar eine ganz ähnliche Erscheinung, wie bei der Indikatrix einer Flächenzelle, 
nur daß diese dnrdi einen Zyklus von Elementen geringerer Dimension be* 
stimmt wird, während bei der Betrachtung der 331^* innwbalb einer 9)2 ("> 
der Zyklus von Elenit-nfpii höherer Dimension gebildet wird. Domentsprechend 
stellen wir dem hishrrigen Begrifi' der Indikatrix, für den wir zur Unter- 
echeidimg bisweilen die Bezeichnung „untere Indikatria^' gebrauchen, den Be- 
griff ffibere Inükalrix" gegenfiber. Wir wollen femer die Indikaim, welehe 
wir bei der n-dimensionaliii Zelle kennen lernten, eine n-4meMtiamle (mten) 
JndikaMx nennen und iVw«- Bezeidmnngiweise entsprechend bei der oberen In- 
dikatrix verwenden. Daun können wir an jeder Stelle einer 3JZ<"-*', die inner- 
halb einer SK^"* Hegt, (^in hezug auf die ij/i*"^) zwei entgegengesetzte obere In- 
dikairizm k"'' Din»€n9i<m untersdieiden. Der Begriff Seite fällt nunmehr 
nnter den Begriff obere Indikatrix: es ist 8eUe — obere IndikaMx enier 
DimenMon. Als Verallgemeinerung unseres obigen Satzes für eine innerhalb 
fincr ny?'"' liegende ^Ji*""** ergibt sich nun leicht: NaHi Durchlaufung einer 
(jf^'clilDsAiiicii III der ^JJ^""*' gelegen« u Linie / bh ibt die obere Indikatrix d(r 
iDi ' * (//i bezog auj die SR^"^) erhalten, oder sie kehrt sidt um. Je nadtdem bei 
diesem Uwimtf die (unteren) Indikatriten von SRt"-*) «ifMi W"^ glekkee oder 
rersdUerfenes VerMUm teigen, 

m. 

In Ergänzung unserer bisherigen Betrachtungen seien hier diejenigen 
Eigenschaften polyedriseher Mannigfaltigkeiten aufgestellt, weleko 
fftr eine abstrakte Begründung der suletst angegebenen Sfttse aus- 
reichen: 

1. Eine polyedrische Mannigfaltigkeit ist ein endliches System 

von Elementen. 

2. Jedem Element a wird eine Dimension [a] zugeschrieben; 
dieselbe ist gleich einer der Zahlen 0, 1, ... n. 



1) Auf diesen Satz besidit sieh die Bemerkong auf 8. 288, ZeOe 18 meiner 

oben zitierten Arbeit. 
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3. Zwei Eiumente a, h heißen entweder inzident ün Zeichen 
(a, 6) » 1 od«r (6, a) — 1) oder nieki ingiäent ((o, 6) — 0 oder (6, a) * 0). 

4. Ist [a] — [5], so itt dann and nur dann (a,6) «- 1, wenn a^b 
igt; ist (<i, h) = 1, (6,c) =- 1, \n] > [b] ^ [c], so ist (o,c) = 1. 

5. Jedes Elomont erster Dimension (Strecke) ist mit zwei Ele- 
menten O**"" Dimension (Ecken), jedes Element (« — !)**' Dimension 
mit ein oder zwei Elementen w**' Dimension inzident. 

Hieran schlielit sich die Ö. 31 gegebene Definition der Randdeinmic. 

6. Ist (a,fc) = 1, \a\ = |&] + 2, so gibt es genau zwei Elemente a:, 
welche den Bedingungen [j | — \b] + 1, G'j-ic) — Ii ib^x) = 1 genügen. 

Unter einem Weg verstehen wir eine geordnete Folge von Elementen 
0^,01, . . . derart, daß («i,«!,) l,(a„a,) = 1, ..(a^_i,a^ — 1 ist Be- 
leieluiet 6 ein Teüsjrstem von oder an<di das gaaie System, so heiftt @ 

zmammenhängend^ wenn zu je zwei Elementen a, & allemal sin Weg mit a als 
Anfangs-, b als F^ndolement ^^efunden werden kann. Dann sohließen sich an 

die bisherigen Bedingungen die folgenden: 

7. 3J?'"' ist ein zusammenhängendes Sjptem. 

8. Ist [a\ ^ 2 (bzw. [6j < » — so existieren Elemente (d. h. es 
ezisüsrt weBigstens ein Element) x, welche den Bedingungen [x]<a, 
(ßt,ae) =— 1 (bxw. [«] > d, (b^x) *= l) genfigen, und diese Elemente bil- 
den ein susammenbftngendes System. 

Im Falle « 2 stellen die unter 1. bis 8. gemachten Angaben ein TOll- 
stlndiges System von Grundbegriffen and Axiomen dar. Ist H^S, so 

SOhlieBt sich der Bedingung 8. zunächst die folgende an: 

9. Ist (a,b) == 1, [a] ^ [b] + 3, so existieren Elemente x, welche 
den Bedingungen (a,x) = 1, (6,«) = 1, [aj >■ [x] > [bj gentigen; die- 
selben bilden ein snsammenbftngendes System.') 

Wir ftlhren nun einige weitere Bezeichnungen ein. Ein Weg a|, . .. 
bei welchem das letste Element mit dem ersten a^^ übereinstimmt^ soU aocn 
als geschUoHner Weg gelten können. Dann ist p — 1 die Zahl seiner Elemente, 
und wir unterscheiden den Weg von den Wegen nicht, welche durch zyklische 
Vertauschung aus ihm hervorgehn. — Sind zwei Elemente o^_^ und öj + i 
eines geschlossenen Weges fr mit einander inzident, so ergibt die l'ortlassung 
des Elementes einen neuen geschlossenen Weg ic\ ic und w* beifien Naek' 
barwege. Den (einmaligw oder wiedeibolten) Ubei^puig ans einem Wege sn 
einem benachbarten, beseiohnen wir als stetige Variaikm des Weges; Wege, die 
durch stetige Variation aus einander hervorgehen, werden auch als homotop 
bezeichnet. Kin einzelnes Element .soll anch als f^cschlossener Weg angesehen 
werden dürfen. Alle geschlossenen Wege, welche sich auf ein einziges Element 
znaammeniidien lassen (hierber gebOrm s. B. alle, weldbe ans swei oder drei 



1) Nunmehr ist m leicht, auch die für vorauszuaetzenden EägemehaAen 

vollständig anzupeilen. Formal am einfachsten gelangt man hierzu, wenn man 
den bisherigen Bediuguugen nuoh die folgenden hinzufügt: Im Falle [aJ 3 «oll 
^((i, h) iV^J = 1, im Falle [n] =0 »oll ^{a,b) ■ (— 1)^*' — 0 oder — — 1 

sein, je nachdem a Kandelement ist oder nicht. 
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Elemeuteu besteheu), sind (wie aus 7. folgt) unter einander homotop. Wir 
sagen: sie sind komaiap 0. 

Em Sysfcem nm Elementen der 9R("> soll IntHmtgn^ppe heifien, wenn 

es entweder nur aus einem einzigen Element oder aus mehreren Elementen 
besteht, die alle mit einander inzident sinri. Eine In/idenzjjruppe kann höchstens 
n -\- \ Elemente enthalten; sie heißt total y wenn sie so viele enthält, sonst 
pariieü. Zwei totale Inzidenzgruppen sollen (enocftbar^ heifien, wenn sie n Ele- 
mente gemein luben, sieb also nur in einem untmeheiden. Ein System 
totaler Insidenzgruppen nennen wir tmammmhängend^ wenn man von irgend 
einer /ncfehörigen Inzidcnzgruppe ausgehend und immer zu Nachbargruppen 
(innerliulb 6) fortsclireitond zn jeder andern iJruppe von <S gelangen kann. 
Die totalen Inzidenzgruppen, welche eine gegebene partielle enthalten, bilden, 
wie ftos den Bedingungen 1. bis 0. gefolgert werden kann, allemal ein su- 
satnmenhungendes System. 

Wir kommen nun zur Indikntrix. Nach den früheren P>klärungen hätten 
wir einem Element a eine bestimmte Indikatrix dadurch zu erteikn, daß 
wir ein mit a^") inzidentes Element a^"'^^ wählen und diesem eine bestimmte 
Indikatiiz geben. Dies gesddsht ab«r wieder, indem dn ant af*-» inzidentes 
Element «r**^ gewftblt wird usf. ScUieBlich steigen wir so bis su einer 
„Strecke" a^*^ herab, deren Indikatrix nun durch die Angabe einer ihrer Ecken 
a^^\ (wir wollen ein fiir allemal festsetzen) derjenigen bestimmt wird, die als 
Anfangspunkt gelten soll. So würde also die Indikatrix von a*^"' durch eine 
totale, a'"^ enthaltende Inzidenzgruppe bestimmt werden. Die Möglichkeit aber, 
nacb dem firttber angegebenen Prindp sw« Indikatriien Ton o^") auseinander 
zu halten, läßt sich (wenn n ^ 3) nicht aus d<'n Daten 1. bis 9. ab- 
leiten, sondern ist als weitere l)ei der Definition der Mannigfaltigkeiten vor- 
auszusetzende Eigenschaft zu fonnuliercn. Indem wir gleich die duale Eigen- 
schaft hinzuftigeu, sprechen wir die m ue Bedingung so aus: 

10. Die totalen Inzidenzgruppen, welche ein gegebenes Ele- 
ment a((*> bsw. entbalten, serfallen in xwei Klassen derart, daß 
je 2wei benacbbarte allemal versobiedenen Klassen angehören. 

Ist nun a ein Element von Vt^*\ dessen Dimension > 0 und < n ist, 

so gehören zu a zwei Systeme und a„ paiiieller Inzidenzgruppen, die SO 
definiert sind: (t^ (bzw. «,J besteht aus denjenigen Inzidenzgruppen von je 
[aj + 1 (bzw. /* — [a] + l) Elementen, welche das Element a und auüerdera 
nur Elemente enthalten, deren Dimension < [« j (bzw. > [a]) ist. Aus 10. 
folgt leicht, daft auch jedes der Systeme und in swei Bassen a« und 
(bsw. €ta und serlUlt, derart, daß benachbarte Gruppen, d. b. soldie, die 
sich nur um ^ Element unterscheiden, verschiedenen Klassen angehören. 
Wir nennen n„ und a ', die heulm unttren, (i,. xmd a ' dir beiden oberen Indi- 
kairizeti des Eienieutes a. Jede totale, a enthaltende Inzidenzgruppe „gehört" 
ZU einer der Indikatrizen «1,,«», insofern als nach Weglassung derjenigen 
ihrer Elraiente, deren DimeosioD > [a] ist, eine su oder gehörige In- 
sidenigruppe surfickbleibt. Analoges gilt fttr a*„ und <C — Als weitere Folge 

1) Im Falle, dafi [aj » — l und a ein Baodelement ist, besteht a„ aller- 
dings nur ans einer efncif^ Gruppe, doch empfiehlt es sieh, auch in diesem Falle 
zwei Klassen a', und a" zülili n, von denen allerdingi eine leer ausgeht. Ähn- 
liche Festsetzungen sind im Folgenden zu beachten. 
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der bisherigen Annahmen ergibt sich dann ganz allgMnein: Diejenigen totalen 
Lixidensgriippen, welche eine gegebene partielle enthalten, zerfkUen in swei 

Klassen derart, daB benachbarte Gruppen versohiedenen Khissen angehören. 

Besteht die partielli' Tn/idon/gruppe aus einem einzigen Element «, so 
bezeichnen wir die beiden KJassen auch als ./lir beidt n ludikairizen der Maunig- 
faltigkeii SK^"' <in dir Stelle a". — Wie man sogleich sieht, stimmen im Falle 
[a] «• M btw. [('] = 0 die beiden Indikatrisen ▼(» 9R<"> an der Stelle a mit 
den beiden unteren bzw. obtt«n Indikatrisen des Elementes a überein; im 
Falle n > [a] > 0 repräsentieren diejenigen totalen Inzidenzgmppai, welche 
(zugleich) zu a'„ und u'„ oder zu n'l und gehören, die eine, diejenigen, 
welche zu und oder zu und a„ gehören, die andere Indikatrix von 
SR<") an der Stelle o. 

Es erfen nun a nnd h irgend zwei insddente Elemoite, a\ cT bsw. h\ h" 
die beiden Indikatrisra von l^i an der Stelle n bzw. endlich seien c' und 
i" die beiden Klassen, in welche das System der totalen, a und }> zuirleich 
enthaltenden In/.idenzgruppt-n vt)n iü^"' zerfallt. Dann gehören die tinippen 
der Klasse c sämtlich zu einer und deräelbun Indikatrix von a und ebenso 
•Imilich zu einer und dorselben Indikatrix von 6. Nehmen wir an, sie ge- 
hörten zu den Indikatrisen a' nnd h\ dann bestdit c (bzw. r") aus den* 
jenigen totalen Inzidenzgruppen , welche sowohl zu a als auch zu h' (bzw. 
sowohl zu a" als auch zu h" ) gehören. Wir sagen: der Weg von a nach b 
führt die indikatrix a in b\ die ludikatnx a" in b" über. Damit ist die 
FmriKlUwi^ der IndiMrix definiert — Die dngefBhrtn Bezeiehnnngen recht- 
fertigen sich durch den leicht sn beweisenden Sats: Wenn auf dem ge- 
schlossenen Wege ir die Indikatrix sich umkehrt (bzw. nicht um- 
kehrt), so gilt dasselhf für alle Wege, die aus w durch stetige 
Variation hervorgehen. 

Lassen sich alle totalen Inzidenzgruppen der äJt^"* so in zwei Klassen 
einteilen, dafi benachbarte allemal Tersddedenen Blassen angeboren, so haben 
wir eine SR^"^ mit nicht umkehrbarer Indikatrix. Andernfalls gibt es Wege, 
auf denen sich die Indikatrix umkehrt. In diesem Falle können wir die In- 
dikatrizen u\ welche a an den venschiedenen Stellen a besitzt als Ele- 
mente einer neuen Mannigfaltigkeit ÜU^^" auffassen, indem wir festsetzen, 
daß allgemein [u'J — [ti"\ [a] und {a, b') dann und nur dann « 1 sein 
soll, wenn (a, b) «* 1 ist und überdies der von a nach h fahrende Weg die 
Indikatrix a in die Indikatrix b' überführt. Die Mannigfaltigkeit 972^"^ hat 
stets eine nicht umkehrbare Indikatrix und ihre Charakteristik ist doppelt so 
groß wie die von — Wichtig wird dieser Verdoppelungsprozeß dadurch, 

daß er, auf zwei homOomorphe Mannigfaltigkeiten ^^"^ angewendet, stets 
wieder zu zwei homSomorphen ManmgfsMgfceiten führt, sodaB also 

jedem Typus mit umkehrbarer Indikatrix ein solcher mit nicht umkehrbarer 
entspricht. ^) Dieses Entsprechen ist bei den geschlossenen Flftchen (90^'^) ein 

1) Der Beweit fSr diese leiste Behauptonff kann natürlich, wenn n > S, nicht 

auf <irund der ICigfuschafteii i bis 10. erbracht werden, da schon die DeBnition 
deä Uomöomorphitimus noch auf weiteren Kigenschafteu beruht. Im übrigen be- 
gegnet man beim Beweise natürlich keinen weiUven Sehwierigkeiten ale doien, die 
der Definition d> .-! Honiöoinorphiflmus im Wege stehen. VgL B. 89 Anm. Dafi, fUls 

und ^C*"' ilurch di»- r)<'hu-Heegaar<lHPhen internen Transformationen ane- 

einander ableitbar sind, dies auch für SR^"' und gilt, ist leicht zu aeben. 
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ein-eindeutiges, da hier die verschiedenen Typen durch die Charakteristik voll- 
sttndig anaeinftiider galiftlten wtrdeii, und diMW bei dm Typm mit nrnkehr* 
b«rer Indilntrix aUe Werte ^ 1, bei den andem alle graden Werte ^ 2, also 

die doppelten jener animiuiit. 

Es sei 3K^** (v =" « — A-, 0 < /t < n) eine in der 9K^"> gelegene Mannig- 
faltigkeit; d. h es sei 9JZ^'^ ein Teilsystem von 9}?*"\ bestehend aus Elementen 
0**' bis v^''' Dimension, weiche den Uediogungen 1. bis 10. genügen, wofern 
man darin n dordi W'* dareb W-^ enetzi^) Ee sei ferner w ein gewUosBener, 
aas Elementen von SR^'^ bestehender *Weg, und es seien a und b nrai auf ein- 
ander folgende Element« von ir. An der Stelle a besitzt ^Eft^'^ zwei Indika- 
trizen n\ a", ebenso Tl""^ zwei Indikatrizen a','. Es bezeichne Ä das System 
derjenigen totalen Inzidenzgruppen, welche eine in bezug auf ißi^*^ totale Inzi- 
denzgruppe mit dem Element a enthalten. Dann zerflUli IC in vier Klassen: 
a'aj, aa", "''^i'* welche so definiart sind: eine Inzidensgmppe ans 9 
zählt zur Klasse a'oj, wenn sie selbst zur Indikatriz o' nnd die in ihr ent- 
haltene, in bezug auf 3)'^** totale Inzidenzgnippe zu gehört, usf. Diese 
vier Klassen fassen wir zu zwei imd zwei zu Doppelklassen, uüralich a'rij -{- n'a"^ 
nnd a'oj -f- a'a'^^ zusammen. Zwei benachbarte Inzidenzgruppen aus ge- 
bltaren an denelben oder sn TetBohiedenon Doppelklassen, je nadidem die Di- 
mension der Elemente, in denen sie sich unterscheiden ^ v oder > v ist Ist 
daher a irgend ein i'-dimensionales mit a inzidentes Element von 9K^''\ so ent- 
sprechen seine beiden oberen Indikatrizen a', und a den beiden Doppelklassen 
in der Weise, daB alle a enthaltenden Inzidenzgruppen aus 21, welche zu ge- 
hOven, in der einen, alle, weleha m (C gehören, in der anderen Dofqpelkkuise 
enthalten sind. Hiemaoh sprechen wir wa den beiden oberen 
von ^'^'^ in hezng auf 9R^") an der Stelle a nnd bezeichnen dieselben durch 
die Doppelklassen aa\ -f" o'a" "nd na" -f n'^n'^ , indem wir unter der Be- 
zeichnung „obere Indikatrix a'a[ -f a"«^'" diejenigen ol>ert n Indikatrizen der 
mit a inzidenten v-dimensionalen Elemente von 'SRf^"^ zusammenfassen, welche 
der DoppelUasse a'a, + 0^1^ eotsi^ben. Wenn beim Fortsehreiten vom 
Element a zum folgenden Element h des Weges w die Indikatrizen a\ a", a\ , 
a" bzw. in h\ h'\ })\. h" flbergehen, so sagen wir: die obere Indikatrix (Doppel- 
klasse) a n\ + geht in die obere Indikatrix {Doppelklasse) -|- 
tlber. Wesentlich ist dabei, daß ein v-dimensiouales Element c, welches mit 
a nnd 6 zugleich Inzident iat, in aa\ + a allemal dieselbe obere Lidikatrix 
irie in h'h\ -t- hat. 

Unser oben (S. 37) über das Verhalten der oberen Indikatrix von 9)^'') 
beim Durchlaufen eines geschlossenen Wi'ges ausge^prorhener Satz erscheint 
hier als unmittelbare Folge der letzten Detinitioneu und hat bei dieser Fassung 



1) Der obigen Erklärung zufolge würde 'iDi" in D^'"' siuguiaritätenfrei sein. 
Diese voianBsetnmg ist fBr mw fclgoide nnadtig nnd nnr der gtOfleren Aniehau- 
liehkeit wegen gemacht Man kann allgemein W^'' als die Abbildung piner 

(deren Elemente von denen der ^^"^ verschieden sind) auf die SR^"^ auffassen, wo- 
bei folgende Regeln festzuhalten sind (vgl. Enzyklopädie m ABS Nr. 6): Jedem 

Element von entspricht ein Element denelben Dimension Ton iniidenten 

Elementen von entsprechen inxidente von zwei verachicdenen Elementen 

von wt'1ch)> mit demselben v-dimeasiooiden Element insident sind, entsprechen 
verschiedene Elemente von 9R^"^ 
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die EigMifiduftoii 1. bis 10. dar 9R(") zur All«iuigen VocMuwtsung, gilt daher 
nicht nur fBr Mannigfiütigkeiten (d» diese dnrch die Bigenseballen 1. bis 10. 
nieht ToUsttndig diershternut sind) sondern eneh für aUgemeinere Komplsie. 

Wollen wir aber — indem wir uns jetzt auf den Fall v = n — 1 be- 
schriSnk<'n — nachweisen, daß sich der Begriff ..nhirr Indilafrix der 9T?<"-i)" 
nach der jetzigen Fassung nait dem Begrüf „Setti ' deckt, ialU wir die Seite 
wie früher (S. 36) definieren, so müssen wir noeh von einer weiteren 
Eigenschaft der SDH"> Oebranch machen, die es nun Aosdmck bringt, 
daß überhaupt an je dei- Stelle der 9I^*~^* zwei Seiten unterschieden 
werden können. Behalten wir unsere letzten Bezeichnungen hei, so wird 
jedem mit a inzidenten {n — l)-dimension:ilen Element n von 9JJ<""*) durch 
die Doppelklaüse a a\ ■\- a 'a^ eine bestimmte obere Indikatrix und damit ein 
bestinuntes der beiden nit a insidenten n-dimensionalen Elemente zugeordnet 
So entspricht der Doppelklasse aa\ + o^a/ ein System 2', bestehend ans 
einem oder mehreren Elementen von /»-Dimensionen.^) Ein analoges System 
%" entspricht der Doppelklasse a'a',' -f- a"a\. Bezeichnet @ das System der- 
jenigen mit a inzidenten Elemente von welche nicht zu SR^"-^) gehören ^j, 
so sind Z' und X' Teilqwteme ron 6^. Anf Chrond dsr Si^enschaflsii 1. bis 
10. IftBt sich nun leicht beweisen , dafi die Elemente yon % (ebenso cUe von 
%") innerhalb G mit einander msammenhängen. Da femer jedes Element 
von © mit gewissen Elementen von T' oder Inzident ist. so folgt, dsiß das 
System 3, sofern es nicht zusanunenbüngend ist, nur in zwei Systeme ä' und 
S ' zerfällt, deren jedes zusammenhilngend ist und von denen das eine %\ das 
andere X" enthftll Daß 6 aber wirklich serflllt, ist hier als neue, 
▼on 1. bis 10. unabhüngige Eigenschaft der Mannigfaltigkeiten 
einzuführen. 5' und ©" repräsentieren die hriden Seiten von ÜJ?^"~*' an 
der Stelle a. sie entsprechen den beiden oberen Indikatrizen. Sind ferner U 
und U" die beiden Seiten von an der folgenden Stelle b des Weges, 

und sind die & nnd U' entsprechenden oberen Indikatrixen solche, die beim 
F<Hrtsdureiten tco a nach h ineinander Übergehn, so hat @' mit tt', 6" mit 
U", nicht aber @' mit U" oder @" mit U' gewisse Elemente gemein, so daß 
also auch der Fortsetzung der oberen Indikatrix die Fortsetcung der Seite in 
dem früher detiuierten Sinne entspricht. 

IV. 

Unter den vielen Operationen, mittels deren man aus gegebenen Mannig- 
faltigkeiten neue ableiten kann, ist eine besonders bemerkenswert, die wir als 
Multiplikatioti bezeichnen wollen. Fassen wir die Mannigtaltigkeiten als kon- 
tinuierliche Gebilde auf, so be.steht die Multiplikation zweier Mannigfaltig- 
keiten KundOdarin, daß jede Kombination aus einem Element (Punkt) 



1) Lätit man sn, daß (n — l)-dimeniionAle Zellen von SR^*~*^ der Beranduug 
Ton IR^") angdiAren, so kann X' aneh leer ansgehen. 

S) Dabei ist vorausgesetzt, daß a nicht Randelement von flR^"'^) jit; andern- 
falls hat man in 3 nur diejenigen Elemente a\ifznnehmen. welche, ohne zu 
zu gehiiren, aulier mit n nocli nüt einem Element von m^"-^^ inzident «ind, das 
utilbBt mit a inzident und nicht Handelemeut von ist. 
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TOS IC und «iiiein tob O als Element einer neuen kontinnierlichen 

lfmnnigfaltigkeit 9*9 angesehn wird, deren Diraension gleich der 
Summe der Dimensionen von ?I und 59 ist. Für die Multiplikation gelten 
das kominutativc und das assoziative (Jesetz. Natürlich sind die meisten 
Manuigtaltigkeiten nicht in solche niedrigerer Dimensionen zerlegbar. Die 
einfiMhften zerlegbaren Ifonnigfaltigkeiten sind die vom I^pne der Zelleo. 
Bexeiehnet 3^ den Typne der n-dimensionalen Zelle, so bat man 

£s entspricht dies ganz der gewöhnlichen AuH'assung des Rechtecks als Pro* 

duktes zweier, des Quaders als Produktes dreier Strecken usf., nur daß von 
einer Unterscheidung homiiomorphcr Mannigfaltigkeiten abfresehen wird. Be- 
zeichnen wir mit die sphärische Munmgi'altigkeit von n Dimensionen, so 
stellen 

die einzigen zerlegbaren Flächen dar, Typen, die ilurch das Hechteck, d'-n 
Mantel eines (begrenzten j Zylinders, die Itingllftche repräsentiert werden. Vom 
Typus der letzteren ist auch die Begelfläche ^ zweiten Grades. Die auf tJf ge- 
legenen Begelscharen 81, K' stellen Mannigfaltigkeiten vom Typus 9^ dar, 
und jeder Punkt von ^ .stellt als Schnittpunkt zweier Geraden eine Kombination 
von einem Elenient aus ItH und einem Element aus 91' dar. Fassen wir aber 
eine (allgemeine) Fläche 5 vom /weiten (irade als komplexe Punktmannig- 
fultigkeit auf, so ist vierdinieusional, die Regelschareu iR, M sind zwei- 
dimensionsl und zwar Tom Typus ß^, so daß 9 den Typus ^ hat Einen 
einfacken BeprSsentanten desselben Typus stellt uns im projektiven Banm die 
Mannigfaltigkeit der reellen, orientierten d. b. mit Bicbtungssinn versebenen 
Geraden dar. Bedienen wir uns nftmliob Plttokerscber Koordinaten 

'»» ^si» 'ir h*f '«4» h* P»*i«+<«*K + *«^.-s), 

so stellen zwei Systeme Z^,^, l'^,^ dann dassi-llif Element dar, wenn sie sicli nur 
um einen positiven Proportionalitütsl'aktor unterscheiden, bei Unterscheidung 
mm einen negativen baben wir dieselbe Gerade, aber mit versebiedenem Biebtongs* 
sinn. Zwisdien der Mannigfaltigkeit 9R der orientierten Geraden und der 
komploen Punktmannigfidtigkeit der FlScbe zweiten Grades weleber wir 
die Gleicbnng 

«i + a^ + «J + «; = 0 

geben k(binen, erkalten wir eine ein*eindeatige^ stetige Beziebni^, wenn wir dem 
Punkt kx^y 1«^, Ao^, Ir^ von % das Element 

von zuordnen, unter i.' , Xp., X ^ die zu X, Xp, X,/ konjugiert- komplexen Zahlen, 
unter i die imaginitre Einheit vi rstuhend. Zwei konjupicrt-komplexen Punkten 
von ^ entspricht dieselbe Geradf. aber mit vers( hii dciu m Kichtiingssinn. 

Ein Beispiel für eine zerlegbare Mannigfaltigkeit von fünf Dimeusioneu 
liefoni Otts die (reellen) FlScbenelemente im projektiven Baum, wenn man 
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unter Flleheiielement die Eombinatioii am «iiier Ebene mit einem anf ikr 
liegenden Ponkt Terstefat. Setien wir nimlieh 

tt, — — k^x^ + Ajjc^ + IfX^ 

«. — Vi — + 

"4 ^-^1 -^-^f-^s-f« 

SO wird 

(2) « J + «J + «; + «J - (Aj 4- + AJ ) (^^ 4. 4 + ^ + ) 

(8) n^ap, + u,«^ + i^a^ + u^*4 — 0. 

Gleichung (2) zeigt, daß Beschränkung auf reelle Größen, wenn, wie hier 
stets vorausgesetzt werden suU, weder die (A— 1, 2, 3) noch die Xif{k= 1, 2, 3,4) 
nümtHoih Tenehwinden, auoh die 1^ nicht aftmtlieb Tenoliwindni kOnneo. Diumiui 
folgt weiter, daß bei festgehaltenen linear unabhängigen Systemen auch 
linear unabhilngige Systeme t^^^ entsprechen, ferner, daß durch die (Jlcichuiigen (l) 
wenn wir die variieren, alle Lösungen ?/j der Gleichung ( 3 ) dargestellt werden. 
Wenn mau daher j:^ bezw. 11^ als Koordinateu eines Punktes x bezw. einer 
Ebene u im projekÜTen Baun, die A^^ als Koordinaten eines Pmüctes 1 in einer 
projektiven Eben« deutet, so stellt (3) die Bedingung dafttr dar, daß x und 11 
ein Flachenelement (x\u) bestimmen. Aus dem Vorhergehenden folgt, daß die 
Gleicliungen (l) eine ein-eindeutige Uezifhung vermitteln zwi*^chen den Kom- 
binationen aus einem x und einem l einerseits, den FlUchciielementen \x ^ u ) 
andererseits. Werden also durch 9t, und di^ die Typen bezeichnet, weldi« die 
Ptanktmannigfisltigk«iten der projelttiTeii Ebene nnd des projektiTen Banmes 
repr&sentit r< tt so ist das System der FUehenelemente im progektir«! Baom 
Tom Typus IjR, ÜR3. 

Ausgehend von der (Jleichung 3 3»+ L'elangen wir zu folgender 

Festsetzung der Multiplikation polyearisdier ManmyfaitiykcUm Ifl, $ von m 
beaw. n Dimrasionen: 

Das Produkt V • 9 9' V — C beseiohnet eine poljediisdie Mannig- 
fiUtii^eit von m + n Dimensionen. Die Elemente von 9 werden dvrdi dt« 

Kombinationen (Produkt* <>}> » ha aus je einem Element a von % und ein«m 
Element }> von bezeichnet. Es ist | «^j == [«] + Ist [«&] ^ [«1 ''|], so 
ist {ah, «i^j^Cfli&i, rt'^-^l, wenn («, «.) — !, (6, fcj — 1, L<»J^L*ij» 
[Z»J^[/>J ist: sonst ist (ah. a^h^^ (a^h^^ fl?>)»=»0. 

Man übeizeugi sich leicht, daU das System (£ die im Abschnitt III auf- 
geführten Eigenschaften 1. bis 10. besitien muB, sofern man nnr eben diese 

bei % und voraussetzt. Bei den Eigenschaften 1. bis 9. ergibt sich dies 
fast unmittelbar; zum Nachweis von 10. empfiehlt es >ich. die totalen Inzidenz- 
gruppen von 6 in zwei ,,Kategoricir' x', x" einzuteilen. Es sei nämlich c eine 
solche Gruppe, sie bestehe aus den Elementen c<®>, c^*\ . . . c^"' + und es sei 
•h^. (Ä* =» 0, • • • m + «), wo txl vsk ^ gehOrt. Dann ist zu 

rn + n 

unterscheiden, ob die Somme ^[aj gerade oder ungerade ist, und hiernach 
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die £mteilimg in die beiden Kategorien zu treffen. Wir hätten ebenso gut die 
Summe ^[^J bei der Einteflnng mgrande legen kSnneii; da aber 

i-e km9 kmO ,km9 kmO 

also konstant ist, so erhalten wir beidemal dieselbe Einteilung. Unter den 
Elementen sind m -f- 1 verschieden, sie bilden ein»* totale Inzidenzgruppe a 
von ^^l, ebenso die Elemeute bj^ oino solche b von Nennen wir Q und b 
die KotnpotietUen von c, so hat zwar jede totale Inzidenzgruppe von zwei 
beetimmte Komponenten, aber dieselben beiden Komponenten kommen Ter- 
schiedenen totaloi Inzidenqpmpi»en von (t «l sei jetzt e^ab irgend ein 
Element von d, y das System derjenigen totalen Inzidenzgruppen von S, welche 
das Element r enthalten, endlich mögen n\ a" hezw. //', h" dif Indikatrizen 
bezeichnen, welche % bezw. $ an der Steile u bezw. b hat. Bei jeder Ginippe 
aas y ist zu unterscheiden, ob ihre erste Komponente zu a' oder a", ob ihre 
zweite sn 6' oder 6", ob sie selbst zur Kategorie «' oder %** gehört. Das 
System y zerfällt demgemliß in acht Systeme, welche durch die Symbole a'fc'x', 

f 9* ff r 1 'f t r 1 ff ff ff . f f //-/// tf tf f fr f fr ff . . . , 

a 6 X , a o Y. y a h n , u b y. , a x , a 0 x , fi o x gekennzeichnet 
sind. Sind Cj und Cj zwei benachbarte Inzidenzgruppen aus y, so findet man 
leicht, daß nur die beiden Fälle möglich sind: entweder stimmen q und Cj in 
beiden Komponenten flberein — dum gehOrsn sie Tenehiedenen Kategorien 
an; oder Cj und stimmen in einer Komponente überein, w&hrend die andern 
benachbart sind — dann gehören sie zu derselben Kategorie. Faßt man daher 

die acht Teilsysteme von y zu vier und vier in zwei Klassen a' b'x' -\- a' b" 

+ _ " 1. ' " I 'I .ff t j f %f ff \ ' 1 " ' 1 " i ' ' 1 ti -ftt ti 
a 6 X -j- a 6 X und aöx -\-ab%-\'ah%-\-o,o% zusammen, 

so gehören die bemaehbartea Gruppen q und stets in fwiddedenen Etelsen; 

d. h. C beeitit die Eigrasehaft 10. Daraus ergeben sich anch iMcht die weiter 

unten über die ]ndih»trix aufgestellten SKtse. 

Von Interesse ist es, dio Beziehungen zwischen den Invarianten eines 
Produkts und denen seiner Faktoren zu verfolgen.^) Wir beschränken uns auf 
die schon früher betrachteten Invarianten: 

1. Die Charakteristik. Es ist \f -^(-. 1^*^ 1)^"^^™ 

— 1)^"^ •^(— 1)^*', d. h. die duirakteristik emea li-odukts ist gleich dem 
• * 

FtoduH der OioraUerittikm, 

2. IMe Zahl der Rander. Man findet leicht: Sind beide Faktoren ge- 
schlosst-n, so ist das Produkt geschlossen. Ist ein Faktor geschlossen und besitzt 
der andere r Riindcr, so hat da.s IVo'lukt r Ränder. Sind beide Faktoren be- 
randet, so hat das Produkt st^ts eiueu Rand. 

3. Die Indikatrix. Hat kdner der Faktoren eine nmkdirbare Indikatrix, 
80 ist auch die Xodikatriz des Produkts nicht umkehrbar; anderenfalls ist sie 
umkehrbar. 

1) l>ie tiefere Bedeutung der Multiplikation beruht natürlich darauf, daß der 
Typus des Produkts ungeändert Vdeibt, wenn man die Faktoren durch andere Tori 
demselben Typus ersetzt, woraus folgt, liuU von einer Multiplikation der l'ypeu 
gesprochen werden Inura. Was den Beweis anlangt, so gilt das in S. 40, Anm. 

Gesaijte auch hier. 

Siuuagibericht« d. B«rl. M«tli. Qm. VIL Ö 
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Aus dem Satz über die Charakteristik folgt u. a., wenn mau beachtet, 
daß die ChaxBkierifftik einer geschloMwen FUldie jeden (gumahligen) Wert 
^ 9 haben ktam: die Charakteristik dner geeddoesMien ^^"^ kann, wenn n 
gerade und > 4 igt, jeden Wert haben. — Das Verhalten der Indikatrix des 

Produkts CS aut" einem ge.-cblossenen Wege fc ==« c^, Cj, • • • fp = <'i ist, wie leicht 
zu sehen, durch das Verhallen der Indikatrizen von 21 und SB auf den Kom- 
ponenten /r^ und U von w bestimmt. Dabei sind als Komponentea von w die 
Wege ir^ — a,, o,, • • • — ir^ — dj, 6,, • • -b^ =• 6, bezeichnet, wo a^^ • 6^ 
ist. Die Indikatrix von (£ hb-ibt auf dem W^e w erhaiti n, wenn die Indi- 
katrizen von 31 und ^ auf den Wegen i''^ und ir^ bei<lt' erhalten bleiben oder 
sich beide uinkebren. AiKlernfalls kehrt sifh die In*likatrix von ir um. 

Ist b ^' irgend ein Punkt von ©, .so stellt das Produkt 21' «= % eine 
in d gelegene, zu % isomorphe Mannigfaltigkeit dar. Die Slemente und 
Wege von ^ und %' entqpreehen einander eindeutig. Es sei i0„ — Oj, • • • a^— 
ein geschlossener Weg auf 51, also w = aib"^\ a^b<^\ ■ • a = OjftW der 
entsprecbeixle auf Botrachteti wir ir als Weg innerhalb 6, so stellt tC^ 
die eine Komponente dar, die andere /r, besteht nur aus dem wiederholten 
Klement b^^K Da sich somit die Indikatrix von ÜB längs u'^ nicht umkehrt, 
SO Terhllt sich die Indikatrix rtm ^ Iftngs w wie die Indilatrix tob % iKngs tc^ 
Diese aber yerldUt sich wie die bidikatrix Ton fl' ISngs Daraus folgt nach 
dem Satz am Ende von Abschnitt U, daß die obere Indikatrix von 3t ' in bezng 
auf CS sich längs des Wege.s ir nicht umkehrt; und da ir ein beliebiger Weg 
auf 91' ist, so i.st diese Indikatrix (^deren Dimension gleich der Dimension n 
von ist) überhaupt nicht umkehrbar. Damit ist bewiesen: Jede Mcmnig- 
fäUigkeU hatm mit einer nitM umkehrbaren oberen IndÜudrixwmwirgeadiriAener 
Dimension behaftet <r scheinen. Insbesondere gilt also: Jede Mannifffal^sßBeU 
kann r/rrt>v»7/V/ erscheinen. 

Eine in einer 3)?*"^ gelegene (singnlaritätenfreie) 3!R''~'\ durch welche 
jßb"^ in zwei Teile zerlegt wird, ist natürlich stets zweiseitig. Ebenso haben 
wir unserer ganzen Begriflbbildung gemftß die RandmanwigfiJtigkeiten tot SR^"), 
an denen wir ja eine Roßere und innere Seite unterscheiden können, als zwei- 
seitig anzusehen. Es entsteht nun im Anschluß an die letzten Ergebnisse die 
Frage, ob zu einem gegebenen System von q geschlossenen Mannigfaltigkeiten 
. . . 3)^"-'' stets ein W"^ mit q zu diesen Mannigfaltigkeiten 

huniöomorphen iiändem gefunden werden kann. Die Frage ist zu verneinen. 
Es ergibt sich idbnlich als eine notwendige Bedingung, daß die Smnine der 
Charakteristiken von aR$*'>>, . . . SR^«-» gerade sein muß. Nehmen 

wir, um dies zu seigen, an, es eristtere eine 9R^\ wie wir sie suchen, bezeichnen 
wir mit C' ihre Ghsnkteristik , mit (k = 1, ■ - ■ q) die Charakteristiken 

der m^"-^ ., und setzen wir C-'Ci+ C^H h C,^. Ist Wi"^ eine zu W'^ iso- 
morphe Mannigfaltigkeit, so haben wir eine ein-eindeutige Beziehung zwischen 
den Elementen von W'"' und denen von Indem wir die entsprechenden 

Bandelemente identifizieren , fügen wir SR^*' und 3)2^") su einer geschlossenen 
Mannigfaltigkttt 9lt^*) susammen, deren Charakteristik 0", wie sofort zu sehen, 
durch die Gleichung r" = 2(7'— C gegeben winl. Ist w gerade, so sind die 
Charakteristiken der geschlossenen Mannigfaltigkeiten nach dem 

S. '.i'A bewiesenen Satz sämtlich 0: ist v ungerade, so ist nach demselben Satze 
C"» 0, und man hat C= 2C. In jedem Falle muß also C gerade sein. 
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Im Falle m 3 ist die eben abgeleitete Bedingung auch hinreichend. 
Um dies sn erkomeii, betnehten wir sonlehst nrei beliebige MannigfUtig- 
Iceiten ST^"' und Heften wir diese beiden, nachdem wir einer jeden eine 
ganz im Innprn gelegene Zelle von f> Dimensionen entnommen haben, mit 
den dadurch entstehenden sphärischen Kiinilern aneinander, so entsteht eine ÜD?*"', 
deren gesamte Berandung aus den liändem von und denen von ^D^|"^ be- 
stdit. Auf Grund dieser Bemerkung ISfit sloh der hier m beweisende Sats 
auf zwei Spezialfälle reduzieren. Es wird zu zeigen sein: 

a) Es gibt eine ^^^^ mit einem Rand, der einen TOrgeschriebenen ge- 
schlossenen Typus von gerader ('harakteristik hat. 

h) Es gibt eine 3)^^^ mit zwei Bändern, welche vurgesehnebene geschlossene 
Typen von ungerader Charakteristik habwi. 

Im Falle a) ist su unterscheiden, ob der ▼orgeschriebene Typva eine nicht 
umkehrbare oder eine umkehrbare Indikatrix hat. Ist die Indikatrix nicht 
umkehrbar, so hat die Churakteristik die Form 2 — 2]> \p ^ 0 ', und, wie be- 
kannt, penüfft die ..Kugel mit // Henkeln" den vorp*^s(.hrie])en»'n Bedingungen. 
Ist die ludikatrix umkehrbar, so hat die Charakteristik die Form — -i^l^ ^ 0). 
]BKer gehen wir Ton irgend einer mit omkehrbarer Indikatrix aus und 
nehmen in ihr eine gescldossene Linie l au, längs deren sich die Indikatrix 
von ÜJJ"^ umkehrt IJetrachten wir nun ein Ciehiet 5, welches wohl mit hin- 
reichender Deutlichkeit als „rr)hreufürmipf rm<:ebung der Linie bezeichnet 
wird, so erkennt man leicht, daü % eine Handfläche hat, daß ihre Indikatrix 
umkelirbar, ihre Oharaktenstik »O ist. Na«di Anbringung von p Henkeln 
sinkt die Charakteristik der Bandffllehe auf -~ 2p und man hat eine SlV der 
gewünschten Art. — Im Falle b) haben die vorgeschriebeflMin Charakteristikmi 
die Form 1 — 2/), I — 2g(p ^ 0, q > 0). Wir multiplizieren den geschlossenen 
Flächentjpus von der Charakteristik 1 mit einer Strecke. Es entsteht eine 9W^'' 
mit zwei R&ndem; beide haben die Charakteristik 1. Wir bringen an dem 
einen Band an dem anderen q Henkel an, wodurch die gewünschte 
entsteht. 

Wahrend jede Mannigfaltigkeit zweiseitig erscheinen kann, 
kann nicht jede einseitig erscheinen. — Es sei eine Munnigt"altijj'k«'it ÜK^") 
und eine natürliche Zahl p gegeben. Wir suchen eine Mannigfaltigkeit iDl^") 
SO au konstruieren, daS swischen 9R<*) und 9)l{*) eine Besiehung der folgenden 
Art mißlich ist: Jedem Element von jDl(") soll ein Element gleicher Dimension 
von SR^** entsprechen, inzidenten Elementen von W,"^ sollen inzidente von TO^"', 
zwei verschiedenen Elementen von l!?'^"' sollen, falls sie mit einem und dem- 
selben n-dimensionalen Element inzideut sind, verschiedene Elemente von 3)^"^ 
entsprechen. Jedem Element von SD^'') sollen ausnahmslos p verschiedene Ele* 
mente Ton SDt(") entsprechen. Wenn sieh eine 9DQ"^ mit soldier Besiehung 
konstruieren lüBt, wollen wir sagen: Die Mannigfaltigkeit SIV*) lillt eine 
tittjfularitäten freie {^znsammenhängrndc) )t-fnche Vherdeihung su. 

Nunmehr können wir folgenden Satz aufstellen: Dumit 'in*- SR"' einseitig 
trscheinen könne (^allgemeiner: damit eine ^i'"' als MantüylaltiyhU mit um- 
Jfcekrdorer oberer Indikatrix vm vorgettkriebeiier IHmentiKm auflrelm Ahme), ist 
notwendig und hinreichend, daB sie eine singalaritftteniMe sweifiache Bedecinmg 
sulsßt. 

Beweis: 1. Die Bedingung ist notwendig. — Nehmen wir an. es sei ^i*") 
in 3)2^"'^^^ gelegen, und die obere Indikatrix von "2)1"' sei umkehrbar. Dann 

«• 
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können wir die oberen Indxkutrizen a\ a", welche 'SSiS"^ an den verschiedenen 
Stellen bedtit, tla Elemente einer neuen Mannxgfiütigkeit VHf^ anffonen, wie 
wir dies 6. 40 flbr die nnterea Indikatrizen getan haben. Die einiwaädeatiffe 
Benebung, welche wir so zw iscben 3]^"> und erhalten, Mlgt, daB W") 

eine tweifache singularitÄtenfreio OberUeckung zuläßt. 

2 Die Bedingung ist hinreichend. — Jetzt ist vorau.szusetz<Mi , daß 
zwischen 21 = 372^"^ und einer ^Sk^^ eine ein-zweideutige Beziehung der üben 
beeehriebraen Art bestellt. Et aei 8 «■ 0^') dne Uannigfaltigkeit, bestellend 
ans einer Strecke mit iliren beiden Endpunkten ip, hf\ und es weide SR^*>* 9 

» IS, 9Rf> ' df*> — geseilt SKj") bildet einen TeOder Berandung ron 9 
und ist zu 9^") iiomorpli, so dafi also swisohen W*} und 9R$*) eine nn*zweidentige 
Beziehung statthat. Identifiziwt man nun je zwei Elemente Ton SPy*>, welche 
demselben Element Ton SR^*) enti^reohen, so woden aus H und SR^*) neue 
Mannigfiatigfceiten — - sie mOgen aR("^'> und äR<"> heißen und es ist sofort 
zu sshen, daB 9]'^") isomorph zu W"^ und innerhalb ^"'+*) einseitig ist. — 
Es sei jetzt <5?'^~'* irgend eine Mannigfaltigkeit von k — 1 Dimensionen, d^^^ 
ein Element von !Df*-»>, und es werde a)i(« D = gj^" gj^- 1- 0 . ej(0) 

— aJi"" ^ iÜJ • d"" = aj?'"' gesetzt. Dann ist 3)^ isomorph zu 3.1^ " ' und 
die obere Indikatrix von SDi*""*^" inbezug auf 3}^'""^** ist nicht umkehrbar. 

a^») ist zu W^*^ und aR("} isomorph, und da 99^*) in a]^^"*^> einseitig ist, so 

ist ^eh 9R<"> in SDIt^"^^ einssitig. Man kann alsojBinen geschlossenen Weg w 

in 9)1^") angeben, Hags dessen sich die Seite von SR^*^ in bezug auf SRt"-*-» nm> 

kehrt Auf diesem Wege «eigen dann dio Indikatrizen von i^"> und 
Tersohiedenes Veihalten. Die letatere Indikatrix Terhilt sich aber wie die 
▼on 9|(«+*>, da ja die obere Indikatrix Ton iRi"-^i> inbezog auf 9y"+*> nicht 

umkehrbar ist Daher veriialten sidi die Indikatrisen Ton SV") und SDK" auf 
dem Wege w Terschieden, undjnithin ist die obore Indikatrix der zu 9R^) 

isom<wphen MannigfUtigkeit 91^") in beeng auf SXf"'*'*) umkehrbar. 

Hierzu noch einige Bemerkungen. — Eine mit umkehrbarer Lidikatrix 
läßt, wie der S. 40 erklärte Vprdoppelungsproz^ß zei^rt, oinp zweifache Bedeckung 
zu, kann daher ein-'eitig erscheinen. — Es sei innerhalb einer Mannigfaltigkeit 
St = 'ü^"' eine zweite © — ~ gegeben; die Elemente von © seien dorch b. 
die nidit zu O ^hSrigen Ton V durch a bezeichnet Wir wollen OTiwhntti, 
daß ein Element b dann und nur dann Baadelement von $3 ist, wenn es Band- 
element Ton tS ist. Dann kOnnen wir den Satz aussprechen: 

Wenn die ManmgfdUuikeii ^ du, rj, ig nicJit eenUkkt wird (d. h. wenn 
Ii* IClemente a ein zusammenhftngendes System bilden), so hum eimeUig 

ZumBeweise denken wiruns^Uäug8derMaimigfiiltigkeitiB„aufgeschnit;ten*\ 
wodurch unserer Yoraussetzung gemiß derZussmmenhsagTiHiiflaifllitaafgehoben 
wird, also eine neue Mannigfaltigkeit K' entsteht. Bei diesem Prozeß treten 

an die Stell-' jt (1< s Elementes h zwei Elemente h\ welche den beiden Seiten 
von 'Ü an der Stelle h ents[)rechen, und lionjiifjitii heißen sollen. Die Ele- 
mente b\ b" gehören der Berandung von %' au und stellen in ihrer Gesamt- 
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hmi ein System @' dar, welches aus einer einzigen ä)^"'^) besteht, oder in 
swei 9R(*~') aerflUt, je naelideni 9 innoiialb 9 ein- oder sweiseitig war. Es 

sei nun eine zu 3t' isomorphe Mannigfaltigkeit. Dann entspricht dem 
System S' von 91' ein System S " von dessen Elemente nunmehr ebenfalls 
paarweise ^konjugiert" sind. Wir fügen jetzt 91' und zu niner Mannig- 
faltigkeit 9j zusammen, indem wir jedes Element e vuu 3 mit demjenigen 
Element TOB ®" identaflsieren, welches xu dem e* mtB" entsprecheDden Ele- 
ment e" konjagiert ist. Dann hat man eine ein-zweidentige Bedebmig swischen K 
und 9Ij, von welcher man leicht sieht, daß sie den oben angegebenen Bedingungen 
entspricht. D. h. 91 ist zweifach überdeckbar, kann also « inseitig erscheinen. 

Hieraus folgt u. a.: AUr Ftächentypen, mit Ausnaianc des Kugel- uptd des 
Z^m^fpus hSnnm tmseitig ertehemm. Deon bis «if diese Ausnahmen lessen 
sich anf jeder mtehe Qnersdmitte oder gesehloesoie Schnitte ansfttlireii, welche 
die Fliehe nicht zerstttcken. — Daß andererseits Kugel- und Flächenzellentypua 
nur zweiseitig auftreten können, fol^'t daraus, daß sich auf ihnen jede froschlossene 
Linie auf einen Punkt zusammenziehen lußt. Es ist aber klar, daß eine ge- 
schlossene Linie, längs deren sich die obere Indikatrix einer Mannigfaltigkeit 
wnkehrt, diese Eigenschaft bei stetiger Variataon beibehält, also aidit anf ein 
Element zusammengezogen werden kann. Ans diesem Gnmde kdnnen alle 
Mannigfaltigkeiten 3„ vom Typu^ der Zellen von n Dimensionen, sowie alle 
sphärischen Mannigfaltigkeiten it,, deren Dimension « > 1 ist, nur zweiseitig 
erscheinen. Doch gibt es, wenn n 2 ist, noch andere von dieser Be- 
achaffenheii 

Einfache Beispiele hierfOr kQnnen wir wieder mittels Multiplikation leicht 
bilden. Zunächst bemerken wir, daß, wenn man in einem Produkt S = 91 • 
einen geschlossenen Weg tc mit den Komponenten tc^^ und hat, welcher 
durch stetige Variation in einen Weg w' mit den Komponenten tOa und wo 
übergeht, auch tr« in ir« und u>^ in stetig übergefOhrt werden kann. Es 
iKßt sich aber auch unschwer nachweisen, daB umgekehrt swei Wege w' * 
Ton S stetig ineinander übergeführt werden können, sobald dies bei ihren 
Komponent^^n der Fall ist.*) Insbesondere folgt: Läßt sich sowohl auf 91 wi« 
auf ^ jeder geschlossene Weg auf «'in Element zusammenziehen, so gilt dasselbe 
far «— 91 • ©. Durch Multiplikation vou Zellen mit Sphären und von Sphären 
nntereinander kann man also wieder Mannigfaltigkeiten bilden, welche nicht 
einseitig erscheinen kOnnen. (Solche Mannigfaltigkeiten werden daher auch 
durch jeden geschlossenen Schnitt oder Querschnitt zerstückt.) Daß man .so 
in der Tat neue Mannigfaltigkeiten erhält, ist leicht zu sehen. So kauti z, B. 

die Potenz fi?,^ in > 1 ) keine sphärische Mannigfaltigkeit sein; denn nach dem 
Satz über die Charakteristik eines l'ruduktä beträgt ihre Charakteristik 2*. 



1) Beim Beweise biaucht man sich nur anf die Eigenschaften 1. bis 4. (Ab- 
schnitt lU) SU stfitsen. 
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Beiträge zur Theorie der linearen DifferenzengleiclLiuigeiL 
Von Georg Wellenberg. 
L 

Durch Benutzung einei* Methode, welche Hamburger (J. f&r Math 123, 
B48~~S46) flür linear» Difiinrentialgleidiiingen angewandt liat, kOnnen die Be- 
zielnuigeD zwischen den Lösungen einer homogenen linearen Differenzengleichimg 
und denen ihrer „Adjungierten" (vergl. Pinchorlo, Mem. d. R. Acc. di Bo- 
logna (4) X, 526: Hortolotti, Eom. Acc. X*. Kend. (5) öj, 349 ff.) in ein- 
fiachster Weise abgeleitet werden. 

Es sei 

(1) J^y,) = y.^n + p'l^i^.^n-i + • • • +f^iy, - o 

die Torgelegte Differenzengleichnng und t^^J , y**' , • • • Jf^"' ein Fundamental- 
system partikul&rer Lösungen derselben, 80 gelten» wenn jf^ die rilg^m^ine 
Lösung von (l) ist, die Gleichungen: 



(2) 



9m 



wohn die „Konstanten'', d. h. periodische Funktionen von der Periode I 
sind. LOst man diese Gleichungen nach den „Konstanten^^ c,^ auf, so erhält man: 



(3) 



wenn 



ist, wenn 



(»,<•!,<,....») 



gesetzt wird; A ist wegen der linearen ünablmugigkeit der Lösungen 
yi*\ • • • .V^"' von Null verschieden (Satz von C asorati, Rom. Acc. L. M. 5 ( 1 880/i. 

.T»m1p der Gleichungen (3) stellt eine .,erste Lösaug*"' von (l) dar, d. h. die 
Auädrücke (^^(jif^ nehmen für jede Lösung von (1 ) einen „konstanten"' Wert 
an. Dakar mnB die IMfbrens 



A«»0,) = ^l,u,+i)- V*(y,), 



(A-l.S,...«), 
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die Ar jed« LSraag Ton (l) TenehwiadAt, mit F^y^) bis »af «iaea Faktor 
tiMreiastiBUBen, und da der KoMbiuA tob y,^^ ia ^Q^iy^) gleich «^"^^ ist, 
•0 «rgOyt sieh A<?»(y,) - z^;i\ P(yJ. h- 

(4) A(.i?*>y, + *)sr.+, + . . . + 



(1 = 1, S. . . . «) 



Hierao« erkeaat aiaa, dai) . . . wo - ^ ^j^ij- - 

isii MultipHkatorsB Ton (l) siad. Diese nad tob eiflaader lineer tmabhKngig; 
deaa wSre 

«i'?*^ + H 1- «««i""* — 0, 

so würde mau durch Addition der mit den ^oDätauten'* Oj, . . . der 
Reihe aaoh maltipliiiertea OleldiungeD (3) aad daraaf folgende ,^iffereBrie- 
raag** eiae Oleichaag tob der Form 

(6) 0 - tf(f>y, + gWy,^, + • • • + «^"-^^^, + ..1, 

gültig für alle Lösungen von (1), erhalten, worin die q^^^ nicht sämtlich Ter^ 

schwinden, da die Gleichungen (3) von einander unabhängig sind. Setzt maa 
nun . . . y^"^ für tt^, so erhält man aus (5) n Gleichungen, deren Zu- 

sammenbestehen das Verschwinden von A zur Folge hiittt', gegen die Voraus- 
setzung, daß y'^\ . . . if'^'^ ein Fundanieiitalsystem bilden. 

Durch Vergleichung der Koethzienten von j^^, jfg^it • • ^jr-fii-i beiden 
Seitea tob (4) eridÜÜ aiaa: 



(«) 



« 








X 


^ X X + 1 ' 



Daraus ergibt sich für «Jj**^ (A; » 1« 2, . . . n) die zu „a^jungierte" 
Differenzengleichung: 

(7) J>'(rJ=.x,+,.<X„+I?'^«+-"+li%-«A„_.+;i"l.-,'...-0. 

Dip anderen ij^*^ siad, wie ebenfalls aus (6) hervorgeht, mit zjjj"*^ durch 
die Gleichungen 

(8) -'i"f,+J»?LX"iUi + '--+^i-/.''*^ (.=!,«....— 1) 
TerbaBdea; die Diflfereazeugleichungen für gehOrea also Biit der a^aa- 
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gierten DUforeaiangleiehiu^ Ar i/^^ mr selben Art (veigL Ovldberg, Yerii. 

d. 3. internat. Math. Eongr. HeidilbeKg 1904, 8. 161). Setzt mui in (4) 
ftr f^ift), «Jfk), . . . d^-^ ihn Ansdrficke dnrdt aach (8) ein, so entsteht 

auf der linken Seite toh (4) unter dem Zeichen A der bilineare Differaiien- 
ansdruck "iT^)« 

+ (^_, +i>i:v.-, +i>i?i,oi'.+-i + • • • 

ist Man kann nun ftbr lineare Differeusengleiehungen das Analogon der* 

Lag ran gesehen Beziehung flir Differentialgleichungen nach einer tihnlichen 
Methode ableiten, wie sie Frdbenius (J. ftir Math. 76, 260) fÜT den Beweis 
dieser Relation angewandt hat: Der Ausdruck 

▼erschwiiulet nach (4) für -= r^'^J (fc ™ 1, 2, . . . n), alsu für n nach Obigem 

linear unabhängige Losungen der Gleichung P'(f^ — 0; dieser Ausdruck muß 
daher mit bis anf einen Faktor flbereinstimmwi, nnd da der Koef* 

fizient von i^,..^s in jenem Ansdmck gleidi — isti so besteht die idmUiadle 
Gleichung 

oder 

Dies ist das Analogon der Lagrangeschen Beziehung. Setzt man noch 

^x-^i "« ™*d + °" -PC'ä+i) — ^W» *o nimmt die Ac^jungierte 

die Pincherlesche Form an: 

Setzt man femer P(y„ jrj — P(3f„ tij,_i) — ^(y,, uj, sodaß 

Wird, so lautet die der Lag ran gesehen analoge Beziehung: 

Aus ihr folgt sotort, daß umgekehrt die LOsmigen der Gleichung P(jfg) — 0 
Multiplikatoren Ton P{u^) 0 sind. 

Die Oleichnng (4) ermöglicht endlich auch die unmittelbars AuflOtong 
der T<dl8tftndigen linearen Dürerenseogleichong 

(9) ^M-P. 



Digitized by Google 



69. Sitsang, 26. f «bnur im. 53 

Buttcib dnM FimduBtiitalsTitoiiis f^j\ y'*\ . . . y][,"^ der reduzierten Olnehnng 

P{ifJ » 0. Ani (4) und (9) folgen nimludi für die LOBungen von (9) die 
Gleidiiiiigeii: 



Multipliziert man diese Gleichnngen der Reihe nach mit y^^\ • . . «/^"^ und 

addiert, 80 erhilt mui mit Bflokucht darauf, daß nach der DefiniÜon 
der 



(10) 



ist, als allgemeine Lösung von (9): 

y. - + J?^^!».*»! + • • • + y?^ J"!».-*?*! ? 

die hierin auftretenden Summen enthalten noch je fine willktirlicho additive 
„Konstant«" (periodische Funktion von der Penode l). Diese Methode führt 
sdmeller zum Ziel als die Lagrangesclie Variation der Koattanten. 



n. 

1. Iteration homogener linearer Difforenzengleiohungen.*) 
Wird ein homogener linearer Differenzenaosdruck Itter Ordnung 

iteriert, d. h. mit sich selbst komponiert, so entsteht ein homogener linearer 
DiflFerenzenausdruck von der Ordnung 2«: 

■Pf W « i'i'öü - -P'W - 1*1; J + Pi'^.^n.t) + • • • + i'i-^PW? 

d«iMlbe wird l>eMedigt durch die Lösungen von P(y«) 0 und durch die 
LBsungen der nicht homogenen linearen DiffiBienzengleidiung P^,) 17,» wo 

eine LOsung Ton l\y^ = 0 ist. Aus der letzteren Gleichung geht hervor, 
daß (las Iterationsresultat wesentlich z. B. von j?^"' abhän^'t; und da mau durch 
Multiplikation der (Jlei<-hung -/'i^/j) =" 0 mit einer willkürlichen Funktion von 
X diesem Koefti/ient^n jeden beliebigen Wert geben kann, so liefert demnach 
die (eio- oder mehnnalige) Itaration «uier bomogenen linearen DiffereoMn- 
gluehung eine unendliche Menge Ton Diffirenaengleidiungen, weldie mit der 
mtprftnglicheo simtliclie Lteongen gemeinaam haben. 



1) Über die entsprechenden Untersuchungen für Differentialgleichungen TeigL 
A. Gutzmer, Sitzungsber. der kgl. böhm. Ges. d. Wissenscb. Ib92, 64 — 69. 
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Wir wählen nun als Ansgangsgleichong eine DiflferenzengleielntBg €ntor 

und itorierai a« n-mal; die dadnreh entetehende Dilira«iiMiigleielnuig uter 

Ordnung -P''(i/ J — 0 besitzt zunächst eine Lösung von ~" ■ ^ also 

ferner eine LSsong von »Jf^^^ "~ 'xf* 



u. s. f. Die Differenzengleichung P"(y^) — 0 besitzt also die Lösungen: 

yon denen man leiebt leigen kann, da0 ae von einander linear nnahhlngig und. 
WSlilt man 1, to werden diese Losungen: 

aus ihuen ergeben sieh durch geeigucte iineare Verbindungen folgende Lösungen: 

Die DUbrensengleicbimg P"(y,) — 0 geht daher in diesem Fall« durch 
die Transformation 

».--4"«. -77 

in diejenige DifFerenzengleichung über, welche die Lösungen 1, x, xV"^"* 
besitzt, d. h. in eine DitiorenzctiLrlHu lnini: mit konstanten Koeffizienten, die 
symbolisch folgendermaßen schreiben kann: 

-(•».- 1)" - 0? 

1) Das Quadrat ist Bjmbolisch aufzutMseu. 



Digitized by Google 



ft9. Sttrang, W. Fabroar 1906. 55 

darin ist u^+j an Stelle von (A; = 0, 1, 2, . . . w) zu setzen. Zwischen den 
Losungen y(f > Ton P*(^J ^ b«tfeeheo M — 3 homogene qoadratisoli« Re- 
lationen: 

üT- ff -^V.*^'* - 0 (*-f.i,..— i). 

Wir wollen nun untersuchen, wann eine DiäTerenzengleichung zweiter 
Ordnung 

y.+i + «.f,+i + »-.y. - 0 (ft,-i) 

durch Iteration aus einer Differenzengleichung erster Ordnung 
herTOfgebt; M ist: 

SS miiA daher sein: 

Bstst man-- -N«, also - - — t» so wird + t#,^, - - g,, 
II H r , also durch Eliminatioii von : 

■«+1 "as + l 



+ l + «f.»«. + »"* - 0} 

•»+1 

setzt man ferner « — , so geht diese Gleichung über in 
welehe mit der yorgelegtso Olmchmig idemtiseh ist Aus ».«^ , %^fa 



SKipM sich 

^x + 1 

darin ist « > eine Lösung der Toigd^^ Gleichung zweiter 

Ordnung bedentet. Wir sehen also, daß die Koefflxicnten ond gar 
keiner Beschr&nkung nnterworfeu sind, und können den Satz ausQ»re6hen: 

Jrdf beliebige homogene lineare Diffi rt n:nig}e\chunn -ircifrr Ordnung Innn als 
Iteration einer homogmtn Imearen IHfferemetigleiclmng erster Ordnung darge- 
steUt werden. 

Dnzeh Koeffinentenabsflhlung erkennt man, daß diese Eigenschaft auf 
Oleidrangeo. zweiter Ordnung beschilnkt ist; fOr Gleiehimgen höherer als 
Bweiter Ordnung, welche Iterationen von Gleirhungon niedrigerrr Ordnung * 
sind, mflssen zwischen den Koeffizienten stets fiedingungagleichungen be- 
stehen. 
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Da dU homogene lineftre Biffurenzengleichung zireiter Ocdnnng ndk stets 
als Itention einer DüforanBengleichiuig enter Ordniing anfbflsen lil^ so haben 
ihre Losungen naoh Obigem ^e Form 

Dies ergibt sich auch auf folgende Weise: Bekaiiutiich ist 
\ - - *iV.'i. - cjjr,_,. 

also 

9m + t 9m 9m y«<ft 

und daher 

8. Noxmallbim. Setct man in der Differenzengleichiuig sweiter Ordnung 

^si'ci 80 erhält man 



Wählt man nun 



'li' = also = p,.. (d. h. ♦.-/7P...), V - -»'.-«^-' 

80 nimmt die Qleicbong (A) die Gestalt an: 

■* X — 1 X 

setst man nodi p — ^ » so erUUt man die Nonnalfonn: 

(B) y«+s - j'.+i + 0. 

Der Ausdmck 9^ «» p — —7 ist eine Invariante fOr alle Differeniengleidrangen, 



X ~ \ r 



die aus (Q) durch eine Transformation 11^ — ^^y^ bfrvorgehen. 

3. Die DiffereDzengleiolitmg dritter Ordnung, welcher der Quotient 
je sweierFundamentallösimgen einer homogenen linearen DifferonsMi- 
flaldraiig sw«it0r Ocdnimc imAct. 

Wir gehen von der Normalfum ans: 

und setsen den Quotienten zweier FondamentaUösungen m ~ *b* Wird 

9m 
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y^*) = (1) eingesetzt, so erhält man, da auch y^^> der Gleichung (1) 

alao: 

— «.+1;; — — — ' 

und daher mit Berdcksichtigung von (1): 



Durch Gleichäetzuug der beiden Ausdrücke f&r .^^ ergibt sich dann für tj^ 
die gesndite Differeoaengleichnng dritter Ordnung: 

Vm-i-t ~ n«-n . ^»-n ~ ^ x _ 

sie ist das Analogon der Schwarzsehen Diöerentialgleichung dritter Ordnung. 
Geht man von der allgemeinen Gleichung zweiter Ordnung 

aus, so tritt nach Nr. 2 an Stelle von g^^i der inyariante Ausdruck p'p^* 



0- r + 1 



Die Form der Gleichung (2) läßt unmittelbar erkfinnen, daß, wenn ti^J^^ eine 
Partikularlösung derselben ist, die allgemeine Lösung lautet: 

worin a, |3, ^, 6 willkürliche „Konstanten** sind; denn auf der linken Seite 
▼on (2) st«Äit das anhannoniselie Doppslverlilltnis (t},, t;^^i, ^»^t^ 
welehes dnrdi die Snbstitntioii (3) ungelndert bleibt. 

4. Die homogene Untare ^«^^tngtnglff ff^""g dritter Orrtimng, 

der die Produkte je zweier Lösungen einer homogenen linMUCen 
Differenzengleiohung zweiter Ordnung genügen. 
Wir gehen wieder aus von der Normultonn 

Multipliziert man beide Seiten dieser Gleichung der Reihe nach mit f/_^, y^^j, 
9m+» ^^^^'^ '''^ erhält man nach Elimination von aus den 

drei so entstehenden Gleichungen: 



- t(««+i + ««+« - «J**»)» 
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und daraus die gesuchte Differenzengleichung dritter Ordntuig: 

8ia besitsfe jedea&Ui die LSsnngai y<f)', und (y^) + ^/O'* warn f^) tuid 
FnndaiiieiitallOsiiiig«!! tob ~ 0 siiid, also als aUgemeiiie LOsnng: 

£« bestebt noch die bemerkenswerte identische Relation: 
worin 

Ä 0.) = y.+t + - •» (y.) = n+t - f.+i - 

istj diirch sie wird iu Evidenz gesetzt, daß 0 durch Mc'^^i wo 

«ine JjßwosB^ von — 0 ist, befriedigt wird. — Zwiseheu den drei Fimdap 
menteUösDiigen i^.*>-^»', " y'^'^ !/'^\ u<^^^y^^^* beetefat die homogene 
quadratische Belation: 

„(«)•_ „(i)uif)-0. 

S mm 

Besteht umgekehrt zu tsrhm drei FutulamentaUvsutujen v'J>, v^^K t?^'' einer 

homogenen imearen Differeneenyleichung driUer Ordnung Ii(t)f) °- 0 mit ratio- 
naten Ko^fttietüen die Rdation 

SO läßt sich zeUjm , daß ihr dir Produkte zireirr Lösungen einer homogenen 
linearen Differen:ni;ilridiunf/ ctrritir Ordnung genügen, deren Koeffieienten 
(^uadratißureeln ratiotuUtr Funkiifmen sind. 

Zn der gegebenen Gleichong R(Vg)^0 gehOrt nlmlich^) eine Unter» 
gmppe & der allgemeinen homogwien lüiearen ( iruppe in drei Veränderlichen, 
die sogenannte Rationalit&tsgruppe mit folgender Doppeleigenschaft: 1. Jede 
rationalo Funktion V der Lösungen r^^\ f v'^' und ihrer sukzessiven Werte 

deren „numerischer" Wert rational (d. h. hier eine rationale Funktion von x) 
ist, gestattet uumerisch alle Transformationen von Q (deren Determinante 
flbrigens nieht Terschwindet). 2. Jede Funktion F, die numerisdi alle IVans- 
formationen Ton G gestattet, hat einen rationalen niunerisdien Wert — Die 
rationale Funktion iMh^*^ hat nun den rationalen Wert 0, bleibt also 

m X m 

bei allen Transformationen der Bationalitttsgnqppe rem B(9^ — 0 numerisdi 
nngeftndert» d. h. es ist aach 

WO 

(2) - a^v^^ -t a^^v^^i + o^C?) (* = 1. 1. S) 

ist; darin bedeutet (a|J irgend eine Traasffmnation der Bationalititsgnqppe, 
and es ist 

(3) 



1) (iuldberg, L o. u. C. K. 137, 639. 
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Man kann daher setzen: 



Ans (2; und [^-i) toigt: 

Sind die a^^ wirkliche Konstanten, so muß diese Oleiehung eine Identitftt 

da sich sonst r^^^ daraus als Konstante ergilbe gegen die Voraussetziing, daß 
' ' x' ' ' 'x' Fundamentalsystem bildt n.* : Es kann auch wegen ( ;5) nicht 
= ca^ iK '^^,1 = 1, 2, 8) sein. Daher muß sich in (5) links und rechts 
ein linearer Faktor in r/_, fortheben, d. h. es muß sein: 

% ^y + dll ^' ' Koiwtanteii). 

Folglich ist 

Oi*» »i^+i» »ix+s' Vx+i) = {'ix» '/x+r »Jx+s)' 

wenn (t/^, r},^^, i},^,, ^/x + ;^ ftnharmmdsche Doppelverh&ltiiis der 4 Größen 
«»«+11 'I.+i bedeutet: 

'3x + S ^x + 1 ''X + 1 

Dieses Doppelverhftltnis ist aber eine rationale Funktion der L^Ssungen c^)^ 
j^s)^ ,.(S) mj^j ihrer sukzessiven Werte, muß also, da diese bei allen Trans- 
formationen der Kationalitfitsgnipp« Ton M{v^ — 0 ungetodert bleibt, eine 
rationale Funktion Ton x sein: 

daher ist nacih Nr. S d«r Quotient sweinr FaDdamentaUOrangen yj^^), der 
homogenea linearen DüSsrensen^eiehung sweiter Ordnnag 

(6) J'x+s-i'x+i-r fl,y,-0. 

Ans 



folgt nun: 



die DüFereniengleiehnng B(v^ — 0 geht daher aus (1) . . . P{i'j) = ^ durch die 
Traosformatimi t?«—^««« herrmr; wegen der Rationalität der Koeffizienten 

Ton B(v^ ~ 0 nnd von (6) besw. (l) muß eine rationale Funktion 

9m 

I i über oine ähnliche SchhifiwmBe für Diffecentialgleielrangen Rosen- 
kränz, Dim. Ualle, 1890. 
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von X sein. Setzt mau andererseits in Gleichung (6) j^, =l/p,y,, so erhält 
man diejenige homogene lineare Differenzengleichung zweiter Ordnung, von 
wAeh» die Brodiikte je zwcimr Vknmgm der Torgelegten Gkiehung Ii{v^ » 0 
gwflgen; ihn Kod&amUm sind in der Tftt Qaadzmtwaneln rationaler Fonklioneii 
(Koeffizient Ton tff^% gleioii 1). 

Sind da^'egen die a^^ nicht wirkliche Konstanten, sondern periodische 
Funktiouen von der Periode 1, so braucht die Gleichung (.')) keine Identität 
zu sein; es ergibt sich dann ij^ aus (5) als Wurzel einer Gleichung vierten 
Gradee» also als peiiodisohe FunlEtion, deren Periode höchstens 4 ist.') — Ist 
erstens i}, eine pttiodisdhe Funktion von der Periode 4, so ist anch i}* eine 
solehe (deren Periode sich er. auf 2 redozisreii kann); die Diffareiiiengleiehiing 

besitzt die drei FandamentaliOsongen t^^^, t^^^i}. und ^i^fllt hat also mit der 

Differenzengleichong i;,^^ — ^T*'*"' ^» ^^^^ allgemeine Lösung die Form eaj,t^ 
hat, wo e». eine beUelnge periodisehe Funktion Ton der Fteiode 4 ist, ihre 

sämtlichen Lösungen gemeinsam, d. h. es ist, wenn -^wms^ gesetzt wird: 

Durch Vergleichung der Koeffisientea folgt: 

i'^.i - - 0. J^V, - V'x - 0, r^?> - 0, 

also: 

Die Gleichnng B(v^ — 0 geht daher durch die Transformation — njpf^}_^ • 
Aber in: 

+ + «.+1 + - 0 

mit den Fundameutallösungou 

rtt tirl 3«< 

„a)_ _ g V'^ |,(t)-(_ 1)' - « » «(») - (- i)*- c « 

mschen denen die Relation — v^^^uj^'^ — 0 besteht; ihr genflgen die Pko« 
dnkte je iweier Losungen der homogenen linearen Differensengleichong sweiter 
Ordnung 

_ »»^i - <y^«.+i - - 0«), 

1) Ist ü)_j, Wurzel einer Gleichung n-teu Grades, deren Koeffizienten periodi'^rhf 
Funktionen von der Periode 1 sind, so sind auch o),^^, «"jf + j» ■•• "x+n WurieLu 
dieeer Gleichung; also muA o^^jt = '^x-t-i^^'^^'' d. h. besitrt 

höchstens die Periode n. 

8) Vgl S. 68 Ol. (6); c-o — 1. 
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also der Gleiohung B{vJ — 0 die Produkte je sweier Lösungen der Gleiehong 

Ist zwoitens t/^ eine periodische Funktion von der Periode 3, so ist auch tj* 
eine solche'); die drei FuDdameataUüsuugeu v^^>, v^^'n^ Gleichung 

•^(O ^ genflgen ■Smilich der Gleichung — '^d ~ 0, d. h. es muß 

ffX) — j)(t) - 0, i)Jf) — - sein. Die Gleiehnng It{y^ - 0 lautet also in 
diesocn Falle 

Sxl 4fri 

X 

obwohl zwischen ihren Lösungen r'^\ r^'* = ij^'^c ' , r^'^ = r^*^« • die liela- 

tion r^^* — i-^hf^'^) == 0 besteht, genügen ihr i. a. die Produkte je zweier 

Lösungen einer homogenen linearen Differenzengleichung zweiter Ordnung, 
deren Koeffizienten Qo&dratwnrseln rationaler Funktionen sind; die Gleichung 
ist aber in diesem Falle keine eigenßidie Differensengleidrang dritter Ordnung, 
iondera erster Ordnung mit der Differenz 3. 

Ist endlich drittens eine periodische Funktion von der Periode 2, also 
auch tj^ (und zwar darf t,'^ sich nicht auf « ine „Konstante'* reduzieren, da r'^^ 

und r^'' == v^^'i}"^ Fundatnentalldsungeu sind), so besteht zwischen den drei 

Lösungen 1, i/^^ der Düferenzengleichung zweiter Ordnung y^^.» — = 0 
eine homogene lineare Belation mit konstanten" Koeffizienten, also auch 
swisohen t^^, tp — «^^^i;., v^*^ — gegen die Voraussetzung, daß v^^\ r'^^ 
Fnndamentalltenngen yon B(v ^ — 0 sind. Aus demselben Grunde darf sich 

«uch nicht seiher auf mne ffKonstante", d. h. auf eine periodische Funktion 
▼on der Periode 1 reduzieren ; es muß dann also Gleichung (6) eine Identitftt 
sein, und es gelten die oben daraus gezogenen Schlüsse. 

5. Die homogene linoare Differenaengleichung dritter Ordnung, 
•welche nach einer Transformation f/^= Qj.^^. sich selbst adjnngiert ist. 
Die vorgelegte Differeuzengleiehuug mit rationalen Koeffizienten sei 

dieselbe geht durch die Transformation — Uber in: 

m4 Acyungierte von (1) (vgl. S. 51, Gl. (7)) lautet: 
(8) 

Sollen die Oleidmngen (2) und (3) identisch sein, so muß: 

/A\ + - '^-^ ^ 1 ^* + 1 Ji^ J: _ 



1) Bs nur ganssahllge Perioden in Betnehi 

d. B«d. Ibik Om. yiL 6 
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sein. Aus den Gleichungen (4) ergibt sich sukzessive: 

anderersats: 

Durch Gleichsetzung dieser beiden Ausdrücke fllr r^x^^^ ergibt sich — ~- « * — , 

also '7, = — 'Px-iPz^ willkürliche Konstante ist (und swsr eine 

wirkliche Konstaate, da » . F .jp. und rationale Fonktumtn toh x sind); 

«ndlich noch — c*p,_tP«» ^Il^Pm^tP»~v ^ Gleichung (l) 

geht daher dwoh die Transformation — IJPm^t * ^ ^ DiffereoaeB- 

glndmng mit komtanten Koefi&sienteii: 

(6) + t*.^., - ca,^i — c»f». - 0. 

Die charakteristische Gleichung 

«» + «» — c« — c» - (« - c)(«« +{c + 1)« + c«) — 0 

besitst die Wuneln 

«i.« ± i/l + 2c - Sc«, - c; -c"). 

Die Lösungen von (5) lauten daher: u^^) = «J, u^') — aj, = c*; swisohen 
denselben besteht die ßelation 

«V mm 

Folglidi genügen nach Nr. 4 der Gleidiiuig (6) die Produkte je iweierLSsungen 
der DiffemuenglMdiiuig swetter Ordnung 

(ö) »a+t-yc^l + er, -0 

mit den FimdamentallOsnngeo fi^^^Yü^y ^^V^^ Gleiehnng (1) 

die Produkte je iweier LStnngen der Diffaremaengleiiehnng xwaiter Ordnung 

Die charakteristische Gleichung hat gleiche Wurzeln, wenn 1 + 2c — Sc* 
= (l — c)(l + 3c) «== 0, also c = 1 oder = — j ist; ist c = — |, so ist 
o, » Ol — 00 » — die Gleichung (5) hat in diesem Falle die Lösungen 
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M<^^)=( — -i)*, = (— w|f ^ (~ zwischen denen die Helation 

tt^)* — "j^"x' ™^ ^ besteht. Ist dagegen c = 1, so ist «j = = — 1, Oj = 1; 
zwischen den Lösungen m^" = r"'', w^'^ = t'""«, «^'^ =^ f»'"" der Gleichung (5) 

bestellt in diesem Falle keine Belation der obigen Form. Die Gleichung (d) 

hat hier die Gestalt 

Aua dar Definition der „Adjungierten** folgt, daß stets zwischen den Fundamental- 

I081ingen einer sich selbst ( nach einer homogenen linearen Transformation) ad- 
jungierten DiÖerenzengleichung eine quadratische Relation bestehen muß (vgL 
S. 53, Gl. (10) für • — n)-, auch in diesem Falle besteht eine solche: dieselbe 
nimmt aber hier die besondere Form an; 

^M* - e»«'»u(i)« - ü, d. h. - ««"«i») , 

worin e**' als periodische Funktion von der Periode 2 keine „Konstante" ist. — 
Diese üntersuehnng UAt sich auf Differenzengleichungen n^' Ordnung aus- 
dehnen. 



Sinige Aulgaben tm mtam ttlHuigiitmidfliL 

Von E. Lampe. 

Als eine Pflicht meiner LehrertStigkeit habe ich es immer betrachtet, für 
meine Übungsstunden entweder neue Aulgaben zu bilden, oder bei alten Auf- 
gaben neue, wenig beachtete Seiten der Betrachtung zu unterbreiten. Da ich 
hoffe^ daB auch andere Lehrer IhnUdie Neigungen haben, gebe ieh im folgen- 
den die Behandlung einiger derartiger Fragen. Obwohl somit vielleicht einiges 
Neue inbesng auf die behandelten Gegenstände geboten wird, lege ich darauf 
keinen besonderen Wert. Ich möchte nur zeigen, auf welche Weise irli t s ver- 
suche, gleich beim Begion des Studiums auf der Hochschule die Lust am selbst- 
stlndigen Arbeiten zu wecken. 

L Zur EUdeHung in die Lehre vom Kriimmungskreise oder übeihaapt 
zur elementaren Behandlung dieser Lehre sind vor allem solche Kurven ge- 
eignet, deren Koordinaten sich rational durch einen variablen Parameter aus- 
drücken lassen. Unter den dem Anfänger bekannten Kurven ist in erster Linie 
die Parabel zu nennen, sodann die gleichseitige Hyperbel Die FiMaineterdar* 
Btdlungen der Koordinaten yon ElHpae und Hyperbel 

U 1 — *« . 

können zwar ancih benutzt werden, dfirften aber am Anfinge der analytimdien 

Geometrie zunächst fremdartig erscheinen. 

Als Regel für Aufgaben über die Parabel //' = 2pr ist festgehalten, daß 
die Abszissen x der Parabeipunkte durch die Ordinateu y ausgedrückt werden: 
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1. Den Schmttpuakt ?/) der Nuimaiea der Parabel y' = 2})x in dea 
Pnnkteii P|(X|, nnd /t(-r,, y^) zu finden. 

*i - 1» + + yifi + ) . 1» - - §p (yi + ft) yi Hb • 

Für g^^h^D I, 1} in die Koordinaten des Krümmongsmittelpunktes M 

von Pi Aber: ^ = ,> 4- „ « _ 

A.nmerkang. a) Die Nonnale in Pj schneide die Dixektrix der PanM 
in P| mit den Koordinaten a^, jf« so ist ai^ — y, — \jß^ + also 

der Krümmunesradius in P, ist. 

b) Die Normale in 1\ schneide die Parab«! zum zweiten Male in ^i), 
so ist «0i «t .« / „»v3 

— - ^- . *i - s'; - ' 1 - "* - *»J ( ' - Q ■ 

.fy;+p*)',Min.#i-8i»y8fllra!i-p,jfj-py2. 

.''1 

Der Ort des Schnittpunktes der Tangenten in und P^ ist 

2. Den Mitb'lpunkt t]) des Kreises zu bestimmen, der durch die 
drei Punkte Pi(«x» ^1)1 PfC^a» %)» P»C^»» tfi) Parabel ^2px geht. 

I - j» + W + j4 + sä + Ws + ftyt +yiyt)i 

Bücken die drei Punkte in einen Punkt zusammen, so werden |, q 
die Koordinaten des Krflmmnngamittelpnnktes von P^: 



3. Den Kadiuü des Kreises zu finden, der durch die drei Punkte P^, P^, P| 
der Parabel geht 

Man bestimme die Seiten und den Inhalt J des Dreiecks Pi^P^P,: 

PiPs - V-^p' + u/i + ytf usw., 

Nach der bekannten Formel R — abc/AJ ergibt sich dann das Quadrat 
des gesuchten fiadins: 
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= fließt hieraus der bekannte Ausdruck für den Krfim' 
mangandins t 

» — ^i- 

Der Wert der Betrachtungen dieser drei Aufgaben sowie der entsprechen- 
den, nacbfolcr'^'iKb'u über die gleichseitige Hyperbel liegt darin, daß die Formeln 
für den Krümmungskreis durch das Zusammenrücken vorher getrennter Punkte 
aus den ersten Formeln der analytischen Geometrie zwanglos folgen. 

4. Den SchnHIptHikt ^^(1, i]) der Noimalen der gleushaeitigen Hyperbel 
«jr m* in den Ponkten Pi(^f jfi) und Pf (d^* tßt) wa finden. 

t „ »«* + a^J^ («; + a:t J, -t- J?;) ^ yiy, + al-f + 

«i + a» ' 

_ «»^+yiy,(y? + yiyt + 3r8) „ + y? -f y»yt+y|. 

Fallen /\ und zusammen, so gelten | nnd ij in die Ko<Mrdinaten des 
Xrfinunongsmittelpaoktes M über: 

Der Krümmungsradius J{ P|ilf folgt aus 

«•-(«- +(? - ».)• - * ^-'-f'^- i i» - i 5.- 

Anmerkung. Die Normale in schneide die Hyperbel zum xweiten 
Sfole in P|, wo 

^ - - ~; daher /> n - 8Ä. 



5. Den Mittelpunkt i^) des Umkreises des Dreiecks P^P^P^ zu linden, 

dessen Ecken P^, i^, P^ auf der gleichseitigen Hjperbel xjf *- liegen. 



2x. 



^^ifi y%~ folgen die Koordinaten des Krümmungsmiltclpunktes M 



wie in 5.: 



6. Den Cmkreisradius Ii des Dreiecks i'^i^ij zu finden, dessen Ecken 
Pj, P|f P, auf der gleichseitigen Hyperbel xy — m* liegen. 

J PlP,P, - («I - -f«) (^« - ».-^l - 

Bf + ' ^ "ll± ^> 
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FBr ~ z, — z, wird das Qoadnt das KrtminiiiigsnidiiH 

^ («• • + » ^s^+ » < x; + yD« 

7. Ton ciarai Puokto sielit man die drei Nonnalen P^P^, P^P,, P^P, 
■& die Parabel y* * 2j7X. Den Umkreis des Dreiecks PjP|Pg sn nnkenadien. 

Die Ordinaten der drei Fuflpimkte P^, P„ P, der Normaleii beetimmea 
■iok ans der Oleiehnng: 

+ (P - «1 ) - 2pVe - 0. 

Mithin ist 

*i+Ä+Ä-0,if,fb + Jfsfi+l^Ä-3p(p-«t),yiÄJIb-2|>«|re- 
Danne folgt sofort (rgL Nr. 2), da + jf, >i — naw., 

D«r Mittolpunkt 3f des Umkreises von l\r^}\ kann hiernach leicht kon- 
struiert worden. Nun geht aber dieser Kreis auch durch den Scheitel der 
Parabel. Dean aus der 61cicLun<^' eines beliebigen Kreises 

(z - af + [i, - b)' = r« 

fol^'t für die Sehnit^unkte diese« Kreises mit der Parabel die Inquadratisoha 
Gleichung: 

+ ^py* (p - a) ~ ^bp^Jf + 4j)»(o« -f. 6« - r«) - 0. 

Also ist V, \ 4- »/s + =■ 0 . Für den Umkreis von I\ P, P, ist +y, + »/s = 0 ; 
mithin ist //^ 0, d. h. der Umkreis von P, PjP, geht auch durch den Scheitel, 

und sein Hadius ist r = -I- r,' = \ V !/l -\- -^i P -\- J"o)'- 

Soll man also von die Nonnalen an die Parabel ziehen, so konstruiere 
mau aus den Koordiuatvu z^ und von P^ die Koordinaten i = \ {Xq + p), 
V °" 1 ^0 ^O'' ^ beschreibe um Jf mit dem Abstände dieses Punktes vom 
Scheitel der Parabel aln Radius den Kreis. Dieser Kreis schneidet die Parabel 
außerdem noch in drei Punkten P|, P^, Pg, den gesuchten FnAponkten der Nor- 
malen von P„ aus. 

Der Umkreisradius Ii von P^P^P^ kann zur Bestätigung auch aus dem 
Ausdrucke für 12' in Nr. 8. bertclmet werden. Da nimlich yi + = — y« usw. 
ist| erhUt man nmlofast 

-^«■yj+y,+yg-Ofolgt 

vi + + yj — 'dftifs + y.fi + ^vi.v,) - - ^p{p - x^y 

Feruer ist 

l'/,ys 4- y,yi + »iSfiY - ^ M + ^9ilftH ^ 
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Daraus folgt 

64p* [ß*!»'- 16l**- ^P(jP-0-^ *J»*- ^pKp-x^-h Vffl 

8. Von einem Punkte Pq auf der gleichseitigen Hyperbel » zieht 
man die KonnalAii io^i« -^o'^a« A-^s ^ Hjpwbel (wobei die Nonnale in 
aB^g e eeh lo esen Ueiu). Den Umfame dee Drdeda l\P»Pt *^ untereoohen. 
Die Abenaien der vier FoSpimkte der vier Normalen folgen ans 

m* 

a?* — x*«' + — U — x«) — 0. 
*» 

Nach Aussonderung des Fakten x — x^y welcher der Normale in P| enteprieht, 
blnbt für die drei anderen Normalen die kubische Gleiehnng 

Mithin 

«i + «j + a% — 0 , XfXg + x^Xi + a^a^ — 0, — — 

Danme folgen aofort die Koordinaten dee Mittelpnnkiee Jf (vgl. Nr. 5) 

{ » — \xq^ fl ^ —\ Jfo (I^etzteres aus der Symmetrie der Gleiehnng xp — m* 

fllr x und y) . Aus der Gleichung eines beliebigen Kreises (x — a)* + (y — 6)' = r* 
erhftlt man für die Schnittpunkte mit xy =* m* die biquadratische Gleichung: 

«• — 2a«> + (a* + 6* — r*)«« — Um*x + m* - 0. 

Folglidb ist 2^0^X4 » mf*; weil aber fEkr den Umknle Ton PiP|Ps das 

Produkt x^x^x^ — — m^/Xj, ist, folgt j*^ = — fÖr den vierten Schnittpunkt 
des Umkreises mit der Hyperbel. Da | = — \ " ~ i^Vo erkennt 

man, «laß der Umkreis von den Radius der Hriterbel OP'q zum Durch- 

messer hat, der die Verlängerung des Radius vom Mittelpunkt O der Hyperbel 
nach pQ ist Von den drei Normalen sind also swei immer imaginär; der üm« 
kreis von PtPfPs dagegen bleibt reell. 

Soll man demnach von einem Punkte Pq einer gleichseitigen Hyperbel 
die von der Normale in verschiedene Normale konstruieren, so ziehe man 
vom Mittelpunkte 0 der Hyperbel den Radius 0P^\ derselbe schneide in seiner 
Yerlftngerung über O hinaus die Hyperbel snm «weiten tfale in i^. Dar Kreis 
Aber 0J{ als Durdhmeeser treffe die Hyperbel snm «weiten Male in P|; dann 
ist Pf^Pi die verlangte Normal ••. 

Der UmkreLsradius 7? von l\ kann Sur Bestfttigang aus dem Aus- 
drucke für 7t'- in Nr. ti berechnet werden. 

Da nämlich 

afj + as^ + — Ü und -f x^x^^ -j- x^x^ ü, 

so folgt 
daher: 
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9. Zu drei beliebig gewiUten Punkten P,, P,, in dar Ebene einer 

Parabel konstruiert man die drei Polaren beztlglich der ParabeL Den Inhalt 
ji^ des von den Polaren gebildeten DreieekB SU finden. 
Die Polaren zu P^ und : 

•ehneiden aiefa in 



Dann ist also 





dP| 

Vi— Vi 




> «iSTt 






— 




— 


— yt 








— ^ 


1 ^» 
















\h 


— .Vi 


/) ' 


-yi 



2^, 



Man setze (y, — y»)(ya — y^ji^i — i^t) A «> 

aiyi-«iyk 't-^ yt-yi 

2J 0 0 

^2.Vs — -^S^S ^2 - -»^3 yt - i's ! ♦ 

«•yi-*iy» ^-^1 yi-yi' 



wo 2^ = ix^y^ ; = .rj//., — -|- j-g/Zi — «iV» + «ijTi — a^yj der doppelte 
Inhalt des Dreiecks P^PiPs ist Demnach ergibt sich: 



Wenn P|, P^, Pg auf der Parabel liegen, ist 



1 yj y* ' 



'1 ya y; 



ilithin = ein bekannter Satz über den Flächeninhalt eines Dreiecks, 
dessen Seiten die Tangeuten in P,, P,? A 

10. Die drei Punkte P|, P,, P, liegen auf der gleichseitigen Hyperbel 
OPjf m'; man zieht in den Punkten P,, P,, P, die Tangenten der HyperbeL 
Wie Terlillt sich der Inhalt des Tangentendreieoks sn dem Inhalte A TOa 

Man tindet: . 
wfthrend (vgl. Nr. 6) 



2 j, j-, j:^ 



Digitized by Google 



60. Sitmiif , S6. Min 1908. 



69 



. 

Anmerkung, a) Der HOhentolmitt H des Dreieeks Pj^s^s 
Koordinaten x = — mf .r,a?^T>,, t/ == — 2", Tj -r^ m'. Der vierte Schnittpunkt 
des Umkreises vonPjPjPg mit derH^^perbel hat die Koordinaten a"4 = m^/ZjXja:,, 
y^,— mY^^yj^j. Also ist^P^ ein Durchmesser der Hyperbel. Wird x^'^x^'^x^^ 
«0 erlUÜt mui « — mVa{t y ~ — ^/*»'» k. die KoosdiiisteB des Sdinitt- 
pnnktea P der ITomutle in mit der Hypeibel; der Krflmmuigakreifl in 
eehneidet die Hyj^crhel in dem anderen Endpunkte des DvrduieMen, dessen 
einer Endpunkt 1' ist. 

b) Nimmt man Pj, Pj, Pj beliebig in der Ebene der Hyperbel xy = m* und 
bestimmt den Flächeninhalt J des Dreiecks, welches von den Polaren der 
Punkte Pj, P„ P« gebildet wird, so findet man dnrek eine HmUahe Bechnong 
ivie bei der Parabel: 

' (-^j Vi ~ Vt) '.-'s ih ~ Hl) (-^ Vi — ^y») ' 

wo ^ der Flächeninhalt des Dreiecks P^l\l\ ist. 

11. Es möge hier nur kurz an<.'efjeben werden, wie man entsprechend 
den Nummern 1 und 3, die Koordinaten des Öchmttpunktes Si^y i}) zweier 
Nonnalen einer Ellipse in einer Fonn berechnen kann, aus der sofort die 
Koordinaten des Erlhnmai^smittelpnnktes der BUqne Iblgen. 

Die Glflishungen der SUipsennonmalen in den FOnkten Pj und P| sind: 

a««yj — b«ai,y — (a* — ö*)a4y, , 
a*xy, — b^x^y =» (a* — 6*)x,y, • 

Daraus folgt 

^ (g*— 5')jg,a^(y, — yO 
Erweitert man diesen Brueh mit «ty« + a^yit so wird der Nenner 

•^1^ - - ;'![(»' - - (»'^ - *t)3^j - «v; - . 

also ist 

Laßt man jetzt mit P^ zusammenfallen, so geht über in |: 

« 55—^- 

Ebenso folgt 

(6«-a»)yf 
gi 

Aus diesen Koordinaten findet man sofort den Krümmungsradius und die 
Gleichung der Evolute. 

Dieser Zugang lu dem ErihnmungikrMse der Ellipse oder Hyperbel scheint 
mir fUr den Anfänger natürlicher als der von Herrn Weber in Band II der 
En^klopftdie der Elementar-Mathematik S. 507 — 513 gewfthlte. 
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Geht m» Ton d«r IwiWimtwi BuiiMlerdaiibdliii^f dar KmndliMAw 
Ellipse «le: S'^a * 6 eoi i; eo geeteltet sich & Beehnnng Iblgeiider- 

niien. Die Gleidumg der Noraule im Pnnkie ist 

eoe i| — 6y sin ii « (o* — d") sin l| OOS <| . 

Der Schnittpunkt der Normalen in den Ponktea Pj und wird: 

X — • sin <. sm L • ? , — -, 

y — > • cos <i cos J-^^ — — • 

Fflr = I« < erfallt man hieraus die Koordinaten des Krfimmuugsiuittel> 
puidrtes in der Gestelt: 

o«-6« . «•-6« 3, 
X — — - — • sm *<, jf ^ — cos , 

daraus die Gleidinng der Evolnte: 

12. Eino Ellipse sei durch die Gleichungen r = a sin t, y — h cos t de- 
finiert; den ümkreisradius des Dreiecks PjP,P, zu berechnen, wenn Pj, Pj, P, 
auf der Ellipse liegen. 

Die Seiten des Dreieehs PiPsPa sind: 

PjP, - 2 sin [a« cos* + 6» sin« *-L±J«]* usw., 
sein Inhalt: 

J - 2a( sin^^^ sin sin 

Daher der gesuchte Umkreisradius: 

wo sich «las Produkt 77 auf die Zeigerpaare f'J, 3), (3, l), (l, 2) erstreckt 
Die Mittolpuuktäkourdinat«n §, 73 des Kreises siud (c* = a* — 6'): 

{ — - sm «^-^ sm SU » , 

1} » — ^ eos ^ ^ ^ OOS ^ ^ ^ OOS • 

Ftir ^1 = = = / erhält man die für den Kriiiiimuugskreis geltenden 
Fonneln: 

I— ^sin»*, ij — — ^co8*f, 

[g» cos ' f 4-6'ain'<J ^ [« V±*!£!j* 

13. Dell luhalt /j^ des Dreiecks zu finden, den die drei Parabelnormalen 
in Pj, Pj, P, miteinander bilden. 
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so Ift 



Dahnr 



Die Koordinaten der drei Schnittpunkte seien (x\ y'), (x", y"), (x"\ y'"}, 



2J. 



it 

X y 

in III 

X y 



!i »p' + j^ + ifiÄ + s« + 

Nadi 8abtnkii<m der fweitm Zeile von dar dritten, dar ersten von der 
swaiten geht diaa über in 



Betet amt wiadar PiPaP, « J — 2>,4/;, so folgt endliA 

14. Dan Umkreigradina dea Tangentendraiaeks einer Parabel in findan, 
wann die Berllhrungspnnkte der Tangenten Pj, P,, P, gegeben sind. 

Die Tangpnten mögen sich in ^ sduieiden; die Koordinaten von ^| 

seien x* ^ ^|^*, jr'— |(y^ + ji^ uaw. Danas folgen die ICttelpunlEtakoordi- 

natan 4f V uid QiQ^t 

I - 47, (p* + yty. + y.yi + yii/»), - + y, + - , 
^ - 4*p. Off yt - 9iif»y + iöfs - y»)* = 4),. (yk - yi)* W + j»^ - 

Da nun der Umkreisradius 
ist» so erfaUt man 

wo n^ ""j/p^ + y," die Mormale des Punktes l\ ist. Fallen i\, i j, P, iu einen 
Punkt msanunen, so erbllt man ans dem KrOmmnngaradias B in der be- 
kannten F<nin JB » n^lp^ die Hoziehong 72, =- ^7? als Bestätigong der Rech- 
nung: laßt man nllnilich bei einem Tungentendreipck eines Kreises vom Radius 
7? die drei Berührungspunktp dor Tangenten zusammenfallen, 80 wird an der 
Grenze der Umkreisradius des Tangentendruiecks \R. 

l$t Dan ümkraiaradiua das von drei Normalen einer Pkrabal gabUdaten 
Draiaeka sa berechnen. 

Die Normalen der Ponkte P|, Pg mflgen aieh in JT], sdmMdsn; 
die Koordinaten x\ f' Yon sind 

«' -p + ^04 + y^y. + yi). y' - - t'5(Ä+ ^s) i»w. 
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Ifaa bereehn« 

- -^v^-'bi + + ^3?+ - + + y.]' 
Jf, JT. - (y, + Ä + Vi»* + Ä 

Ifithin ist 

» i>(y, + y, + y.)"»i«i»H £Cv,J-?/, + y,^' «, "i«» \P.* 

4 . 8jl*^„ 4;,« . /) (y, -j- y, + y,)« 

Die Mitulpunktskoordinateu 5, »/ des Kreises sind: 

n. über die Sdimttpmtkte der KegeUdmUU mit ihren EvoMen. 

V«rtueht nun, die Koordinaten d«r Seboitipiinkte eines Kegdsehnitts mü 
seiner Evolute aus den Gleichungen beider Knrren direkt zu berechnen, so hat 
man eine kubische Gleii'hung /.u lösen. Eine vorsichtiV anpclpcrt^' Rechnung 
läßt aber erkennen, daß die li'^rage auf reine quadratische Gleichungen zurück- 
geftüirt werden kann. 

Wir fuhren die Rechnung snnftchst für die EIUinm durch. Die Koordi- 
naten 1} des BULnunungsmittelpunktes Jf einer Kurve werden duxdi die 
Ponneln gegeben 

W I—« Jf, ij — jfH — -»-9 

wo X, y die Koordinaten eines Kurvenpnnktes P bezeidinen, und ff'' die 
erste nnd die sweite Ableitung von ,v nach x. Für die Ellipse 6*^ + a'y* 
— a*6* erhilt man y' — — l^ifa^y^ ff" mm ^ h^ja^f^^ also 

Liegt 3/ auf d^r Ellipse, so genügen § und »j der Gleichung der Ellipse. Nac h 
Einsetzung der Werte ( 2 i in die Ellipsengleichung stellt sich heraus, daß die 
resultierende Gleichung den Faktor («V* + h^x^Y erhält Der andere Faktor 
wird vom zweiten Grade in x nnd nftmlieh: 

(3) ftV + rtV — 2rt*6* = 0. 

Die Schnittpunkte die.ser Ellipse mit der gegebenen sind diejenigen Punkte P, 
deren Krümmuugsiuittelpunkte auf der Ellipse liegen; ihre Koordinaten sind: 

W * - «--fr*-» r-— «Tn^T— 

Berechnet man + v' — . , •< — = ' so ist r der leicht konstruierbare 

Badius eines Kreises, der die Punkte P aus der Ellipse schneidet. 
Die Koordinaten ^, i\ der Schnittpunkte M sind demnach 

(5) 6 - ± _^ fc, J , I? - ± c L a« + i>« J » 
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wo Ya* — if^ ^ c die lineare Exzentrizität der Ellipse ist. Die L&nge des 
Krflmmungsradius in P (x, y) ist: 



Damit und | reell seien, iifc es nOfcig, daß a' ^ 36* ist, oder diA die 

numerisohe Szsentrisitilt t ^ {f/i ist, wie ja aus der Betrachtung der be« 
kannten Evolute der Ellipse sofort klar ist. 

Dio vorstf^lieuclt» ir-cbnung gilt für die Hj'perbol Irr^ — — '''6', 
wenn man iil)erall — fr für />* setzt. Die Koordinaten der Schnittpunkte M 
einer Hyperbel mit ihrer Evolute folgen also aus: 

^ 5^6« ' 

und baben die Werte: 

(&•) 5-± cLa«-6'J' cLa«-6«J ' 

wo « — Ya* -j- 6^ Diese Weite sind nor reell, wenn a ^ 6 ist, d. Ii. wenn 

der Äsjmptotenwinkel spitr ist. Der Krümmungsradius in M ist Ä = _? /,»)'/ " 

Der die Lösung der Gleichung liLr x und y erleichternde Umstand ist die 
sieh von selbst darUetende Absonderong des Qoadratei einet Faktoca. Dies Jat 
nieht ein blofi Ar die Kurren swutor Ordming eintretwider gflmtiger Zobll; 
sondern ein solcher Faktor tritt bei der entspveebenden Gleiehnng filr beliebige 

Kurven immer auf. 

Man setze zur Abkürzung N— (l -j- y '*)/y "i dann gehen die Gleichungen (l) 
über in: 

(la) l-Ä-iSy, = y-fi^. 

Die Gleichung einer Kurve sei /(.r, y)= ü; liegt der Punkt if) auf der 

Kurve, so bertdit die GHeiciiung /\|, n) 0 oder f(js — Nif\ y X) ^ 0. Nun 
ist in leicht TerstiUidlicher Schreibweise: 

f(x + Ä, y + /.) = fi X, y) + hf. 4- + i[hYJ. + 2hin', + ft^/^l + • • • 

Das erste Glied i-echtorhand f{x, y) ist 0. Die folgenden beiden Glieder geben 
ftr A — — Ny\ k — A*: 

/'/x + Ar/r, - iV(- y'n^Q- 

Durch Differentiation von /|a;, = 0 erhält man aber /ii + /^y *= 0, mithin 
/x =- — /Jy'; al«o wird 

da y'* -f 1 = Ay " ist. Alle folgenden Glieder der Entwicklung haben ^ 
oder noch höhere Potenzen von N an fWoren. Durch Abtrennung von 
gdit daher i}) « 0 Aber in: 

Zur Bestätigun*: dieser Betrachtung diene die Behandlung der 8cheitel- 

gleichung aller drei Kegelschnitte: 

(6) y«-2i)« + xV-0- 
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£8 wird yy'— p + x{t*— iX //"= — />' v' Beachtet man, daß ii> 1)J* 
• — l)y' ist, so ergibt sich leicht; 

— — - — «jr — jv^, 

•Im ' 

(20) ,-y-?l±,'V.^^ |-x+^'y^'.b + x(.«-l)]. 

Setzt man i} und | in die Qleichung (6) ein, so folgen nach einigen leichten 
Beduktioneni iasbeBondere naoh Fortbebung you (p* + <'y')'/jp^ die Werte für 

y' und «: 

Hieraus folgt, daß y nur reell ist, wenn 2 ^ Bei der Hyperbel muß also 
die nameriaehe Enentrudtftt unter derjenigen der gleidiaeitigeii Hypecbel liegen. 
Ist f < 1 , die Kurve also Ellipee, so wird x nur reell, wenn > 1, d. h. 

a' i> 2 b\ wie schon oben bemerkt ist. 

ni. Die Wendqntnkte der Kurve r — a + 6 cos »19 aufzusuchen (w ^ 1). 
Die Polarkoordinaten r, tp der Wendepunkte genügen der Gleichung N= 0, 

wo Jr- + - ^'s^t' ^ ^ ^«rte Ton r, drjdfp, d^r/d^* 

aus der gegebenen Gleiehung ein, so eriiilt man für ^ die Gleiehnng: 

a* + 2frV + (n* + 9)a» eoe 119 - (»* — 1)6* cos* 119 - 0. 

Hieraus folgt 

wo 

J? « [(n« -f 2)fl« + 4(«* - l)(ö* + 2««fe»)]V.. 

Die beiden Wurzeln für coa nq> seien «7^ und tc,, nämlich 

(n^-j- 2)rt 4- Ä _ («» + 2) - Ä 

*^ — 2(n» - 1)6 ' 2 (n* — 1)6 ' 

dann ist also rr^ > 0, ip^ < 0 und der absolute Betrag Ton großer als der 

k nun 

o* + an«6« r g' . . « 1 

•t*^« (»»-D^* "~L(n*~i)d* + * +i?:rrj» 

also der absolute Betrag Yon 11^^^ > 2 ist, muß mindestens der absolute 
Betrag von > 1 sein. Daher konunt flr unsere Aufgabe nnr in Belradit» 
ftlls — 10, < 1 ist, d. h. 

-(n* -I- 8)a + Ä < 2(ii« - 1)6, 

jB» < [(«» + 2)a + 2(n* - 1)6]* 

oder nach £insetsning des Wertes von 

a« - (tt* + 2)a6 + (n* + 1)6« < 0. 

Nnn ist 

o« - (n« + 2)a6 + («* + l)b* - (a ~- 6)(a ~ (n« + 1)6) - i>. 



Ton Da nun 
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Folgende drei Fälle sind zu unterscheiden: 

1. a > (n* + 1)6, also auch a > 6, P > 0. 

2. a <(n« + 1)6 und a > 6, P < 0. 

3. a < bt also taeh a<(n* + 1)6, P> 0. 

In den FlUcn 1. und 8. blobt PporiÜT, NmirA nkht gl«iflli Knll, bdiUt atots 

dasselbe Vorzeichen die Kurve kehrt mithin dem Pole stets die kookaTe 
Seite zu. Nur im Falle 2. existieren Wendepunkte. Der Fall 1. gibt Kurven von 
derselben Art wie die Kurven dw relativen Bewepimg des Mondes zur Sonne. 

In anderer Weise erledigt sich die Frage, wenn man sich daraut beschränkt, 
dM Voneudien too fttr die ElUe v<m oos «9 ~ + 1 imd 00s 119 » — 1 su 
nnteranchen (Übudma imd Minima von r). 

(A> oosiigj— +1, JT— o*+(««+ 2)a6 H-(n«+ l)ft*>0- 
Die Kurve wendet bei einem Maximum von r dem Pole die konkave Seite zu. 
oosny--!, -ar-a« + (i»« + 2)a6 -(!•* + 1)6« 

- (a - 6)(a -(!•• + 1)6) - P: 

• 

die drei voriier nntertnoliten FlUe in bezog anf das Voneieben tod JP^ nnr 
im Falle 

6<a<(n« + l)6 

wendet die Evire bei «inem Tüfinirnnm Ton r dem Pole die konTexe Seite m. 
ly. DUcutOiermieBeikei — l'^i^^-i 

Diese Reihe ist von F. Boacb in der Edncational Timee snr Summation 
vorgelegt. Professor Hudson gibt in den Mathematical questions and Solutions 
from „The Educational Times", New Series, Vol. VII, S. 22—23 kurz als 
Grenze der Summe einer geraden Anzahl von Gliedern: 

fii - i(«l/3 - In 8). 

als Chreoae der Summe einer ungeraden Ansahl von Gliedern i9j + 

Als ein hübsches Beispiel einer oszillierenden Reihe kann die obige Reihe 

zur Erläuterung des Begriffs „Summe einer oszillierenden Reihe" dienen. Zu- 
nächst ist klar, duü die Reihe nicht konvergiert, weil der absolute Betrag der 

Glieder nicht Null zur Grenze hat; denn lim nähert sich mit unendlich 

werdendem n der Grenze ^. 

Nun ist 

X 



0 

Ans der Partialbruch-Zerlegang 

^ , ' [ y 4. ' 1 
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folgt aber 



f. 



xdx ilu-V«* — , A — 1 



Sielit man nun die vorgelegte Reihe als Grenze des bestimmten Integrales (1) 
fQr X ~ 1 nn, eine Grenze, der sie beliebig nahe gebracht wwden kaaB, wenn 
man x der Einheit nähert, so erhält man: 

als Summe der vorgelegten Reihe. 

Berechnet man dagegen das Integral: 
1 



so findet man: 



/' xdm 1 1 _i_ 1 Ii 



«•+1 Haf« — « + i « + 11» 

/«^ 1"^! = i («V» - 1" «) - 866 - i - 1 + 1 - ,\ -h . . . 

Zieht mau in der gegebenen Reihe immer ein positives Glied mit dem nach- 
folgenden negativen Glieds zasammen, so eriüüt man: 

^ — + s^i + ü-n + • • • 

-i-0,87866- 0,12463. 

Da = + i ist fl^ — 0,45785. BUdet man jetzt 1 {S^ + 5^) =» ^ • 0,58237 

— 0,S9118, so ergibt sieh, daB der Wert von J ^^ ^^^^y das aritfametisefae 

0 

Mittel von <S', und 6| ist. Das Resultat ist analog dem schon von Leibnis 
betrachteten Falle x ^ 1 der Reihe 

die zwischen 0 und 1 oszilliert; als Grenze von au^efisBt, gibt sie die 
Summe ^, das arithmstisehe Mittel swisohen 0 und 1. 
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61. Hiixüng «■ 29. Aprü 1908. 

Vorsitzender: Herr Jfthnke. 

Anwesend: 20 Herron. 

Der Vorsitzende widmet dem Andenken des am 2. April plötslick ver- 
storbenen Mitgliedes Dr. Otto Pund Worte des Naohrafs. 
Wissenschaftliche Mitteilungen: 

Herr J o n a s : Über "-Str&hleasjsteme, Flächendefonnation und äquidistante 
Kurvenscharen. 

62. SiiaiRg am 27. Mai 1908. 

Vorsitiender: Herr Schafheitlin. 

Anwesend: 20 Herren. 
Wissenschaftliche Mitt' ilungen: 

Herr Salkowski: Schiaiihenlinion und I^oxodromen (s. u.). 
Herr Loowenheim: Beri< ht über die Auflösung von Gleichungen und 
die Elimination in der Algebra der Logik. 



Über Differentiation mit komplexem Index nnd ihre Beziehungen zur 

hypergeometrisclien Funktion. 

Von P. Lindner. 

Die Krage nach der Differentiation mit beliebigoni Inde.x ist fast so alt, 
wie die Dififerentialrechnung selbst. Die ersten Forscher auf diesem Gebiete, 
Leibniz, Bernoulli, Bnler u. legten ilnen Untersuchungen noch Iseine 
hestinunte Definition ragronde, sie eaditen vielmehr duroh Analogien oder 
Interpolationen su ihren Beenltaten sa kommen. Die Späteren gingen swar 
von einer fteten Definition aus, eher nesoehten, wie Lionville^), nnbestimmte 



1) Journal dp Veröle p'ilytrc'hniqiw, oah. XXI: MAnoixe iOT le calool de 

differentielles a indiccfi (jupIconquoH. 

StUaacilbttloht« d. B«rL M»U>. 0«. VU. 7 
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Ableitungen, Ms Riemana^) in einer Jugendurb«tt tn einer Definition der 
begrenzten Ableitungen gelangt, zu der, onabhlagig Ton ihn, auch die Herren 
Grflnwald und Letnikoff gekommen eind. Dieee Definition: 

[dJrW]: = > - 0"»-'rtO<« ^ »begwnrten DeriT•t^onen^ 

deren sich auch Most u. a. bedienen, verliert jedoch ihren Sinn fOr ganze Ge- 
biete der im fiitegral anftretenden Panunetw, namentlidi aber fttr poiittr gaoi- 
lablige Werte dee Index. Dieeem und anderen Obelsttnden absnbelliBo, eraebeant 
ala ein geeignetes IGttel, die Ableitong mit komplexem Zeiger dnrdi eine 

Differentialgleichung zu definieren. Dieeer Weg ist sicher gangbar, falls die 
abzxüeitende Funktion einer linearen homogenen Differentialgleichung' dor 

Fuchsschen Klasse genügt. Er ist meines Wissen«; noch kaum betreten, da 
Herr Schlesinger') in seiner Theorie der Eul er sehen Transformierten auf 
die ihr nahestehenden Ableitungen mit kompleiem Zeiger nicht eingeht. Daß 
dieser Weg in einfacher Weise /-um Ziele führt — und auch, wie er allgemein 
verfolgt werden kann, soll an einem typischen Fall gezeigt werden. 

L 

Es sei V =» — o)" (x — &y, wo X die unabhängige Variable, a, f>, a, ß 
beliebige komplexe Zahlen sind, er und ß zunKckst auch sein mtlssen. Durch 

logahtlunische Differentiation ergibt sich: — = — 1 ^—r — eine einfachste 

® ° y X — a X — 6 

Uneare homogene Differentialgleichung der Fuchssoben Klaaeel 

Differenzieren wir diese Gleichung + l)mal, — ^ Torliofig «la poaitivo 
ganze Zahl voranage ectat — eo ergibt sich: 

(« - a) (« - 6) + [(? + 1 - «) (aj - &) + (p + 1 - ß)(x - «)]di^ V 

Setzen wir nnn d^y «- 7, so entsteht die Differentialglekshung fllr T: 

^ +1":^=^^+ x-h )^^ (:e~a)(«-») 

eine rekurrente Entwicklung für den q =- Differentialquotienten, die ihn 
vollkommen definiert, wenn noch eine geeignete Konstantenbestimmang ge- 
troffen wird. 

Sehen wir nun ab von der BeschrSnkung, da£ q eine positive ganze Zahl 
sein soll, gestatten ihm vielmehr, ebenfalls eine beliebige komplexe Zahl zu 
sein, so behilt die Oleichnng (^) ihren vollkommenen Sinn, imd diniert die 



1) Riemanns Werke. Nachlaß. Absclinitt XIV: yemoehe einer allgemeinen 

AnfTasBung der Integration und Differentiation. 
8) Grelles Journal, Bd. 116 u. 117. 
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Ableitung d^y mit komplexem Zeiger — freilich nicht einen einzelnen Zweig 
dieser Funktion, sondern die Gesamtheit ihrer Fortseizuntjen. Natürlich können 
nicht alle Integrale von (j^) für p =^ « in den w**" Differentialquotienten vou 
y übergehen; daß aber mindestens eins der Integrale für q = n übergeht in 
erhellt aus dem Umstände, daß ja die rekurrente Entwicklung fElr ^ — « 
entstfthMi mnB. 

Zur Siditang der aiiimlmm Zweige bietet lieh die Fandamentalgleudiiuig 
dar: de liiert ja als Wnndn die Eiponenten tos den Anfiogspotenaeii der 
EntwieUnngeii von F, einetseitB nach steigeiideii Potenzen von x — o^se — h, 
andrerseits nach fallenden Potenien von X — a oder x^b. Diese B^mienteii 
aind, wie sich leicht ergiebt: 

iBr den Punkt at u — 9 und 0, 
für den Punkt hi ß — ^ und 0, 
f&r den Punkt oo: « -|- ^ — ^ und <— p 1. 

Zu jedem dieser Exponenten gehört Hn bis auf einen konstanten Vor- 
faktor vollkommen bestimmtes Integral: wir bezeichnen 

das SU o und « — ^ gehörige bitegnd mit 

das zu b und ß — q gehörige Integral mit jf^f , 

das zu 00 und n-ir ß — 9 gehörige Integral mit 

WO die Analogie mit der Beanehnung: y^"' » ihre imiere Berechtigung 
in Folgerung 1) von II findet 

Die zu a und 0, zxx h und 0, zu 00 und — 0 — 1 gehörigen Integrale 
bezeichnen wir der Reihe nach mit ij^, ij^, ij^. Ihre Bedeutung als Bruch- 
ableitungen wird später erhellen. 



IL 

Ali Yervollatlndlgung der Definition nr Bestimmung der konstanten 
Yor&ktoren mOgen dienen die Gleichongen: 

(1) 

wo e und i die übliche, 77 die Gaußsche Bedeutung haben. 

Diktiert sind diese Konstantenbestimmungen (l) Ton der Bücksioht auf 

die sogleich zu entwickelnden Folgerungen 1. — 4. 

Nunmehr ist es leicht, unsere Ableitungen nach /•'-Reihen zu entwickeln: 
es ergeben sich leicht nach dem binomischen Lehrsatz mit Hilfe von (l): 

7* 
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(2) ,'^'-d'.(x-a)-(a-b + x-ay'. 



(8) A'-Ki'—r'i^+B^)" 



«'ii^:i<'- 

AoB diesen Entwicklimgon gehen nun leicht vier Polgerangen hervor, 
welche die chandcteriitiecheii EifftnachmfUm der Ableitungeii mit kompleKein 
Zeiger dftrstellen: 

Folganmg 1. VürfH geht — fiber im 0. 

Folgenmg 2. Für — n gebt y^^-"d{y|^ Aber in das ufiMb iterierte 

m m M 

Int^nd von y swifobeo a und nftmliob j*j*j*"'1f^i WMin dnsMlbe «Inen 

Sinn hat; ij^^ behält aber darüber hinaus noch Sinn. 

Folgerung 3. Es gilt auch fftr komplezs Zeiger das Geseti: 

y^a^ ^ ^ y« ^^"^ Ifa^^K welchem die Beihenfolge der AUeitangqwoieise 
wülkflriieh ist 

Folgernng 4. Bs gilt aaeh für kompleie Zeiger der Loibnissebe Sala von 
der Ableitung eines Fhxlakts: 

Dieser Satz sagt ja in unserem lUle, wo m — (« — a)", v^^x — hY 
ist, nach (l) aus: 



JZ(« — e)^* ^ l ia-i-l~9) X-b 

j p(e - - 1) I 

1 2(a -I- 1 — f;(a -j- Ii — q \x ~ bj ' 

- - «)■-•(« - - A « + 1 - ».H-l) 

f*'|i:r-»|<i- 

Durch Vergleiohung mit (2) zeigt sich, daß der Leibnisscho Satt in 
unserem Falle seinen einfikchtn Ausdruck findet in der 2. Eni ersehen Relation, 
die in der flblichen Form laatet: 



60. Sitnng, 26. MAn IMtt. 
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Dieselben vier charakteristischen Folgerungen gelten tür ^'iv '^ und auch 

für y!!^-d^(«-a)°^^(l + ^^D^j', nur daft hier die 2. EnleraelM 
Belatioii ibnn Anadraek findet in dem Leibniiseben Sats, angewandt auf 
dffi'-'-^-^Cl+Ca — ft)«y|Jfar in Oberoinstimmnng mit 

einer VeraUgemeinening des Spitzer-SchlOmiloliBchen Satzes: 

SL 

Eine genauere Betrachtung der Differentialgleichung (^) zeigt nun: 

1. sie bleibt unverändert, wenn man a mit h und a mit § vertauscht; 
S. sie bleilit unTerlndert, wenn man a, ^ erteilt der Beihe naob durch 
e — « — /J — 1,— /I — 1, — « — 1; 

3. wenn man ein beliabiges Integral mit — a)*"* ranltiptisiert, außer- 
dem ^ mit a vertauscht und emetit dnrdh a + — 9, M eotitaht wieder 
ein Integral von (^); 

4. wenn man ein beliebigos Integral 1"^ mit {x — by*"^ multipliziert, außer- 
dem (j mit ß vertAuscht und o ersetzt dnrch a ß — 9» M entsteht ebenfalls 
eine Integral von (J)). 

Da nun der Gleichung (J^) gtmUgt wird durch 

80 ergeben sieh folgende 4 Gruppen von je drei Integralen fUr (]^): 

i.*i(,-.)-(.-i>'i;^.. 

S. »J— '-(. - a)-<'-(« - ») '1:,.,., 

8. (.- a)-»d;(« - «)»(» - i)"*-»-»!;^.. 

4. (,_»>»-»d;(=r-»)»(,-«)»+C-e|;. 

Berücksichtigt man noch, dali jedes dieser 12 Integrale auch nach dem 
Leibuizschen Satz bez. der 2. Eulerscheu lielatiun entwickelt werden kann, 
so erkennt man, daß die Gleichung 1^) 24 Integrale besitzt, die sich in ein- 
fachster Weise durch Brachableitungen ausdrücken lassen — entsprechend 
den 94 Kammersoben Integralen. Natttrlieh mllaien aueh die am Ende von I 
erwtthnteo Integrale i}^, , die in den EqKmenten 0, 0, — ^ ~ 1 ge« 

h&en, unter dieaan Grniqpen enthalten aein: 

3^. (x — o)" ~ P d* (« — o)" |a gehört oflFenbar zum Exponenten ^ — a 
4*0 — 0, muß also nach dem Knmmerschen Prinzip identisch sein mit 

4fc. (t — b)''*~^ (x - 6)f (j- — a)" + - 1' gehört zum Exponenten 
^ — ^-^-/i — ^ = 0, maß also identisch sein mit n^. 
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2«- dp"-''""* (x - a)-.*-»()r - gehört als absteigender Ast 

zum Exponenten: — iß — 1 — o — 1 — — « — § — l)™ — 9 — ^» mxi& 
also identisch sein mit tj^. 

Es erpeben sich somit durch Zusanunenfassung für die Differentialgleichung 
(D) folgende Integrale in Form von Bruchableitungeu: 



(1) ^'-«(«-a)'(.- 

(2) *r-*i"-"n'' 

(8) »S' -«£(•-•)• («-»/r.- 

(6) ,.-(.-»>'-«di:(«-»)«(«-«)-*i'-«i: 

(6) 1,. - dr*-'"'c* - «)-"-'(» - i) — t- 



Je swd dieser Integrale bilden ein FnndeanentilqrsteBi, dnrdi dH neh 
ein beliebiges Integral Ton(g)lineTnitkonstMiten Koeffirienten ansdrflciken UlAt 

IV. 

Somit erscheint als erwiesen: unsere Ableitung, aufgefaßt als C4esamt- 
funktion, die in die eben aufgezählten 6 Fundamentalzweige zerf^t — deß 
som Zsiehen sollen die unteren Ghrenzen weggelassm werden: 

iH der 8adte naeh idmüseh mtf der hifpergeomekitekm JMMom. 

Nunmehr folgt durch Fuchssche Sfttze: 
Die Funktion: 

(« - a)r(« - by^>^(ig - a)r(x - d/dS(« - a)-(» - byi\' 

ist dar Seehe nncb identisch mit der Biemannsdien Fonktion P(a, 5, oo) und 
erfireat sieh desselben Qrades von Allgemeinhdi ünd speneller folgt weiten 

f+i-« 

Die Fünktion (» — a) * {x — b) ' genügt der kanonischen 

Form der Gleiohung (9), bei welcher der Koefßzient von T' verschwindet; 

Die Funktion (« — a)«-*-^-«(«~ fr)e'*'^-/^yW> genllgt der A^jnngiertcn 
m (»). 

Die innere Übereinstimmung zwischen der hjpesgeometrischen Fnnktion 

und unserer Bruchableitung reicht noch viel weiter: so entspricht namentlich 
dem großen Heer der Substitutionen, angewendet auf die G au ß sehe DitFo- 
rentialgleichung (^) — bei unserer Bruchableitung das Problem vou der Ver- 
inderung der unabhängig Veränderlichen oder von der Ableitung einer i^hinktion 
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ton einer Funktion — ein Problem, das schon LiDuville^) in Angriff ge- 
nommen hat, jedoch hti seiner Definition mü wenig Aussicht nnf Brfolg. 

Es iik begrOadtto Aussieht vothBaden, HaB die LSeong dieeee Firohlems 
wild gefördert werden können durch den wonderberen Anftehwnng, den die 
l%eorie der Biffiarential^eiefaangen nnmentlioli seit d«i epodhemaehenden 
Fuchssehen Arbeiten genommen hat 



Sohraubenlinien and Loxodromen. 
Von B. SalkowskL 

1. Dif Tvoxodrompn werden definiert als dit\if'ri^'pn Kaumkurvpn. dip die 
Ebenen tsuips Büst;hpls unter ^'Ipicheni Winkel £ schnpidcn. Wählt man die 
f-Ach.se als Achse des Ebenen büscheis, so werden alle Loxodromen, die zu dem 
Bflschel gehören, durch die Mongesche Gleichung 

(1) (»dy - yd«)« - 8in»«(aj» + p^(da^ + + d#«) - 0 

bestimmt.') Heir Bcheffers hat nnn gezeigt, dafi die endlidien Gleidiungen 
aller Loxodrmnen dnrdi ansflihrbare Operationen gefonden werden kflnnen, daft 
also die allgemeine lotegralkarve der Gleichnng (1) ridi ohne Qnadratnren 
ergibt. Der Weg, anf dem Herr Scheffers dies Resultat gewann, scheint 
indessen beträchtliche rechnerische Schwierigkeiten zu bieten und jedenfalls 
bisher noch nicht zu brauchbaren Schlußformeln geführt zu haben. Eine andere 
Methode ergab sich für mich durch die Bemerkuntr, daß die Quadratur, die 
eine Schraubenlinie auf einer Rotationsflliche bestimmt, durch eine einfache 
Transformation in da.s Integral für die Loxodrome übergeführt werden kann. 
Da man nun die endlichen Gleichungen der Schraubenlinien kennt, gelingt es 
durch eine leichte Bechnung, die Gleichungen der allgemeinen LoKodrome in 
endlieher Form darsustellen. Der innere Grand ftlr diesen Znsammenhang ist 
die Tatsache, daB sowohl BehranbenliniMi als auch Loxodromen durch euie mu- 
fache Ptinkttransformation des Raumes aus den MinimaUnuren hervorgehen. 
Diese Bemerkung gab mir den Anlaß, weitere Pnnkttransformationen der Minimal- 
kurven zxi untersuchen. Dabei ergab sich insbesonderedieLösungderMon gesehen 
Gleichung der sphäri.schen und p.soudosphäri8chen Kurven in expliziter Form, 
Resultate, die dann auf bemerkenswerte Formeln in der Theorie der KorTen 
konstanter Krümmung und der Kurven konstanter Torsion führten. 



1) Sur le changement de la variable independante dans le calcul des diS6 
rentiellei 4 indices queloonquee. Journal de r&. polyteehnique eah. t4. 

2) G. Scheffer». Encykl. der math. Wiss. ffl D 4. S. 248. 

8) 0. Bcheffers. Über Loxodromen. Ldps. Bor. 1908. S. m— 870. 



r 
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3. Die Mongesdte Gleichung der Minimalkurven 
(8) di* + dii* + <i£* - 0 

wird dmch die CUflidmngen 

(8) — F'ainv + F^ooi» 

f = i(r-f F") 

gelöst. Hierin bedeutet V eine willkürliche Fonktion des Parameters v. Diese 
Olpichunfren seien im folgenden durchweg angewandt, da sie vor den sonst 

üblichen*) für unsere Zwecke gewisse Vorzüge besitzen. 

Die SchraubenUmm sind durch die Gleichung 
(4) 4a^ + df;-Wi?-0 

charakterisiert, sie gehen daher aus den Minimalkurven durch die Punkttrans- 
formation 



(6) 

Setst man 

(«) 



«i-Si «i-Tt 



« «- r 008 d 
jr««rsind 



Gleichungen, die man als Einführung von Zylinderkoordinaten an Stelle des 
roc'htAvinkligen Achsensjstenis interpretieren kann, oder auch als eine Punkt- 
transformation des Raumes (x, «) in den Raum (r, ^, f), so wird die Gleichung 
(2) der Minimalliwien in «ne MongesdiA Gleiobung swiaohen 6, t) über> 
gefthrt: 

(2a) + (fhiS^ + di* -0, 

die sich mit Hilfe von (8) und (6) folgenderuMfien lOsk: 



(8a) 



- . F'sine+F'coB» 
^"■^rce.e-F''slne 

t-i(F+ F"). 



Die nipirhung der Loxodromen (l") dagegen nimmt naoh Division doroh den 
nicht verschwindenden Faktor r' die Form an 



(1») 



ifr» — otg^tr^^ + d^ — 0» 



1; Vl'1 etwa 0. Scheffers. 
math. WiBs. III. D. 4. S. 864. 



Besondere trannendente Knnrea. EnotykL der 
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wvldie daroh die TramfonBatioii 

ir = 9 

in (2 a) flbergeht Man übersieht, wie man mit Hilfe der Gleichungen (6), (3 a) 
und (7) die fecditwinkligeD Koordinaten der allgemeinen Loxodrome ala Funktion 
dee Pammeters v darstellen kann. Fnbrt man die einfadie Bedmnng durch 
und bringt aUee durch passende Wahl des Parameters auf reelle Fcurm, so er- 
hllt man als GMt^ungm der Loxodramen 



(8) 

wobei 

(8 a) 



r 


r cos fr 




r sin 9 


i:: 









!► -tgt(i log 



sa setzen ist und U eine beliebige Funktion des Parameters u bedeutet. 

Interpretiert man, um die gefundene Beziehung ansdianlidi aufimfiMsen, 
' die Gleidiungen (6) als die Einführung Ton Zylinderkoordinaten, so aeigen die 
Oleiehnngen (7), dafi Loxodrome und sugehOrige Minimallinie auf derselben 
Botationsfliehe 

(») ^-fit^ 

liegen, und zwar entsprechende Punkte auf demselben Purallelkrois, und daß die 
zugehörigen Winkel 0^ in einem konstanten reiu imaginären Verhältnis zu ein- 
ander stehen. Daraus ergibt sich eine einfache Konstruktion der Lozodromen 
einer Flidie aus ihren Minimalkurven. Faßt man dagegen die Qleiohungen (5) 
mit (7) Busammen, so erhilt man eine Beziehung der Schraubenlinien einer 
Botationsfliehe 

/•(r») + Jb»^« - 0 
zu den Loiodromen der Fliehe (9). 

3« Eine zweite Punkttransformation des Raumes sei durch folgende 
Oleichungen definiert: 

sin fr cos 9 

(lO) y = r sin & sin 9» 

i — r cos &. 

Die Gleichung der Minimalknrven des Raumes geht in die Fonn 
(2b) dp* 4- rd^' + r sin- Ö</<;>=^ - 0 
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Uber, die nach (3) und (10) doroh die Fomielii 



(8b) 



geltet wird. Nun ist das Linienelement einer Kugel vom Radius a 

(11) tfi*-a*((l^ + tni*»V). 

Diese Gleichung geht aus (2 h) durch die Transformation 

herriHr. Au* den Formeln (8 b) eigibt sieh dann der Sats: 

Die BetMumg twUehm BogmUkige und Eoordinatm ekttr qiMriaeftm 
Kurve läfti sicft im expUmier Form folgmdtrmafim dantäUm: 

(12) .^^Yi^y^-i^, .^ik^p. 

gesetzt ist und V eine beliibifje Funktim des Faramders hedcutti. 

I)i(> Form tler < üfiichung lüßt es zweifelhaft, ob es algebraisch rektitizi erbare 
Kurven auf der Kugel gibt; die Existenz solcher Kurven steht aber von vom 
herein fest, da die algebraischen sphärischen Schraubenlinien zu ihnen gehören. 

4. Die eben gefundenen Ergebnisse kann man nun auf die Kurven kon- 
stanter Krümmung anwenden. Die Eichtungskosinus der Tangente seien o, d, c, 

die konstante Krümmung ^, dann iat 



p-d5« - do' + db* -f äcK 



Diese Gleichung stimmt mit unseren Gleichungen (12) überein, wenn man 

setrt. Da die Ridttangskoeinus der Binonnale und Hanptaormale noh durch 
Diffctentiationsproieflae ans denen der Tangente ergeben, so hat man den Sats: 

Die Beaiehungen avitehen der Bogenlänge und den Bichtungs- 
hosinns des Fundamentaldreikants lassen sich ffir die Ranm- 
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kurven koustauter Krümmung folgendermaßen explizit aua- 
drücken: 

a ^ , b , c--t-^ 

F' V V* 

a' «-oofv — -^1111«, ('-"tiav + ^ cot«. c' — — 

6"-^^-{(F«-|- FF"- r*) 008» -FF* Bill» j 

" EL— ^Xl 

e — 

Oans enlapnidiende Überlegungen gelten fftr die Knrven konstuiterToniOB; 

fUr diese ist, weuu ^ j[ gesetzt ist, die Bestimmuugsgleicliuug 

d«« - hida'^ -I- db'* + de'«), 
eine Glaiehnng, die «rfBllt wird, wann in dem Oleiohnngen (12) 

« -= ifca', y = kb\ z = kc 

gMetit wird. Daraus eigibt nok der dem vorigen analoge Sata: 

Die Beziehungen zwischen dpr Bogenlinge and den Richtangs> 
kosinns des Fandamen taldreikants lassen sich fflr Ranmkarven 

konstanter Torsion folgendermaßen explisit aasdr&eken: 

I -ifctloglF 

v v v 

a —cos« — ^sin«, & — sin«+ -^cosr, c«- — t-^ 

VcMV—Vnnv F'eine-|- F^eoe» , . F4. r' 
a , b ^ , c -•— ^- 

6"-^{(F»+ rF"-r*) cos« -FT sin«} 

r»- FT" 

Ein gleichartiges Formelsystem besteht für die Kurven, deren ganze 
Krümmung Yk* + ~ ^ konstant ist. 
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Bemerkung n dem Vortrage: Die Nvllitelleii der hyp e rgeo m etiieehen 

Fiinktloii.. 

Von P. Schafheitlin. 

Von Herrn il. B 6 eher bin ich darauf aufmerksam gemacht worden, daß 
fast dieselbe 'Mothode. die icli in Abschnitt 2 meines Vortrages gebraucht habe, 
schon von Henn l'orter in seiner Abliandlung: On the number of roots of 
the hypergeometric series between zero and one (American Math. Soc Bull. 3, 
274 — 278, 1897; bereits benutzt worden ist; die in den anderen Abschnitten 
«üfhftltMMi BMoUato werdra deTon nicht bertthrt 
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Heranigegeben vom VontaBd» der CtoMllMkaft. 

6a. Sitnmg an 24 Juü 1908. 

VonitaMider: Harr Bohaflieiiliii. 

Anwesend: 22 Herren. 

Herr Rothe ist infolge seiner Berufung nach Clausthal aus der Revisions- 
kommissiou ausgeschieden. An seine Stolle wird Herr Emde gewählt, so daß 
sich nunmehr die Bevisionskonunission aus den Herren Güntsche und Emde 
nuunmeiisetrt. 

WisBsnaehaltlidie MitteiliiDgra: 

Herr Witt: Über NUmtmgsdartteUinig TOD FunktuHMn. 

Hmr Lcwent: Über einige Ungleichiuigen (s. u.). 
Herr Wallonherg: Bemerknng m üMmam Vortrage in der Sitsang am 
26. Februar 1908 (s. u.). 



Üb«r das AiifUsiiiigsiiroblam im logisehen XliaMikalkiiL 

Von Leopold Löwenheim. 

EiMkmg. ^ IGt Ueinen latemisohea Bnehttaben beMiebnen wir irgend* 

welche Klassen (Mengen) von Dingen oder Elementen, die einem bestimmten 
„Denkbereich" angehören, innerhalb dessen sich alle unsere Betrachtungen be- 
wegen. Die Klasse a, das „Negat" von a, ist die Klasse der Dinge , die nicht 
in a Yorkonmien. 0 bezeichnet die ,^eere Klasse*', die gar kein Ding enthllt, 
1 dem ganzem Demkbereieh. Das „idemÜMbe Fkodvkl^ a • h oder a6 ist die 
Klasse der Dinge, die a and h gemeinsam sind, die „identische Summe" a -f 2> 
entsteht durch Vereinigung von a und b zu einer einzigen Klasse. Die „Sub- 
eumption" a bedeutet: Die Klasse (i ist in der Klasse b enthalten. 

Man kann sich leicht an Beispielen folgende Tatsachen plausibel machen^): 
FOr die ideotiaehea Operationen gilt das kommiitatiTe, aesosiative und dirtri* 



1) Bine axiomatische Begründung aller dieser Tatsachen findet man in den 
„Vorlesungen über die Algebra der Loj^ik" von Dr. Ernst Schröder, Band I, 
sowie in der Programmabn. des Gyumatiiams in Tauberbischofshcim 189^1900: 
„Über die Alnbi» der LosiIe. Die Onndhgen dee Gebietekalkols'* von Dr. Engen 
Müller. 

BttBaafsbMlelito d.B«rLlUth.Ow. VIL 8 
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butive Gesetz und somit sftmtliche Fonneln der gewöhnlichen Algebra» 
F«ni«r ist: 

(1) aa = a -\- a (tj aä — 0, a -f- ö — 1. 

(2) od — ä + b, a + d — äb. 

Dnrch AvniMiltipluieren toh (a; + ir) (y + y) folgt wegen l) 

(3) xy + j-.j/ -f- + — 1 , 

tuid eine entsprechende Fonnel gilt f&r drei and nwhr Bachstaben. 

.Ipdes System simultaner Gleichungen und Subsumptionen ist äquivalent 
einer cin/ipen Gleichung mit der rechten Seite 0, denn 1 I ist jede Gleichung 
a = 6 äquivalent 2 simultaueu Subsumptionen a ^ b und b =^ 2) ist jede 

Sabsumption a=^b äquivalent einer auf 0 gebrachten Gleichung ab = Of und 
8) iat jedM Systom auf 0 gebrachter 01«d»i]ig«ii a — 0, fr — 0, e*"0... 
IquiTalent einer ehmgen soldiMi Qleidiiiiig a + fr + ^ * * * * 0. 

1« Wir betradhteo eine nur ans identisdier Addition, identasoher Multi- 
plikation und Negation gebildete Funktion der Aignmente C|, i^» • . * ^|,f • • • 
und bezeichnen sie kurz mit F{x^. Dann ist 

(4) F(a^x + a^x) - F(a;)x + F(a;)i. 

Allgemeiner: Bezeichnen wir eine Funktion von 2 lleihen von Argumenten 

X| ) iC| f • • • X^ y • • • I 

!fif ih* • • » y»t • • •» 
doren Anzahl nicht gleich sn sein braucht» bus mit -FC«^ |y,)t m »t 

(4a) F{af,x + a/,J^ | ?>, ♦/ + 6,'//) = | b, )x!f + Fiflf^ \ K)xy 

entsprechend für drei und mehr Reihen von Argumenten. 

Wesantlioii ist, dafi die a^, a^, fr», frr «neh Ansdrfieke sein dfirfim, weldM 

X und enthalten 

Jinrt'is: Kine logische Formel vine (4a) bedeutet eine allgemeine Aussage 
über die Elemente des Denkbereiehs und ist dann und nur dann richtig, wenn 
sie für jedes einzehie Element des Denkbereiehs richtig ist, d. h. wenn sie 
richtig ist, foUs ich den Benkbereich auf ein beliebiges Blement beschxinke. 
In diesem beschiünkten Denkbereich hat nun jede Klasse den Wert 0 oder 1, 
je nachdem sie das Element, das den ganzen Denkbereich 1 ausmachen soll, 
enthBlt oder nicht. Zufolge (^) können nun die vier Klassen xy, xü, Jy. xy 
nicht alle = 0 sein. Sei also z. B. xy — 1 in dem beschränkten Denkbereich; 
der Beweis für die übrigen drei Fälle kann als ganz analog wegbleibeii. Es 
folgt « 1, y 1, also i 0, y — 0, und damit reduziert ddh (4a) auf 
F^|fr;).F(a^|frO. Somit ist (4a) bewiesen. 

Man kann die Formel bei einiger Vertrautheit mü dem lOaSBpnkslknl 
auch unschwer dhne Ziirüekpt4u n nnf die Elemente rein rechneiiseh verifizieren. 
Sie ist in dieser Allgemeinheit meiucä Wissens noch nicht verOffmtÜcht worden ; 
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Herrn Zermelo ist sie, wie ich kürzlich von ihm erfuhr, längst bekannt. 
Mehrere SpezialfUlle sind häuüg benutzt worden, z.B. (fära^<— 6,» 1, a^»dy«-0) 
die Entwiekeliuigsfonnel 

F{x,y) = F{Ul)xij + F(l,0)xy + FiO,l)iy + i^(0,0)iy, 

nftcb der sich jede beliebige Funktion von x und y in der homogenen Form 

axy -\-bxy -\-ci y -\- (Li !f darstellen läßt, so daß (zufolge der Schlußbemerkiing 
in der Einleitung) unter (3) das allgemeine Auflösungsproblem enthalten ist. 

3. aj, , . . . , . . . sei eine partikaläre Lüsang der Gleichung F (x^ *» 0. 
Dum ist 

die •llgemeine LOaimg, d. h. 

ft) (6) ist eine LOeung fttr beliebige Werte der „aitntrirea Ponuneter'' 
Mi » 'S» • • " ^/i ♦ • • 

BeiMif : Setzt nua (5) in ein, so wixd wegen (4) 

Das erst( (ilied verschwindet, weil nach Vor, i^(a^"0 ist, and das 
zweite Glied wegen (l). Somit ist F{x^ — 0. q. e. d. 

b) (5) ist fähig, jede beliebige Lösung von F(x^) = 0 dar/ustellen, d. h. 
ist eine bestimmte Lösung Uj, x^, . . . . . . gegeben, so kann man bestimmte 

Werte von Uj, ti,, . . , . . . angeben , für die die rechten Seiten von (5) 
gleich den gegebenen werden. Wir behanpten: 

% ^^ft 0« = 1, ä. . • .) 

ist ein solches Wertsystem, d. h. Xu^a^F{x^-j-x^F(x^ fllr jede LOsang. 

Beweit: Nach Vor. ist F{x^ — 0, folglich F{x^) «= 1, und damit wird 
die «n beweisende Gleichung — • 0 + • 1, was offenbar richtig ist. 

Übrigens läßt sich Schröders „rigorose Lösung" des allgemeinen Auf- 
lösungsproblems in der Algebra der Relative^) leicht als Spezialfall aus (5) 
herleiten nnd, was von Interesse sein dflrfte, dahin verallgemeinem, daß, falls 
J'(a^)-Oist, 

- • 1; ^i"J; 1 +«„ • F(»j 1 0 

die allgemeine Lösung der Gleichung F{x^,) = 0 ist. Man kann dies auch 
genau so beweisen, ^vie es Schröder für eine Unbekannte tut. 

3. Die notwendige und hinreichende Bedingung für die Auflösbarkeit 
einer Gleichung 

F(x,y) axy -\- bzy -f cxy + äxy — 0 

ist das Erf&lltsein der nKliminationsresaltante" 
. (6) abcd^O 



1) Vgl. Schröder, a. a. 0., Band III, 8. 166. 

6» 
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oder (vgl. Schlußbemerkung von 1) 

(6a) Fil.l) F{1,0) F(p,l) F(Ofi) - 0, 

entsprechend ffir mehr Variable. 

Die Notwendigkeit der Bedingung beweist Schröder durch Multiiilikation 
der gegebenen (ileichung mit abcd, wobei (wegen a • aöcd ai» cd usw.) jeder 
Koeffizient gleich abcd und die Gleichung 

wird, ftko wegen (3) ahed 0, q. e. d. 

Daß (6) hinreichend ist, hat man bis jetzt nur durch den Schluß von 
M ünbokannten auf « + 1 Unbekannt^' bewiesen, ohne daß fiir mehr als zwei 
Unbekannte Lösungen wirklich aufgestellt wären. Beiden Übelständen hilft 
folgender Beweis ab: 

Sei z. B. (für drei Unbekannte) die vorgelegte Gleichung 
axjfM + bxyf + cxjfM 4- äxyls + exjfg + fxffi 4- gxyz 4- hxyi — 0. 

Wir greifen irgend ein Glied hemiu, z, B. hxpg^ und setien fttr die 
Kegate der drei unbekaantea lUEtoren: 

i — hx% y — hp% M — 

alfo w^gen (2) 

«-54-»', + i-54-i'. 

Nach dem Einsetzen besitzt jedes Glied den Faktor b. (Denn das heraus- 
gegriffene Glied beeaB ihn sohon vorher, und die Hbrigen Glieder Utamen nieht 
genau dieselben unbekannten Faktoren y, i enUialten, sondern mllasen eins 

von deren Negaten x, y und z als Faktor enthalten, und dieeer Faktor bringt 

bei der Substitution den Faktor b hinzu.) 

Man kann also b vor die Klammer ziehen. In der Klammer steht dann, 

wie man leicht nachrechnet: 

ax ff g + x y z + cx y e •\- dx tj z ex y e fx y e gx y g 

4- hxy'g'. 

Wir konstruieren jetzt nach derselben Mt,''hode eine Substitution, nach 
deren Ausführung sich ein zweiter Koeffizient vor die Klammer ziehen läßt, 
und fahren so fort, bis das Produkt sämtlicher Koefüzienten vor der Klammer 
steht. Dies Produkt ist aber nach Vor. gleich 0, folglich ist die Gleichung jetzt 
für beliebige Werte der zuletst eingeführten ünbekaanieu evfIQIt, und um die 
sngehOrigen Werte von «, y und g sn ethalteo, braucht man nur die acht Sub- 
stitutionen zu einer einzigen zusammenzusetzen. Damit ist der Beweis geftihrt 

Das Ergebnis hängt ab von der Reihenfolge, in der die einzelnen Koeffi- 
zienten vor die Klammer gebracht werden. Zur Erläuterung des Bildungs- 
gesetzes will ich es für vier Unbekannte x, «, u hinschreiben. Ordne ich 
wieder die Glieder mit » vw die mit i, in jeder der beiden Gruppen die 
Glieder mit y vor die mit y nsw^ so seien die EoefBiientsii in der aUgsmetaen 
Qleiohung 
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Bringt man erst a vor die Klammer, dann b usw., so erhält man folgende 
Losungen: 

X ä -f- b -j- c -i- d c f + g -\- h -\- iklmnopq • 
y_S-|-d + c+ d + efgh {• + t + l + m + nopq • 

5-ä + 6 + c<l(« + ?-|.^»(l+» + »«»0i + 5+M-e)). 

M - ä + + + /-(.^^ + + *(/ + »n(« + öO + «-^))))))), 
WO man für |, i|, ^, ^ beliebige Warte, i. B. 0 odtr 1, setMU darf, 

4* Fflr die Auweadoi^n des Kftlkiils ist es vifllfiteh von Wichtigkeit, 
ftlr symmetrische Gleichungen (x. B. x^x^x^^O) auflli syinmttriflohe aUgemeine 
Lösungen (für unsem Fall 

«i-%{««i + «s)t ^-«*t(M» + «i). 

wie aus der Puiikularlösung (0, 0, O) vermöge (5) hervorgabt) m gewianeD, 
d. h. Lösungen, welche durch Vertauschung der arbiträren Parameter in- 
einander tibergehen. Schröder hat nun flir viele spezieile symmetrische 
Oleichongen die allgemeinen symmetrischen Lösungen durch Kunstgriffe ge* 
woBBen nnd mit grofiflm AufWaad Ton Becbnung den hOehit leiehi beweis- 
baren Gkts bergeliiitet, daft die Gleichnng xffx + icyjr — 0 sich nicht mit drei 
Fteametem symmetrisch allgemein lOsen läßt. Er h&tt« sich die Mdhe sparen 
kflnnen, wenn er gewußt hätte, daß man sich nur um partikuläre symmetrische 
Lösungen zu kümmern braucht; (5) gibt dann sofort die allgemeine Lösung, 
nnd Bwar wieder in symmetrischer Form, nnd umgekehrt kann man aus jeder 
qrmmetrisohenLSsaBgmit arbitrlrenParametem sofort eine sjmmetrisobe Parti- 
kolarlösung erhalten, indem man einfach die sämtlichen Parameter « 0 setit. 

Es bandelt sich also um die Frage: Wie sieht eine partikuläre sym- 
metrische Lösung aus? Ist i. B. für zwei Unbekannte r, = A, — B eine 
solche, so dürfen A und B keine arbitriiren Parameter enthalten, sondern 
mflssen sieh ans den Pnrametem der Gleiehnng in symmetrischer Wose nir- 
sammensetzen (also z. B. .4. (oj + r) + ^t» + r) -|- t^), so 

daß die Werte der Unbekannten dnrch eine VeHaoschung der Parameter def 
Gleichung ineinander übergehen. 

Wir bescluranken n\ui unsere Betrachtung auf den speziellen Fall, daß 
solehe symmetriidi anftrstendeii Pununtfear in dar Qladtnng nidit Torkommen, 
oder daB es wenigstens mcfat erlaubt sein soll, sie in der Lösung als glakli- 
berechtigt und vertauschhar zu betrachten.^) Da dann keine Vertauschungen 
mehr mrtglich sind, so verlangt der Begriff der Symmetrie, daß anob ohne das 
alle AVerte der Unbekannten einander gleich sind. 

Es bleibt also nur noch die Frage: Wann läßt sich (z. B. für zwei Gruppen 
▼OB Unbekannten, die unter sich symmetrisch in der Gleichung auftreten) 
eine Gleichung F{x^\y^ =» 0 so lösen, daß alle x gleich einem bestimmten 
Werte { nnd alle y gleich einem bestimmten Werte ^ werden? Oder: Wann 



1) Auch in dem allgemeinen Falle vermag ich von jeder vorgelegten sym- 
metrischen Gleichung entweder symmefaisdiB LSbuo^cu anunitellen, oder sn be- 
weisen, daß dies nnmOglidi ist. Idi gedenke bei anderer Gelagenbait dannf 

zurückzukommen. 
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läßt sich die Gleichung 0 lösen, die dadurch entsteht, daß man in 

F{x^\y,) «iiiavbt |, - ,,(^ - 1,2, . . v - 1^, . . .)? Nach (6a) 
ist aotweiidige und Imireiohnide B«dmgiiiig hieifllr 

F(1|1)F(1|0) F(0|1)F(0|0) -0. 

Entwickelt man nun i\x^\y^ nach allen irndy, (rgL Schlaßbemerkmig 
▼on 1), so ist 

F{l\i) der Koefiizient des Gliedes, das alle und enthUt, 
■^(^1^) » « n n »f»*^»y»n 

» n » M n n *|i » n 

•^(0|<>). n n »nni,«^»y, n 

Wir Juben also IBr nnaeren «ngomi Begriff d«r Symmetri« d«n Satt: 

Die Dotwmdige und liinminhande Bedingrmg dafQr, da0 sioih eine sjm- 
netriielie Gleiehmig 

/»i» I«»» 

+ andere Olieder » 0 

qfnuDetriech (und damit aaeh nach (5) symmetriflek allgeniMn) lOsen UAt, ist 

ABCB = 0. 

Für eine einzige Gruppe von Unbekannten besteht also die Bedingung 
darin, dafi das Prodokt der Koeffiaienten von und Tenchwindet. 

Bemnaeh l&ftt rieh 1. B. die Gleiehnng 

nicht symmetriach lösen, und Schröders Lösung') 

% a, x^'^a 

ist nicht, wi(^ erincint, symmetrisch, da a ein (wenn auch wenig) komplizierterer 
Ausdruck ist als a. Zwar geht ü aus a ebenso hervor wie a ans f7, doch ist 
dies kein Zeichen von Symmetrie, sondern einfach selbstverständlich für jede 
(auch unsymmetrische) allgemeine Lösung einer symmebiMhen Gleichung. 
Wenn ieh s. B. die Bjmmetrisdie Gleiehnng 0 unsymmetriMh allgemein 
löse durch z = t/ = ä(, so erhalte ich äh aus a, indem ich dessen Neglt 5 
mit einem beliebigen Faktor h multipliziere; ebenso aber erhalte ich a aus ä&, 
indem ich dessen Negat n ■\-h mit einem Faktor a + h multipliziere, der eine 
beliebige Klasse darstellen kann, so lange mir nur ah und nicht a und h ge- 
geben ist. Was hier verlangt wird, ist tormale Synunetrie, und diese fehlt 
bei der Lteong x^^ — x^^ä. 



1) Tgl. SohrOder, a. a. 0., Band I, 8. 606. 
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Ol)«r einige UngleiclumgeiL 
Yoii L. Lewent. 

Die physikalischen Betrachtungen des ersten Abschnittes tiihreu zu einer 
Ungleichung, die in allgemeinerer Form kürzlich wieder beioinnt geworden 
igt. An letctore knüpfen sieh im zweiten Tal die matiiematisehen Folgenmgen. 

!• Es 8«ien n Hohlräume mit absolut spiegelnden Wftnden ausgestattet 
imd glekluiAffig mit webmwamt StnUiuig «rfttllt. F, sei du Tolnmeii des 
v*^ "RaqmflH, die T«q»eratiir, ZT, «ad die Bnergie and Entropie der in 
dem Baum enthaltenen Strahlung. Nach bekannten Geeetzen ist 

Die Konstante a ist experimentell bestimmbar. 

Werden (unter den nötigen Vorsichtsmaßregeln) zwischen den n Hohl- 
räumen Verbindungen von hinreichend kleinen Dimensionen hergestellt, so 
wird ein Ausgleichsprozeß eingeleitet, der sein Ende ündet, wenn das Gesamt- 
Tohunen 

r 

wieder von gleichmäßig verteilter Strahlung erfüllt ist. Der erste Hauptsats 
der Thermodynamik besagt, daß die Energie des neuen Systems U gleich dar 
8amme der Energien der ii iiäume ist, und die Gleichung 

ergibt für die Temperatur T der aiationiren Strahlung die fieetinuming^ 
gleichung: 

(1) 2--^.- 

Nach dem zweiten Hauptsatz ist die Entropie S im Endzustand nicht kleiner 
als im ibiifangszustand: 

28,^8 

oder 

oder mit Rücksicht auf (1): 

(8) U? £V,' (-2?F,T})». 
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Die Unglelcbong hat zur alleiDigen Voraussetzung, daß die vorkommenden 
CbrOßen und 1^ — wie es ihrer physikaliedieii Bedeatung eDtspridit — 
positiv sind. Matht inatisch steht der Annahme, daB die Xuhl n unendlich 
groß wird, nichts im Wege; nur muß dann die Konvergenx der Beihen neher» 

gestellt sein. 

Die Irreversibilitllt des Prozesses bat Herr Planck 1^ den Fall zweier 
Hohlräume in seinem Buch'): VorIe.sungen über die Theorie der Wärmestrah- 
lung, 8. 66 — 67 besUtigt, allerdings unter der ipenellen Annahme, daB der 
iweite HoUranm »▼Ollig evaknierl^ ift, d. h. die abeolnte Temperatmr 0* 

besitzt. 

Ersetxi man durch a, und Tl dank jr^, eo geht (2) tkber in 

Diese Relation ist ein Spezialfall der wichtigen Ungleichung, zu der Herr 
Jensen*) in seiner Arbeit llbmr konvexe Funktionen gelangt ist: 

(4) C-Sa,)'-^. £a,a^. 

9 9 9 

Es liept nahe, zu untor^ucheii, ob flie allgenieinere Mngleichnns: durch 
zulässige Vt^iuilgemeinerung des Entropicbegriffs gewonnen werden kann. In 
der Tat branohte man den Mazwellselien StraUnngadrack nur gleich u{p — l) 

U 

und die Energiedichte m demnach gleich a • Tf~^ anzunehmen, um den 

sweiten Hauptsats in der Gestalt (4) au erhalten. Die Mazwellsehe Theorie 

liefert aber Ar den Strahlnngsdmok den Wert y , nnd nach dem Stefan- 

Boltsmannsohen Gesetz ist die Snergiedichte der vierten Fotens der abso- 
Inten Temperatur proportional. Die beiden Ergebnisse der Theorie sind Aber- 
dies durch das Experiment bestätigt. Daher f&hrt der phyaikalisohe Vorgang 
nicht über die Ungleichung (3) hinaus. 

2. Die Wichtigkeit der Un^deichung (4) ist durch Plerm Jensen zur 
Genflge dargetan worden. Trotzdem seien einige kleine Heiträge gestattet. 

Ersetzt man in (Jk) und durch a^x^ und , so erhält man: 
i2:a,xP-'y<^{^<*,K)'"'''^<'9' 

9 9 9 

Nach Multiplikation mit {i) läßt sich die Wurzel ziehen: 
(6) Sa^x^ ' 2?«,**-* < 27a, • 2?a,a;'. 

9 9 9 9 

Diese üngleiohung gilt bei positiTen nnd für j» ^ 1. Da (4) aneb fttr 



1) M. Planek. Leipiig 1906. 

i) J L. W V. Jenson. Sur les fonctions conveies et les in4galit6t entrs lee 
valeurs mojenned. Acta Math. Bd. 80. S. 181 (6). 
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p <0 gilt, dagegen in (4) das Zeudieii < in > sa Tcrwaodelii ift, wenn p 
ein positiTer eehter Brooh ist, so wixd 

fOr — OD <j» < 1 , 

Die Bedeutung der Relationen (.')) und f5') liegt darin, daß keine der vor- 
koinmendon Summen mehr potenziert wird. Sie lassen auch erkennen, da0 
die Funktion 



mn oder größer aU " ist, je nachdem p<,l oder j>> 1 ist £s be- 
steht sogar der Sata: 

Die Punktion f(p) nimmt ab, wann p abnimmt 

Iis: a) j>> 1. 

Fflr positiTe Zahlen « ist: 



> £"'3^^ ""^ 
^(p + «) > f (p). 

b)j)<l. 

<*i^^x (^')' 

Ebenso ist die Funktion^) 

1 

/ aix){/\x))Pdx 



e 

ome mit j> wachsende Funktion. Im Integrationsintervall sind Oi{x) und [(z) 
als positiv, die Integrale als existierend anzunehmen. 



1) VgL dazu Jensen 1. c, S. 186. 
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Tantaht man «tter 9 imd t podtiT« ZiU«ii, lo ergibt adi am (5) für 



Für hinreichend kleine < folgt aus der Tajlorschen Beihenentwicklung beider 
Seiten * 

r(i+*)r(i + «)>f'Xi 

Wotor ward« 

eing«flUirt| nachdem man nur ErhOhnng der Symmetrie 

p dnrch -y-t durch a^, also (5) durch 
(6) £a^3f^ ' £a^xl ^ • -Sa^«; 

enetat hat. Ea iai 

r 



N 



9ml 

gesetzt wird. Die Ungleichung (6) nimmt die Gestalt an: 

Spaaall aei 
Dann wird 

wobei die Größen sind, die endlich bleiben für lim II » 00. FOr hin- 

reichend große n lehrt die letzte Ungleichung: 
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W Tfi • Tfi < — r + *Ti «' 

LiBt man m, r und « Aber jede« MtS hinaiis waduen, ab«r so, daB 

wirdf 80 erUH man 

(9) -j _<__. ci>».^>o). 

•Die FonktioB — — gmUgt dahir der fonktimialMi Ünglnöbiuig 

/•Wr(y)</"(« + y) 

flr pontiT6 Werte dar Argnineiite. 

Setife man in (5) dar Reihe nach i» — 1, 2, 8, . . mnlt^liaert man die 
dann mit den ponttren Zahlen Ä^f A^, Ä^j . * ., lo ergibt die 



(10) £a,x, . 2:a,(£A,xr < I^a, • 2:a,{2Ä,xf). 

Z. B. flir il^ — 1 nnd < 1 : 

(11) 



9 W »9 



Zum Schluß sollen noch zwei bekannte Ungleichungen abgeleitet werden, 
damit an einigen scheinbar ganz abgelegenen Beispielen die vielseitige Anwend« 
barkeit erkannt werde. Durch die Substitution 

werde die Ungleichung (4) in die einüachere Oestalt 

ttbargellüul Man mnllipliiiere beideraeits mit j nnd sunmiece Aber p Ton 
1 bis oo. IM 1, 80 wird: 

- In (1 - £a^z^) ^ - 2;«,ln(l - 

(12) 1 - 2Ji^,x,^ llil - 
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Erstreckt man die Sommation nur über alle ungeraden so ergibt sich: 



V 

In (12) setze man 

Es wird dann: 

1 -XM.- 1 - "-^ > j/jl - 1/^- 

Aus (13) folgt für 



•Im» 



x,-i;imdi;«,«,-^.^i.: 



1 + 



< . ^ . . - +1. 



«II » 



(16) 2v<»-P^^ 



Der Quotiani 



''SnH- 1 — 1 

±. mmS 



ttßt sich leicht abschätzen. Es ist nämlich 

"/ 1 4- X 

wenn a; < y ist — und das ist für hinreichend grofie n sicher der Fall (sogar 
schon für n >B 3). 
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Für solche Werte wird 

1 In (8« -1-1) 
»< <^ln(2n+l), 



lölgUoh 



8 + ~lii(8*-|.l) 



^ i < ln(2« + 1)< la(2ii + 2), 



N 



(16) ^i<ln2-f- ln(ii+l). 



Bemirlnuig sa meiiwBi Vortnige in der Sltiuig am 26w FMvnur 1M6 

(vn, 50— esy. 

VoB Qeorg Wallenberg. 

In dem sweüen TeQe meiiiM Vortrages habe ieh eine Anwmidung der 

Gruppentheorie auf die linearen DifferonzengUichungen gegeben und ins- 
besondere folgonden Satz bewiesen : „Wenn zwischen drei Fundamentallösungen 
'i *^jc*\ t'r * einer homogenen linearen Diiferenzengleichung dritter Ordnung mit 
rationalen Koeffizienten die Relation i'^" — t'l? *Vx ' = 0 besteht, so genügen 
ihr die Produkte je zweier Losungen einer homogenen linearen Differenzen- 
gleklning sweiter Ordnung, deren Koeffizienten Qoadntwnneln mtioiuler 
FnnktioneD sind." Zu dem Beweise dieses Satzes brandite ich zwei leioht 
herzustellende Differenzengleichungen dritter Ordnung, nämlich diejenigen, 
denen die Produkte bez. die Quotienten je zweier Fundamentallösungen einer 
homogenen linearen Differenzengleichong zweiter Ordnung genügen. Herr 
W. Hey mann hat midi nun daranf aofimerksam gemacht, daß diese Diffe- 
renMngleichmigen sieh bereitB in sonsn ,^todtin Uber die Tnnsfinatation und 
Integration der Differential- ond Dilbrennoc^eidinngen" (Leipsig 1891; 
Anfg. 103, 105, 106) Toifinden. 
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Valentin, Oberbibliothekar Dr. G., Berlin W. 62^ Burggraf enstr. !L 
Vogler, ORR. Prof. Dr. Ch. A., Berlin W. lO, Kaiserin Augnstastr. aiL 
Wallenberg, Prof. und Priratdozent Dr. 6., Charlottenbarg, Qrolmanstr. 21. 
Wassilieff, Prof. Dr. A., Kasan (Ru61and). 

Weingarten, ORR. Prof. Dr. J., Freiburg i. Breisgaa, Schillerstr. 
Weiß, Prof. Dr. F., Gr.-Lichterfelde Ost, Parallelstr. lü. 
Weltzien, Prof Dr. C, Zehlendorf, Prinz Handjerystr. 
Witt, Dr. G., Berlin NW. 6^ Birkenstr. 2^ 
Uü Zacharias, Oberlehrer Dr. M., Berlin NW. 62, Melanchthonstr. fi. 
Zühlke, Oberlehrer Dr. P., Halensee, Joachim Friedrichstr. IS. 
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